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Vorwort. 


Auch  in  diesem  Bande  wurde  besonders  auf  eine  klare, 
exakte  und  schlichte  Sprache  geachtet.  Durch  mehr  als  hundert 
Figuren,  die  ich  sämtlich  neu  gezeichnet  habe,  soll  der  Text 
verstancUicher  und  belebter  werden.  Im  übrigen  gilt  in  äußer- 
licher Hinsicht  das,  was  das  Vorwort  des  ersten  Bandes  besagt. 
Insbesondere  war  es  aus  den  schon  damals  mitgeteilten  Grründen 
nötig,  den  ganzen  Text  neu  zu  schreiben. 

Der  Inhalt  des  zweiten  Bandes  ist  mit  wenigen  Ausnahmen 
derselbe  geblieben  wie  in  der  zweiten  Auflage,  vermehrt  um 
manche  dort  fehlende,  aber  durchaus  notwendige  Beweise: 

Im  1.  Kapitel  mußte  der  Nachweis  des  Integrals  als  Grenz- 
wertes einer  Summe  yervoUständigt  werden.  Im  2.  Kapitel, 
wo  schon  gelegentlich  die  Integration  im  komplexen  Bereiche 
angewandt  wird,  mußte  gezeigt  werden,  daß  die  reellen  Er- 
gebnisse, zu  denen  sie  fQhrt,  auch  wirklich  richtig  sind. 

Das  3.  Kapitel  hat  sich  eine  besonders  gründliche  neue 
Bearbeitung  gefallen  lassen  müssen;  z.  B.  fehlte  der  Beweis 
dafür,  daß  ein  Integral,  dessen  Integrand  einen  Parameter  ent- 
hält, eine  stetige  Funktion  der  oberen  Grenze  und  des  Para- 
meters ist.  Wenn  ferner  die  Theorien  dieses  Kapitels  auf 
Beispiele  angewandt  werden,  ist  es  zwar  bequem  zu  sagen: 
„man  überzeugt  sich  leicht,  daß  für  die  folgenden  Beispiele  die 
Forderungen  (nämlich  der  Konvergenz  der  Integrale)  erfüllt 
sind'^,  aber  dem  Leser  wird  es  doch  nicht  so  leichi  Es  war 
deshalb  nötig,  dem  Studierenden  hierbei  durch  ausführlichere 
oder  knappere  Andeutungen  zu  helfen. 

Im  4.  Kapitel  über  die  Eulerschen  Integrale  fehlten  manche 
Zwischenglieder  der  Entwicklung.  Eine  besondere  Schwierigkeit 
lag  hier  femer  darin,  daß  die  ursprüngliche  Anlage  des  Werkes 
nicht  so  streng  zwischen  Reellem  und  Komplexem  schied,  wie 
es  durch  die  in  der  2.  Auflage  getroffene  neue  Anordnung  be- 
dingt wurde. 

In  das  5.  Kapitel  über  Quadratur  und  Rektifikation  habe 
ich  die  Theorie  des  Polarplanimeters  aufgenommen,  die  in 
der  2.  Auflage  an  späterer  Stelle  gebracht  wurde.     Serret  hat 
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einen  Paragraphen  algebraischen  Kurven  gewidmet^  die  sich 
durch  Kreisbogen  rektifizieren  lassen;  es  war  jedoch  aus  der 
bisherigen  Ausdrucks  weise  gar  nicht  zu  erkennen,  wie  eigent- 
lich der  Ansatz  zur  Lösung  des  Problems  zustande  kam.  Durch 
Zurückgehen  auf  die  Sbreteche  Originalabhandlung  war  es 
natürlich  leicht,  auch  hier  die  eigentlich  selbstverständliche 
Forderung  zu  erfüllen,  dem  Leser  nur  solche  Dinge  vorzutragen, 
die  man  selbst  durchdacht  hat. 

Im  6.  Kapitel  ist  die  Definition  des  Doppelintegrals  und 
der  zugehörige  Existenzbeweis  ausführlich  gegeben  worden. 
Ich  denke,  daß  jetzt  auch  die  Transformationstheorie  für  Doppel- 
integrale exakter  als  früher  ist,  denn  die  früher  dafür  gegebene 
Ableitung  war  in  Hinsicht  auf  die  Grenzen  der  Integrale  nicht 
einwandfrei. 

Das  7.  Kapitel  begann  früher  mit  Betrachtungen  über 
mehrdeutige  Funktionen  und  ihre  stetige  Fortsetzung;  jedoch 
wurde  dabei  nicht  deutlich  genug  gesagt,  was  unter  der  stetigen 
Fortsetzung  verstanden  werden  sollte.  Diese  Betrachtungen 
habe  ich  auf  das  8.  Kapitel  verschoben.  Dagegen  wurden 
manche  fehlende  Entwicklungen  über  die  Integrale  vollständiger 
Differentiale  und  über  Kurvenintegrale  eingeschaltet. 

Das  8.  Kapitel,  das  den  Funktionen  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen gewidmet  ist,  habe  ich  durchaus  ändern  müssen, 
wobei  sich  auch  die  Gelegenheit  bot,  den  Begriff  der  konformen 
Abbildung  einzuführen. 

Die  neue  Gestaltung  des  7.  und  8.  Kapitels  brachte  den 
Vorteil,  daß  erst  ganz  zuletzt,  in  §  5  des  8.  Kapitels,  der  Be- 
griff der  mehrdeutigen  Funktion  eingeführt  zu  werden  brauchte. 
Bis  dahin  ist  in  diesem  ganzen  Buche  ebenso  wie  im  ersten 
Bande  nur  von  eindeutigen  Funktionen  die  Rede,  abgesehen 
von  wenigen  Stellen,  wo  auf  die  Mehrdeutigkeit  besonders  bezug 
genommen  wurde. 

Der  Umfang  des  Buches  ist  durch  die  vielen  bisher  fehlenden 
und  neu  zu  gebenden  Beweise  natürlich  etwas  vergrößert  worden. 
Fortgelassen  wurden  außer  geringfügigen  Einzelheiten  nur  die 
Betrachtungen  über  elliptische  Funktionen,  über  die  Lagrangesche 
Reihe  und  über  Funktionen  von  mehreren  komplexen  Ver- 
änderlichen. Sie  sollen,  soweit  es  unbedingt  nötig  ist,  im 
dritten  Bande  Au&ahme  finden.  Neu  eingeschaltet  wurde 
dagegen  noch  eine  Reihe  von  Einzelheiten,  so  die  Rektifikation 
ohne  Integration,  die  Guldinschen  Regeln,  der  Begriff  des  Raumes 
von  n  Dimensionen  und  ein  Beweis  des  Gaußischen  Fundamental- 
satzes der  Algebra. 

Diesen  zweiten  Band  des  Serretschen  Werkes  ziert  ein  von 
Hamack  herrührender  Anhang  über  die  Fmmersche  Reihe  und 
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das  Fouriersche  Inteffral,  der  in  der  Geschichte  der  Mathematik 
eine  solche  Bedentang  erlangt  hat,  daß  es  angemessen  erschien, 
ihn  nach  dem  Originaldmcke  in  der  ersten  Auflage  unverändert 
wiederzugeben.  Dabei  wurden  Vorkehrungen  getroffen,  die 
es  ermöglichen,  Stellen  des  Originaldruckes  auch  nach  diesem 
neuen  Abdrucke  zu  zitieren.  Die  Anmerkungen,  die  ich  dem 
J7amaa^-schen  Anhange  hinzugefügt  habe,  sind  nicht  fiir  den 
bewanderten  Fachmann  bestimmt,  sondern  f&r  diejenigen,  die 
das  SerrdBche  Werk  studieren  und  auch  diesen  nicht  leicht 
zu  lesenden  Anhang  verstehen  wollen.  Die  Verantwortung  für 
für  den  Inhalt  des  Anhanges  muß  jedoch  seinem  Verfasser 
überlassen  bleiben. 

Wer  die  neue  Bearbeitung  des  zweiten  Bandes  des  Serret- 
schen  Werkes  mit  der  früheren  vergleicht,  wird  hoffentlich 
finden,  daß  ich  überall  meine  Pflichten  als  Herausgeber  sorg- 
faltig zu  erfüllen  versucht  habe.  Die  Arbeit  war  aber  schwer, 
namentlich  deshalb,  weil  es  sich  darum  handelte,  innerhalb  eines 
schon  gegebenen  Rahmens  Verbesserungen  vorzunehmen.  Man 
möge  bei  der  Beurteilung  der  neuen  Bearbeitung  auf  diesen 
Zwang  billig  Rücksicht  nehmen. 

Auch  diesem  Bande  ist  ein  ausführliches  alphabetisches 
Sachregister  beig^eben. 

Ich  hatte  die  Freude,  beim  Lesen  der  Korrektur  in  bereit- 
willigster und  gewissenhaftester  Weise  durch  meinen  verehrten 
Freund,  Herrn  Geh.  Hofrat  Prof  Dr.  Friedrich  Dingddey  in 
DarmstiMlt  unterstützt  zu  werden,  und  ein  Teil  des  Werkes 
verdankt  auch  der  gütigen  Hilfe  des  Herrn  Oberlehrer  Prof. 
Dr.  Jakob  Kraus  in  Darmstadt  eine  Reihe  von  kleineren  Ver- 
besserungen. Beiden,  sowie  dem  Verlagshause  für  ihre  Mit- 
wirkung meinen  besten  Dank  zu  sagen,  ist  mir  eine  angenehme 
Pflicht  Ferner  möchte  ich  nicht  unerwähnt  lassen,  daß  eine 
Anzahl  von  Berichtigungen  zum  ersten  Bande  Herrn  stud. 
W.  Flügd  in  Berlin  zu  verdanken  ist. 

Steglitz,  im  Juli  1907. 

Georg  Scheffers. 
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Erstes  Kapitel 
Das  Integral. 


§  1.  Die  Integration  als  Umkelirang  der  Differentiation. 

888.    OmndanfiB^bo    der   Zntogralreoluiimg.     Die 

Grrundaafgabe  der  Differentialrechnung  ist  das  Berechnen  der 
Ableitungen  gegebener  Funktionen,  ygl.  Nr.  32  und  44.  Dagegen 
i¥ird  in  der  IfUegrcUrechnung  die  umgekehrte  Aufgabe  gestellt: 
Ist  eine  Funktion  f{x)  von  einer  Veränderlichen  x  gegeben,  so 
soll  eine  solche  Funktion  F(x)  von  x  berechnet  werden,  deren 
Ableitung  die  gegebene  Funktion  f(x)  ist;  in  Formel: 

dF{x) 


dx 


=/•(*), 


worin  f{x)  gegeben  ist  und  F{x)  gesucht  wird.  Jede  Funktion  F{x), 
die  dieser  Formel  genügt,  heißt  aus  einem  später  (in  Nr.  410) 
anzugebenden  Grunde  ein  Integral  der  gegebenen  Funktion /*(:r); 
ihre  Berechnung  heißt  Integration  oder  Integrieren  von  f{x). 
Wie  es  im  ersten  Bande  in  den  zehn  ersten  Kapiteln  ge- 
schah, wollen  wir  uns  auch  jetzt  bis  auf  weiteres  auf  reeUe 
Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen  beschranken. 

400.  Oesamtheit  der  Integrale  einer  gegebenen 
Punktion.  Wenn  F{x)  und  0{x)  zwei  in  einem  Intervalle 
a  ^  x  ^  6  definierte  Funktionen  von  x  sind  und  in  diesem  Inter- 
valle an  jeder  Stelle  x  übereinstinmiende  Ableitungen  haben, 
80  ist  die  Differenz  Q{x)  —  F(x)  nach  Satz  8,  Nr.  29,  überall 
im  Intervalle  konstant.  Ist  f(x)  die  gemeinsame  Ableitung 
von  F(x)  und  9(x),  so  sind  2^(a;)und  0(x)  Integrale  von 
f(x).  Die  Differenz  irgend  zweier  Integrale  voi^  f{x)  ist  dem- 
nach in  dem  Intervalle  konstant.     Anders  ausgesprochen:  Ist 
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F{ic)  ein  Integral  Ton  f{x)y  so  hat  jedes  andere  Integral  von 
f{x)  die  Form  ^{x)  =  F{x)  +  konst. 

Umgekehrt:  Wenn  F{xy  ein  Integral  von  f{x)j  also 
p{x)  -  fix)  ist,  so  folgt: 

A[F(a;)  + konst.]  «F'(a:)-/'(:r), 

d.  h.  auch  F{x)  +  konst  ist  ein  Integral  von  f(x). 

Satz  1:  Ist  Fix)  in  dem  Intervalle  a^x^b  ein  Integral 
der  Funktion  f{x),  so  hat  fix)  unzählig  viele  Integrale.  Sie 
ergeben  sich  sämtlich  aus  F{x)  durch  Addition  einer  willkürlichen 
Konstanten. 

Alle  Integrale  einer  gegebenen  Funktion  fix)  unterscheiden 
sich  demnach  nur  um  additive  Eonstanten  voneinander;  und 
wenn  man  nur  eines  von  ihnen  kennt,  so  kennt  man  alle. 

Unter  diesen  Integralen  Fix)  +  konst.  von  fix)  ist  ins- 
besondere nur  eines  vorhanden,  das  für  einen  bestimmten  Wert 
von  Xy  der  dem  Intervalle  angehört,  z.  B.  fiir  a;  =  a,  einen 
vorgeschriebenen  Wert  A  hat.  Denn  man  muß,  um  dies  Integral 
Fix)  +  Q  ausfindig  zu  machen,  die  Konstante  C  so  bestimmen, 

^^  Fia)  +  C'^A 

ist.     Hieraus  folgt  G-=  A  —  -F(a),  so  daß 

Fix)  +  C^Fix)  -  Fia)  +  A 

das  gesuchte  Integral  ist.  Soll  das  Integral  insbesondere  für 
X  =  a  den  Wert  Null  haben,  so  ist  es  gleich  Fix)  —  Fia). 

Den  Wert,  den  das  Integral  am  Anfange  x  =  a  des  Inter- 
valles  hat,  nennt  man  den  Anfangswert  des  Integrals. 

Satz  2:  Hat  die  Funktion  fix)  im  Intervalle  ct^x^b 
Integrale,  so  hat  sie  ein  und  nur  ein  Integral,  dessen  Anfangswert 
eine  vorgeschriebene  Größe  A  hat.  Ist  nämlich  Fix)  irgend  ein 
Integral  von  fix),  so  hat  das  in  Rede  stehende  Integral  den  Wert 
Fix)  —  Fia)  +  A.  Insbesondere  ist  Fix)  —  F(a)  dasjenige 
Integral  von  fix),  dessen  Anfangswert  gleich  NuU  ist. 

401.  Über  den  Znsammenhaiig  swischen  dem  Bittb^ 
rensieren  nnd  Integrieren.  Hat  fix)  in  einem  Intervalle  das 
Integral  Fix),  so  ist  F'ix)  nach  der  Definition  des  Integrals 
gleich  fix).  Wenn  man  also  eine  Funktion  fix)  zuerst  integriert 
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und  alsdann  das  Ergebnis  differenziert^  so  geht  wieder  die  ur- 
sprüngliche Funktion  f{x)  hervor.  Die  beiden  Operationen  des 
Integrierens  und  Differenzierens  heben  einander  daher  auf^  d.  h. 
das  Integrieren  ist  die  zum  Differenzieren  inverse  Operation. 

Allerdings  findet  die  gegenseitige  Aufhebung  nicht  voll- 
standig  bei  der  umgekehrten  Reihenfolge  beider  Operationen 
statt.  Denn  wenn  man  eine  gegebene  Punktion  F{x)  zuerst 
differenziert,  wodurch  man  zu  ihrer  Ableitung  f(x)  gelangt^ 
tmd  alsdann  wieder  f{x)  integriert,  d.  h.  irgend  ein  Integral 
Ton  f(x)  sucht,  so  gelangt  man  nach  Satz  1  nicht  notwendig 
zu  F{x)  zurück,  sondern  zu  F{x)  +  (7,  wo  (7  eine  willkürliche 
Eonstante  bedeutet.  Das  Differenzieren  ist  eben,  sobald  es 
überhaupt  möglich  ist,  eine  eindeutige  Operation,  das  Integrieren 
dagegen  nicht. 

Außer  diesem  Unterschiede  ist  insbesondere  noch  einer 
hervorzuheben:  Beschränken  wir  uns  auf  den  Bereich  der- 
jenigen Funktionen  von  einer  Veränderlichen,  die  aUein  aus 
den  in  Nr.  44  erwähnten  demeniaren  Funktionen  zusammen- 
gesetzt sind,  so  wissen  wir,  daß  auch  die  Ableitungen  dieser 
Funktionen  elementar  zusammengesetzte  Funktionen  sind.  Wenn 
wir  das  Differenzieren  durch  das  Integrieren  ersetzen,  so  gilt 
jedoch  nichts  Entsprechendes.  Man  kann  vielmehr  zeigen, 
daß  manche  elementar  zusammengesetzte  Funktionen  Integrale 
haben,  die  keine  elementar  zusammengesetzte  Funktionen  sind. 
Dieser  Unterschied  läßt  sich  weiterhin  verfolgen,  wenn  wir 
den  Bereich  der  zu  betrachtenden  Funktionen  noch  mehr  ein- 
schränken: Wir  wissen,  daß  die  Ableitung  einer  rationalen 
Funktion  ebenfalls  eine  rationale  Funktion  ist.  Entsprechendes 
gilt  nicht  stets  für  die  Integrale  einer  rationalen  Funktion, 
z.  B.  die  rationale  Fimktion  l\x  hat  das  Integral  Ina;  +  konst. 

Integrale  kann  man  leicht  in  beliebiger  Anzahl  so  bilden: 
Man  nehme  irgend  eine  Funktion  F{x)  an  und  differenziere 
sie.  Ist  f{x)  die  hervorgehende  Ableitung,  so  weiß  man,  daß 
die  Integrale  der  bekannten  Funktion  f{x)  den  bekannten  Aus- 
druck F{x)  +  konst.  haben.  Natürlich  ist  dies  keine  ausreichende 
Methode  zur  Berechnung  von  Integralen. 

Im  ersten  Bande  haben  wir  tatsächlich  schon  häufig 
Integrale    berechnet,    ohne   es   auszusprechen.     Beispielsweise 
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lehrt  der  Satz  11  von  Nr.  192,  daß  die  von  einer  Kurve 
y  ^f(x)  begrenzte  Fläche  u  die  Ableitung  du:dx^f{x)  hat, 
wofür  wir  jetzt  sagen  können:  Diese  FKrche  u  ist  ein  Integral 
von  f(x).  Infolge  hiervon  sind  alle  Aufgaben,  die  Flächen- 
berechnungen betreffen,  Aufgaben  der  Integralrechnung.  In  der 
Tat  haben  wir  namentlich  im  achten  Kapitel  des  ersten  Bandes 
vielfach  Flnchen  berechnet,  indem  wir  davon  ausgingen,  daß 
uns  schon  Funktionen  bekannt  waren,  deren  Ableitungen  die 
vorgelegten  Funktionen  y  «=  f{x)  waren,  vgl.  z.  B.  Nr.  219. 
Ebenso  ist  die  Aufgabe  der  Rektifikation,  d.  h.  der  Berechnung 
der  Bogenlänge  einer  Kurve,  nach  Formel  (4)  in  Nr.  193  eine 
Aufgabe  der  Integralrechnung.  Wir  werden  Anlaß  haben, 
hierauf  noch  einmal  zurückzukommen. 

Ebenso  wie  man  der  Ableitung  einer  Funktion  F(x)  eine 
besondere  Bezeichnung,  nämlich  dFidx  oder  F'{x)y  gegeben 
hat,  liegt  das  Bedürfnis  vor,  die  Integrale  einer  Funktion  f(x) 
durch  ein  Zeichen  darzustellen,  und  zwar  benutzt  man  das 
Zeichen 

(1)  Jfix)dx 

als  Ausdruck  irgend  eines  Integrals  von  f(x).  Es  wird  gelesen: 
Integral  von  f(x)  oder  Integral  über  f{x)dx.  Das  Integralr 
Zeichen  f  ist  eigentlich  ein  lang  gezogenes  S  und  soll  andeuten, 
daß  die  Integrale  als  Summen  aufgefaßt  werden  können,  was 
wir  jedoch  erst  im  nächsten  Paragraphen  auseinanderzusetzen 
imstande  sind.  In  (1)  steht  unter  dem  Integralzeichen  das 
Produkt  f(x)dx,  und  dies  ist  das  Differential  des  Integrals, 
Denn  wenn  das  Integral  (1)  die  Funktion  F(x)  ist,  so  ist  ja 

^|^  =  /-(a^),     d.h.    dF{x)^f{x)dx. 

Die  Funktion  f{x\  die  in  (1)  integriert  werden  soll,  heißt  der 
Integrand. 

Ist  uns  irgend  eine  bestimmte  Funktion  F{x)  schon  be- 
kannt, deren  Ableitung  die  vorgelegte  Funktion  f{x)  ist,  so 
hat  das  Integral  von  f{x)  nach  Satz  1,  Nr.  400,  die  Form 
F{x)  +  konst.,  so  daß  also 

(2)  Jf{x)dx  =  F(x)  +  konst. 
401] 
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ist.     Schließlich  sei  Doch  ausdrücklich  hervorgehoben ,  daß 

(3)  ^Jf{x)dx^f(x) 

ist. 

402.  Die  einilaoluiten  Integrale.    Bekanntlich  gelten 
die  folgenden  Formeln  der  Differentialrechnung: 


"?/-!('»'»>'')' 

^1^-1  (für. <0), 

"-^■-'^-•ta». 

ci(—  ctga;)           1 
dx        ^sin'rc' 

dmnx 

dtga;           1 

dx         008*0;' 

d  arc  sin  x 
dx 

d(- 

arc  008  x)             1 

dx         ^yi— "i«' 

i2  arc  tg  a; 

d(- 

arc  ctg  o:)            1 

(3) 


dx  dx  l+rc* 

Ans  ihnen  ergeben  sich  sofort  die  grundlegenden  Integrale: 

af  rfa;=-~:^+C(fürn+-l),   J  c^'da:-^  +C(fürw+0), 
(2)     Aj  -  Inx  +  C  (für  X  >  0),     J^^]n(-x)  +  G{mTX<0), 
I  sin  icdfar  =  —  cosrc  +  C,  j  -r-f-  =  —  ctga;  +  C, 

J cosxdx^smx  +  C,  J  ^£5^*8^+  ^' 

/4^  /  «=  arc  sin  a:  4-  C  =  —  arc  cos  a?  +  C, 

(^)  /  np?  =  arc  tga;  +  C7  «  —  arc  ctga:  +  C", 

worin  C  und  C  willkürliche  Eonstanten  bedeuten. 

Hierbei  sind  jedoch  einige  Anmerkungen  zu  machen:  Die 
Differentiationsformeln,  aus  denen  sich  das  lutegral  (4)  ergibt, 
enthalten  eine  Quadratwurzel.  Nach  Satz  29,  Nr.  53,  hat  diese 
Wurzel  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  zu  arc  sin  x  gehörige 
Kosinus  bzw.  der  zu  arc  cos  x  gehörige  Sinus.  Wenn  wir  also 
die  Quadratwurzel  in  (4)  positiv  annehmen,  so  bedeutet  arc  sin  x 
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einen  Winkel^  dessen  Kosinus  positiv  ist,  und  arc  cos  x  einen 
Winkel,  dessen  Sinus  positiv  ist.  Wir  können  daher  z.  B.  die 
Voraussetzung  hinzufügen,  daß  arc  sin  x  zwischen  —  \tc  und 
+  jÄ  und  arc  cos  x  zwischen  0  und  %  liegen  soll.  Alsdann  ist 
auch  die  Summe  beider  Arkusfunktionen  gleich  \%,  also 
arc  sin  a:  =  J  ^r  —  arc  cos  x,  wodurch  es  sich  aufklart,  daß  wir 
in  (4)  für  ein  Integral  zwei  Ausdrücke  haben.  Daß  sich  auch 
das  Integral  (5)  auf  zwei  Arten  ausdrücken  läßt,  liegt  daran, 
daß  stets  arc  tg  j;  +  arc  q\%  x  gleich  einem  positiven  oder 
negativen  ungeraden  Vielfachen  von  \n  ist. 

Ferner  haben  wir  in  (2)  für  ein  Integral  verschiedene  Aus- 
drücke aufgestellt,  je  nachdem  die  Veränderliche  x  positiv  oder 
negativ  ist.  Dies  mußte  geschehen,  weil  die  erste  Formel  (2) 
augenscheinlich  für  negatives  x  und  die  zweite  Formel  (2) 
für  positives  x  unbrauchbar  wird,  denn  negative  Zahlen  haben 
keine  reellen  Logarithmen.  Der  Integrand  1  :  x  ist  für  a;  =  0 
unstetig,  so  daß  also  die  Veränderliche  entweder  auf  das  Intervall 
0  <  rc  <  +  oo  oder  auf  das  Intervall  —  oo  <  a;  <  0  zu  be- 
schränken ist. 

408.  Das  Ziel  der  nftchsten  Betrachtungen.  Wir 
sind  noch  nicht  imstande,  die  Frage  zu  beantworten,  ob  über- 
haupt eine  in  einem  Intervalle  stetige  Funktion  f{x)  Integrale 
hat.  Den  Existenzbeweis  erbringen  wir  im  nächsten  Abschnitte 
auf  folgendem  Wege:  Wir  erinnern  uns  daran,  daß  die  Fläche  u 
einer  Kurve  y  =  f{x)  nach  Satz  11  in  Nr.  192  ein  Integral  von 
f{x)  ist,  wie  schon  in  Nr.  401  hervorgehoben  wurde.  Aber  wir 
sagten  auch  in  Nr.  192  ausdrücklich,  daß  eine  exakte  Definition 
des  Begriffes  einer  krummlinig  begrenzten  Fläche  noch  aus- 
steht. Deshalb  gehen  wir  zunächst  daran,  eine  solche  Definition 
zu  gewinnen.  Dadurch  werden  wir  zugleich  zu  einer  neuen 
Auffassung  des  IntegralbegriflFes  gelangen,  die  äußerst  wichtig 
ist  und  uns  auch  das  Integralzeichen  /  erklärlich  machen  wird. 

Trotzdem  wir  ira  nächsten  Paragraphen  von  geometrischen 
Überlegungen  ausgehen,  werden  wir  aber  wohlbemerkt  bei  der 
Feststellung  der  neuen  Auffassung  des  Integralbegriffes  die 
in  Nr.  7  ausgesprochene  Forderung  befriedigen,  nämlich  die 
Beweise  analytischer  Sätze  von  den  Hilfsmitteln  der  Ver- 
anschaulichung unabhängig  machen. 
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§  3.  Das  Inte^al  als  Grenzwert  einer  Snmme. 

404.  Polygonflftchen.  Es  sei  f{x)  eine  im  Interyalle 
^0  ^  ^  ^  -^  s^g^  Funktion  von  x.  Ob  sie  diflferenzierbar  ist 
oder  nicht,  bleibt  für  die  folgende  Betrachtung  völlig  gleich- 
gültig; nur  bei  der  Veranschaulichung  unserer  Betrachtung 
durch  Figuren  setzen  wir  voraus,  daß  f{pc)  eine  Ableitung  habe, 
also  y^f{x)  durch  eine  Kurve  dargestellt  sei  (vgl.  Nr.  167). 
Es  genügt  bei  den  analytischen  Betrachtungen,  daß  f{x)  stetig 
ist,  d.  h.  y  =«  f{x)  durch  eine  lückenlose  Kette  von  Punkten 
versinnlicht  wird. 

Ehe  wir  nun  zu  der  noch  fehlenden  exakten  Definition 
der  Fläche  gelangen,  die  einerseits  von  dem  Bilde  dieser  stetigen 
Funktion  y  =  f{po)y  andererseits  von  der  Abszissenachse  und 
ferner  von  den  zu  x  =^  Xq  und 
x  =  X  gehörigen  Ordinaten  ÄC 
und  BD  begrenzt  wird,  siehe 
Fig.  1,  ersetzen  wir  das  Bild 
von  y  =  f(x)  durch  einen  ge- 
brochenen Linienzug.  Wir  teilen 
nändich  die  Strecke  AB  in  be- 
liebiger Weise  ein,  etwa  in  nTeile 
AP,,  P,P,,  .  .  P,_,B  Es 
seien  Pi-Mi,  P^M^,  •  •  •  P^_iM^_j^  die  zu  den  n  —  1  Teilpunkten 
gehörigen  Ordinaten.  Wir  legen  nun  durch  C  die  Parallele  zur 
iT- Achse  soweit,  bis  sie  die  Ordinate  PiM,  etwa  in  N,  trifft, 
dann  ebenso  durch  M,  die  Parallele  zur  a:-Achse  soweit,  bis  sie 
die  Ordinate  P^M^  etwa  in  JV,  trifft,  usw.  Schließlich  wird  die 
Parallele  zur  ar-Achse,  die  wir  durch  M^_,  legen,  die  letzte 
Ordinate  BD  in  einem  Punkte  N^  schneiden.  Nunmehr  ersetzen 
wir  das  Bild  der  Funktion  y  =  f{x)  durch  den  gebrochenen 
treppenformigen  Linienzug 

der  aus  lauter  geradlinigen  Stücken  besteht  und  den  wir  kurz 
ein  dem  Bilde  der  Funktion  y  =  f{x)  eingeschriebenes  Polygon 
nennen.  Es  ist  dabei  sehr  wohl  möglich,  daß  die  Strecken 
dieses  Polygons  teils  auf  der  einen,  teils  auf  der  anderen  Seite 
des  Bildes  von  f{x)  verlaufen,  wie  es  in  Fig.  1  der  Fall  ist. 
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Unter  der  Fläche  dieses  eingeschriebeneii  Polygons  ver- 
stehen wir  femer  diejenige  Fläche,  die  zwischen  dem  Polygon, 
der  a;- Achse  und  AC  und  BD  liegt,  oder,  besser  gesagt,  die 
Summe  der  Flächen  derjenigen  Rechtecke,  deren  Grundseiten 
die  Teile  ^P,,  P^P^  •  •  •  P^^^B  des  Intervalles  X-x^  auf 
der  Abszissenachse  und  deren  Höhen  die  zugehörigen  Ordinaten 
des  Polygons  sind.     Bezeichnen  wir  die  Abszissen  von 

^1  ""  ^o>     ^       ^ly     •  •  •  •  ^  —  ^«-1 
die  Qrundseiten  und 

die   Höhen   der  Rechtecke,   so  daß   die  Fläche  des  Polygons 
durch  die  Summe 

dargestellt  wird.     Flächeneinheit  ist  dabei   natürlich  das  Qua- 
drat über  der  Längeneinheit  der  Figur. 

Das  allgemeine  Glied  der  Summe  (1)  hat  die  Form 
fipc)  JXy  wenn  nämlich  x  die  Abszisse  des  Anfangspunktes 
irgend  eines  der  Teilintervalle  AP^,  A  A;  '  *  '  Pn—iB  und 
^x  die  Länge  des  betreffenden  Teilintervalles  bezeichnet.  Da- 
her schreiben  wir  die  Summ«  (1)  kürzer  symbolisch  so: 

X 

(2)  J^^f(x)Jx. 

Die  Indizes  x^  und  X  sollen  dabei  andeuten,  daß  sich  die 
Summe  auf  das  ganze  Litervall  von  x  ^  x^his  x  ^  X  erstreckt. 
Wir  werden  von  dieser  Fläche  J  des  eingeschriebenen 
Polygons  zur  krummlinig  begrenzten  Fläche  durch  einen 
Grenzübergang  gelangen,  indem  wir  nämlich  alle  Teilintervalle 
^x  nach  Null  streben  lassen,  wobei  natürlich  ihre  Anzahl  n 
nach  Unendlich  streben  muß.  Wir  werden  beweisen,  daß  J 
bei  diesem  Ghrenzübergange  in  der  Tat  einen  bestimmten  end- 
lichen Grenzwert  hat.  Aber  da  wir  uns  die  Art  der  Teilung 
von  X  —  Xq  in  kleinere  Teile  völlig  willkürlich  denken  können, 
so  muß  außerdem  gezeigt  werden,  daß  dieser  Grenzwert  völlig 
unabhängig  davon  ist,  von  welcher  Art  der  Teilung  von  X^Xq 
man  auch  ausgehen  mag.  Bei  diesen  beiden  Beweisen  bedienen 
404] 
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wir  uns  eines  einfachen  Satzes  über  stetige  Funktionen^  der  in 
der  nächsten  Nnmmer  abgeleitet  werden  soll.  Alsdann  werden 
wir  in  Nr.  406  den  ersten,  in  Nr.  407  den  zweiten  der  beiden 
Beweise  bringen. 

40B.  Etohwankmig  einer  stetigen  Fnnktlon.  Unter 
der  Schwankung  einer  Funktion  innerhalb  eines  solchen  Inter- 
TalleS;  in  dem  die  Funktion  stetig  ist,  yerstehen  wir  die 
Differenz  zwischen  dem  größten  und  dem  kleinsten  Werte  der 
Funktion  innerhalb  des  Interralles,  also  eine  ihrer  Natur  nach 
stets  positive  Größe.     Es  gilt  der 

Satz  3:  Ist  f(x)  in  dem  Intervalle  x^^x-^X  stetig,  so 
gibt  eSy  wie  klein  fnan  auch  eine  positive  Zahl  x  wählen  mag, 
stets  eine  positive  Zähl  6  derart^  daß  die  Schwankung  der 
Funktion  kleiner  als  x  in  jedem  solchen  Intervalle  ist,  das  dem 
Gesamtintervaile  angehört  und  nicht  länger  ais  6  ist. 

Denn  nach  Satz  3,  Nr.  20,  gibt  es,  wenn  x^  beliebig  im 
Intervalle  von  Xq  bi«  X  gewählt  wird,  eine  positive  Zahl  h 
derart,  daß  för 

Xi  —  h<x<Xi  +  h  auch  |  f(x)  —  fix^)  \<jx 

ist,  falls  X  beliebig  klein,  aber  positiv  gewählt  worden  ist. 
Sind  X  und  x'  irgend  zwei  Stellen  dieses  Intervalles  von  der 
Länge  2h,  so  ist  also 

\m-f(x,):<\trmd  \  f{x')  -  f(x,)  \  <  ^r , 
woraus  wegen 

fix)  -  fix-)  -  \f{x)  -  fix,)-]  -,  \fix')  -  fix,)] 
nach  Satz  2,  Nr.  4,  sofort  folgt: 

\fix)-fix^\<r. 

Erreicht  f(x)  insbesondere  fOr  den  angenommenen  Wert 
X  das  größte  Maximum  und  für  den  angenommenen  Wert  x' 
das  kleinste  Minimum  im  Intervalle  von  x^  —  h  bis  x^  +  h, 
so  zeigt  diese  Ungleichung,  daß  die  Schwankung  von  f{x)  inner- 
halb dieses  Intervalles  um  x^  herum  kleiner  als  x  ist.  Die 
Oröße  2h  des  Intervalles  kann  mit  x^  veränderlich  sein.  Wenn 
x^  in  eine  der  beiden  Grenzen  Xq  und  X  rückt,  kommt  nur 
das   halbe  Intervall  h  in   Betracht.     Deshalb   bedeute  6  eine 
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positive  Zahl^  die  kleiner  als  alle  Yorkommenden  positiven 
Zahlen  h  ist.  In  jedem  Interralle  Ton  der  Länge  6  ist  die 
Schwankung  alsdann  kleiner  als  r^  wie  es  der  Satz  behauptet. 

406.  Bxistens  eines  Oreniwertes  des  Polygon- 
inhaltes. Wieder  sei  f(x)  eine  im  Intervalle  Xq^x ^X 
stetige  Funktion.  Femer  möge  irgend  eine  unbegrenzte  Folge 
von  lauter  beständig  abnehmenden  positiven  Zahlen  Ti,Tj,  •  •  • 
ausgewählt  sein^  die  uach  Null  strebt,  wie  z.  B.  die  Folge 
1,  72,  Vs,  •  •  •.  Nach  dem  letzten  Satze  gibt  es  dann  zu  jeder 
dieser  Zahlen  r^  eine  positive  Zahl  6^  derart,  daß  die  Schwankung 
von  f(x)  in  jedem  Teilintervalle,  das  kürzer  als  <y,.  ist,  geringer 
als  T,.  wird. 

Wir  wollen  nun  das  Gesamtintervall  X  —  Xq  zunächst  in 
solche  Teile  zerlegen,  die  sämtlich  kürzer  als  6^  sind.  Zu 
dieser  Zerlegung  gehört  nach  Nr.  404  ein  gewisses  Polygon 
und  ein  gewisser  Polygoninhalt  J^  Alsdann  wollen  wir 
jedes  einzelne  der  Teilintervalle  weiterhin  ^in  lauter  Teile  zer- 
legen, von  denen  jeder  kürzer  als  6^  ist.  Zu  dieser  neuen, 
feineren  Zerlegung  gehört  ein  neuer  Polygoninhalt  J^.  Wir 
teilen  fernerhin  jedes  einzelne  der  neuen  Intervalle  in  lauter 
solche  Teile,  die  kürzer  als  6^  sind,  so  daß  wir  zu  einem  neuen 
Polygoninhalte  J^  kommen,  usw.  Wir  behaupten,  daß  die 
Inlialte  J^J^jJ^j  '  '  *  ©i^^m  bestimmten  endlichen  Grenzwerte 
zustreben. 

um  dies  zu  beweisen,  stellen  wir  eine  Reihe  von  Un- 
gleichungen auf.  Es  sjien  zunächst  z^^ ,  z/j  •  •  •  z/^  die  Teil- 
intervalle der  ersten  Zerlegung,  so  daß 

X  —  iCo  =  z/j  +  z/j  H +  z/^,      J,<6^,  '"  J^<6i 

ist.  Femer  seien  k^,  i^,  •  •  •  k^  bzw.  Qi,  g^,  ' '  '  9h  ^^^  jeweils 
kleinsten  bzw.  größten  Werte  von  f(x)  in  den  Intervallen 
z/ijz/g,  •  •  •  z/^.  Der  Polygoninhalt  J^  ist  eine  Summe  von 
n  Rechtecksinhalten.  Der  Inhalt  des  zu  z/^  gehörigen  Rechtecks 
liegt  zwischen  k^^^  und  gi^i,  der  Inhalt  des  zu  z/,  gehörigen 
Rechtecks  zwischen  A^z/,  und  fl^jz/j,  usw. 

Demnach  ist 
(1)         Jc^j^+...  +  k„J„£J,£g,J,  +  ■  ■  ■  +  9,J„. 
40S,  406] 
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Nach  Satz  3  der  vorigen  Nummer  ist  femer: 

d.  Ii.  die  Differenz  der  beiden  Grenzen,  zwischen  denen  J^  nach 
(1)  liegt,  ist  kleiner  i^s 

Ist  femer  K  der  kleinste  und  G  der  größte  Wert,  den 
f{x)  im  Gesamtintervalle  X  —  x^  erreicht,  so  ist 

K^\,      -' K£]c„  xmi  g,£G,      "g^^G, 

also  die  untere  Grenze  in  (1)  größer  als  K(X  —  Xq)  oder 
wenigstens  ebenso  groß  und  die  obere  Grenze  in  (1)  kleiner 
als  G{X  —  Xq)  oder  höchstens  ebenso  groß. 

Wir  haben  also  zweierlei  erkannt: 

Erstens:  Der  Polygoninhalt  J^  liegt  nach  (1)  zwischen  zwei 
Grenzen 

Diese  Grenzen  sind  die  Summen  aus  den  Produkten  der  be- 
nutzten Teilintervalle  und  der  jeweils  kleinsten  bzw.  größten 
Werte,  die  f{x)  in  den  TeilintervaUen  annimmt.  Der  Unter- 
schied beider  Grenzen  ist  kleiner  als  r^  (X  —  Xq).  Dabei  be- 
deutet Tj  eine  obere  Grenze  für  die 
Schwankungen  von  f{x)  in  den  Teil- 
intervallen und  X  —  Xq  die  Gesamt- 
länge des  Intervalles,  auf  das  sich  J^ 
bezieht. 

Zweitens:  Die  Grenzen  x^  und 
y^y  zwischen  denen  J^  liegt,  sind 
ihrerseits  wieder  in  zwei  Grenzen 
K{X  —  Xq)  und  Cr  (X  —  Xq)  ein- 
geschlossen, wobei  K  bzw.  G  den 
kleinsten  bzw.  größten  Wert  Yonf{x) 
im  Gesamtintervalle  von  Xq  bis  X 
bedeutet. 

Beides  suchen  wir  in  Fig.  2 
zu  veranschaulichen,  worin  wir  ab- 
sichtlich f(x)  durch  eine  stark  oszillierende  Kurve  dargestellt 
haben.  Die  obere  Figur  deutet  J^  selbst  an,  die  untere  die 
Grenzen  x^  und  y^  und  K{X-'Xq)  und  G{X  —  Xq). 

[406 
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Die  soeben  gemachten  Schlüsse  können  wir  nun  mit 
Leichtigkeit  wiederholen^  denn  wenn  wir  die  Intervalle  d^y  d^ 
' ' '  ^„  in  der  oben  festgesetzten  Weise  einzeln  in  Intervalle 
zerlegen,  von  denen  jedes  kürzer  als  6^  ist,  so  tun  wir  mit 
jedem  Intervalle  J^j  ^,„  •  •  •  -^„  genau  dasselbe,  was  wir  soeben 
mit  dem  Gesamtintervaüe  getan  haben.  Wir  haben  dabei  n 
einzelne  Betrachtungen  anzustellen,  die  sich  auf  die  n  einzelnen 
Intervalle  ^^y  zi,,  •  •  •  ^^  beziehen.  Der  neue  Polygoninhalt 
J^  i^st  eine  Summe  von  n  einzelnen  Summen  von  Rechtecks- 
inhalten; an  die  Stelle  von  r^  tritt  r„  an  die  Stelle  von  X—  Xq 
jeweils  ^j,  ^j,  •  •  •  jd^.  Im  Intervalle  ^,.  z.  B.  treten  an  die  Stelle 
von  K(X  —  Xf^   und    G{X  —  Xq)   die  Werte   k^Ji  und  g^^J^. 

Wir  finden  also: 

Erstens:  Der  Polygoninhalt  eT,  liegt  zwischen  zwei  Grrenzen 
x,  und  y^.  Diese  Gh'enzen  sind  die  Summen  aus  den  Produkten 
der  jetzt  benutzten  kürzeren  Teilintervalle  und  der  jeweils 
kleinsten  bzw.  größten  Werte,  die  f{x)  in  diesen  Teilintervallen 
erreicht.  Der  Unterschied  beider  Grenzen  ist  kleiner  als 
r,^l  +  TjZ/,  H h  T,z/„  =  T,  (z/^  +  . .  •  +  Z^J  =  Tg  (X  —  Xq). 

Dabei   bedeutet   r^    eine  obere   Grenze  für  die  Schwankungen 
von  f(x)  in  den  jetzt  benutzten  kleineren  Teilintervallen. 

Zweitens:  Die  Grrenzen  Xg  und  y,,  zwischen  denen  J^  liegt, 
sind  ihrerseits  wieder  in  die  Grenzen 

\J^  +  Jc^J^  +  •  •  •  +  k„^„  und  g^^^  +  g^^%  H +  9n^n 

eingeschlossen.    Dies  aber  sind  die  Grenzen  x^  und  y^,  zwischen 
denen  J^  liegt 

Dasselbe  Schlußverfahren  können  wir  beliebig  oft,  z.  B. 
insgesamt  m-mal  anwenden.  Dann  finden  wir  die  Ungleichungen: 


(2) 


und 


(3) 


f  yi  -  «1  <  ^1  (^  -  «oX 

y,  -  X,  <  T,  (X  -  «o), 
y»  -  ««  <  ^m  (^  -  «o) 


(4)   xi^x,<--^x„,   Ym<'--£r>£rv 

Dabei  bedeutet  x„  bzw.  y^  die  Summe  aus  den  Produkten  der 
bei  J„  benutzten  Teüinterralle  und  der  jeweils  kleinsten  bzw. 
größten  Werte,  die  f{x)  in  diesen  Teilintervallen  erreicht 
406] 
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Infolge  von  (4)  gelten  die  Ungleichungen  (2)  auch  noch, 
wenn  wir  darin  J^,  J^f-Jm-i  sämtlich  durch  J^  ersetzen.  Also 
folgt:  J^  liegt  zwischen  zwei  Zahlenreihen  x^,  x,,  . . .  x„  und 
yif  y%f  •  •  •  ^m?  ^^^  denen  die  eine  beständig  wächst  und  die 
andere  beständig  abnimmt.  Dabei  ist  jedes  x  kleiner  als  jedes 
y,  weil  J^  größer  als  alle  x  und  kleiner  als  alle  y  ist.  Die 
Differenzen  ^i  —  »i,  yj  —  Xj,  •  •  •  y«,  ""  ^m  nehmen  nach  (3)  be- 
standig ab,  da  dies  von  r^,  t,,  .  . .  r^  Yorausgesetzt  worden  war. 

Gehen  wir  zur  Grenze  für  lim  m  =  oo  über,  indem  wir 
die  Teilung  ohne  Ende  in  der  angegebenen  Art  fortsetzen,  so 
folgt,  weil  nach  Voraussetzung  lim  r^ »»  0  ist,  daß  sich  als 
Grenzwert  von  J^  eine  bestimmte  endliche  Zahl  erffitd,  nämlich 
die  Grenze  zwischen  den  beiden  Zahlenreihen  x^^  x„  x,, . .  .  und 

yu  y%,  y«;  •  •  •  (^gi-  Nr.  2). 

407.  Bin  elnsiger  GreiiBwert  des  Polygoninhaltes. 

Daß  aber  dieser  Nachweis  noch  nicht  hinreicht,  wurde  schon 
zum  Schlüsse  von  Nr.  404  erwähnt.  In  der  Tat  haben  wir  die 
forl^esetzte  Zerlegung  von  'K  —  x^  in  immer  kleinere  Teil- 
intervalle insofern  nur  in  einer  speziellen  Art  ausgeführt,  als  wir 
jeden  einzelnen  Teil  für  sich  weiterhin  zerkleinert  haben.  Es 
erübrigt  also  noch  der  Nachweis,  daß  wir  stets  zu  demsdben 
Grenzwerte  des  Polygoninhaltes  gelangen. 

Da  wir  nach  dem  bisherigen  speziellen  Verfahren  die 
Zerlegungen  beliebig  weit  fortsetzen  können,  so  dürfen  wir  an- 
nehmen: Es  sei  T  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive  Zahl, 
so  daß  es  nach  Satz  3  von  Nr.  405  eine  positive  Zahl  6  derart 
gibt,  daß  f(x)  in  jedem  Intervalle,  das  kürzer  als  6  ist,  eine 
Schwankung  kleiner  als  r  hat.  Das  Intervall  von  Xq  bis  X 
sei  nim  erstens  in  solche  Teile  zerlegt,  die  sämtlich  kürzer  als 
6  sind.  Eine  zweite  Teilung  desselben  Intervalles  sei  so  be- 
schaffen, daß  jeder  ihrer  Teile  kleiner  als  der  kleinste  Teil  der 
ersten  Teilung  ist,  denn  wir  dürfen  ja  die  zweite  Art  der 
Teilung  nach  der  Betrachtung  der  vorigen  Nummer  beliebig 
weit  verfeinem. 

Zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Teilstellen  der 
ersten  Teilung  liegt  nun  mindestens  eine  Teilstelle  der  zweiten. 
Um  sogleich  den  allgemeinsten  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  wollen 
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wir  annehmen,  daß  x^,  a?,,  . .  .  a:„_i  die  Abszissen  der  Teilstellen 
der  ersten  Teilung,  a;/,  x^\  . .  .xCm-i  die  der  Teilstellen  der  zweiten 
Teilung  sein  und  daß  sie  so  aufeinander  folgen: 

Xq       X^\,.Xr       X^       Xr  +  i  ,  .  .  Xr  +  s       ^        Xr  +  s  +  l       Xm-l^- 

Die  zu  den  beiden  Teilungen  gehörigen  Polygoninhalte 
J  und  J'  sind: 

(1)  c7= f{x,) (x,  ~ X,)  +  f{x,) {x,^ x,)  +  -^+  f{x,,,)  (X - x,^,\ 
J'-f{x,){x;^x^)+f{x^){x;^x^)+-^+f{xU){X--x;.^^\ 

Nun  ist 

iCr  +  l  —  a?r  =  (^1  —  aJr)  +  (iJ?r  +  l  —  ^^i), 
^r  +  «  +  l  —  ^r  +  9  =  (^2  ~"  ^r  +  «)  +  (dJr  +  .  +  l  —  X^ 

USW.     Daher  läßt  sich  J'  in  »  Summen  zerlegen: 

(2)  J-  =  Si  +  5,  +  •  •  •  +  S„ 

von  denen  sich  die  erste  auf  das  Intervall  von  x^  bis  x^j  die 
zweite  auf  das  von  x^  bis  x^  usw.,  die  letzte  auf  das  von  x^_^ 
bis  X  bezieht.  Es  genügt  die  ausführliche  Angabe  der  ersten 
dieser  n  Summen: 

und  des  Anfanges  der  zweiten: 

8^^f{Xr){Xr^X-X,)  +  '^^, 

Weil  die  Schwankung  von  f{x)  im  Intervalle  von  x^  bis  rCj 
nach  Voraussetzung  kleiner  ak  %  ist,  so  unterscheiden  sich 
fi^i)} ' •  •  ({^r)  von  /*(a?o)  ^^^  weniger  als  r.  Da  alle  Differenzen 
x^'—Xqj  ...x^—Xr  positiv  sind,  so  unterscheidet  sich  also  8^  von 

/l^o)  [(^'  -  ^o)  +  « -i^i)  +  "'  +  (^1  - ^r)]  ^xleJ' fW (^1  - ^o) 
um  weniger  als  t(Xi  —  Xq),  Analoges  gilt  für  S^,  Sj,  . . .  S^. 
Somit  folgt: 

fM(x^-x^)  -r(x^-x,)^ Si^f{x^)(x^  -^i)  +  r  (^2-^), 
f(x,^^)  (X  -  o;,.,)  -  r  (X  -  a;„_,)  ^  S, 

Hieraus  folgt  durch  Addition  nach  (1)  und  (2): 
J-  T  (X  -^  x^)  ^J'  £J  +  T  {X  -  Xo). 
407] 


§  2.   Das  Integral  ah  Grenzwert  einer  Summe. 


15 


Da  T  beliebig  klein  gewählt  worden  war,  so  folgt:  Bei 
hinreichend  weit  getriebener  Zerkleinerung  des  Intervalles  X  —  Xq 
haben  J  und  «T  Werte,  die  um  beliebig  wenig  voneinander 
abweichen.  Mit  andern  Worten:  J  imd  J'  haben  denselben 
Crremwert. 

Hiermit  ist  der  grundlegende  Satz  gewonnen: 
Satz  4:  Ist  f{x)  eine  in  dem  Intervalle  Xq-^x^X  stetige 
Funktion  von  x,  so  hat  die  Summe: 
fix,)  {x,  -  X,)  +  f{x,)  (a;,  ~  a;,)  +  . . .  +  f{x,_,)  (X  -  x,_,), 

'**   "^  Xo<X,<X,<'''<X,^,<X 

ist,  einen  von  den  gewählten  Zwischenwerten  x^,  x^,  * '  *  ^«-i  *♦••" 
abhängigen  bestimmten  endlichen  Greniswert,  falls  alle  TeilintervaUe 
x^  —  Xq,  ic,  —  a?!,  •  •  •  X  —  a;,_i  zur  Grenze  NuU  strd)en  und 
dementsprechend  ihre  Anzahl  n  über  jede  endliche  Zahl  wächst. 

Beispiel:  Das  Bild  der 
Funktion  y^lixist  eine  gleich- 
seitige Hyperbdy  deren  Asym- 
ptoten die  Koordinatenachsen 
sind.  Eine  ünstetigkeit  tritt 
nnr  för  o;  «=  0  ein.  Wir  wollen 
ein  Intervall  von  x,^\  bis  X  >  1  betrachten,  siehe  Fig.  3, 
indem  wir  zwischen  1  und  X  als  Zwischenwerte  die  in  diesem 
Beispiele  besonders  bequemen  Werte 

einschalten,  die  ja  eine  zunehmende  Reihe  bilden.  In  Fig.  3 
ist  n  »  5  gewählt.     Es  ist  nun  f{x)  «  1  :  a;,  also 


Fig.  S. 


j^/z' 


n' 


yx 


■n-V 


also  der  Poljgoninbalt: 

J-l.(VX-l)+^(y^»->/X)+...  +  ^,-j(X-fZ-0 

oder  kürzer:  J„„(VX-l). 

Lassen  wir  nun  n  nach  oo  streben,  so  werden  die  Zwischen- 
werte immer  dichter  aneinanderrücken,  und  es  kommt: 

limJ^=limn(>^X-l). 

nssao 

[467 
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Bezeichnen  wir  1  :  n  mit  s,  so  haben  wir 

lim  «7"=  lim  — ^^ , 

und  dieser  Wert  ist  nach  Satz  25,  Nr.  129: 

limt7'=lnX 

Dies  wird  also  im  vorliegenden  Beispiele  nach  Satz  4  auch  dann 
der  Grenzwert  des  Polygoninhaltes,  wenn  wir  nicht  gerade 
die  obigen,  hier  besonders  bequemen  Zwischen  werte,  sondern 
andere  Zwischenwerte  benutzen. 

408.  Blne  Verallgemelnening.  Der  grundlegende 
Satz  4  läßt  sich  noch  von  einer  zuweilen  lästigen  Voraussetzung 
befreien.     Bei  der  Bildung  der  Summe 

(1)  J-f{Xo)(x,^x,)  +  f{x,)(x,-x,)  + . . •  +/-(a:». J(X- a;,,i) 
haben  wir  nämlich  als  Faktoren  der  n  Teilintervalle  x^  —  Xq, 
^2""^i>  *  • '  ^  ■"  ^n-i  ^i®  Ordinaten  f{xQ),  f{x^y  •  •  •  f(x„^t)  der 
-4»/*afi^sab8zissen  der  Teilintervalle  benutzt,  vgl.  Fig.  1,  S.  7. 

Wir  wollen  statt  dieser  Ordi- 
naten jetzt  diejenigen  Ordinaten 
benutzen,  die  zu  solchen  Ab- 
szissen x[^  x^y  •  •  •  Xn  gehören, 
von  denen  x^  irgendwie  im  Be- 
reiche von  Xq  hiQX^fX'^  irgendwie 
im  Bereiche  von  x^  bis  x^  usw., 
schließlich  x'^  irgendwie  im  Be- 
reiche von  x^^i  bis  X  gewählt 
Als  Bechteckshöhen  nehmen  wir  also  Ordi- 
f(Xn)f  die  über  den  betreflfenden  Grund- 


Fig.  4. 


sei.    Siehe  Fig.  4. 

naten  f(x^\  f{x'^\ 

linien  stehen,  aber  sonst  beliebig  herausgegriffen  werden  dürfen. 

An  die  Stelle  von  J  tritt  nun  die  Summe: 

(2)  J'-f{x[){x,-T.,)+f{x',){x,-x,)  +  -..  +  f{x;,){X-x,_;). 

Wir  behaupten,  daß  sie  denselben  Grenzwert  wie  die 
Summe  J  erreicht,  falls  alle  Differenzen  x^  —  x^y  x^  —  x^, 
•  •  •  X— x^_j  nach  Null  streben  und  dementsprechend  die  Anzahl 
n  aller  Differenzen  jeden  endlichen  Wert  überschreitet. 

Es  folgt  dies  sofort  aus  Satz  3  von  Nr.  405.  Denn  danach 
gibt  es,  wenn  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  r  gewählt 
407,  408] 
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wird^  stets  eine  positive  Zahl  0  derart^  daß  die  Schwankung 
Ton  f(x)  in  jedem  der  n  Teilinteryalle  kleiner  als  t  ist;  sobald 
man  alle  Teilinteryalle  kürzer  als  6  macht.  Dann  unterscheidet 
sich  folglich  f(x[)  von  f(xQ)  um  weniger  als  t,  ebenso  f(x'^) 
-von  f{Xi)  usw.,  ebenso  schließlich  auch  f(Xn)  von  /*(a;^_i). 
Folglich  ist 
\J''-J\<t{ix,-x,)  +  {x,^x,)  +  -^  +  (X^x,^,)]^t(X^x,\ 

jmd    der  Wert    rechts    weicht   beliebig   wenig   von  Null   ab. 
Also  ist  limcT  gleich  lim  J.     Daher: 

Sata  5:   Die  in  Satz  4,  Nr,  407,  befrachtete  Summe  be- 
JuiU  denselben  Glrenzwert,  wenn  man  in  ihr  als  Faktoren  von 

nicJU  die  Werte  der  Funktion  f{x) 
für  die  Änfangsabszissen  der  leü- 
intervalle,  sondern  die  Werte  der 
Funktion  f{x)  für  irgend  solche 
n  Abszissen  wiädt,  die  den  n  Inter- 
vallen von  Xq  bis  x^,  von  x^ 
bis  Xj,  usw.f  schließlich  von  x^_^ 
bis  X  angehören  und  im  übrigen 
bdidng  angenommen  werden  dürfen,   z.  B,  auch  als  die  End- 


«'u 


X  der  Teäinlervalle. 


Insbesondere  hat  also  auch  die  in  Fig.  5  dargestellte 
Summe 

(3)    f{x,)ix,  -  X,)  +  f{x,){x,  -  X,)  +  .  •  •  +  f{X){X  -  x,_,) 
denselben  Grenzwert  wie  die  Summe  (1). 

409.  Beflnltion  des  Fl&cheulnhaltes.  Die  elementare 
Planimetrie  definiert  nur  die  Flächen  von  geradlinig  begrenzten 
Stücken  der  Ebene  und  leitet  z.  B.  den  Inhalt  des  Kreises 
dadurch  ab,  daß  der  Ereis  durch  ein  regelmäßiges  umschriebenes 
oder  eingeschriebenes  Vieleck  ersetzt  wird,  dessen  Seitenzahl  nach 
Unendlich  strebt.  Analog,  wenn  auch  nicht  genau  ebenso  ver- 
jähren wir  jetzt,  indem  wir  den  Gh*enzwert  des  Poljgoninhaltes  J 
zur  Definition  des  Flächeninhaltes  benutzen.     Wir  sagen: 

Definition:  unter  der  Fläche  F,  die  von  dem  Bilde  der 
im  Intervalle  a?o  ^  a;  ^  X  stetigen  Funktion  y  —  f{x)y  von  der 

8«XTet,  mfl:<ii.Integral-Bechna2ig.   IL    S.  Aufl.  2  [44)8    409 
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Äbsjrissenadise  und  von  den  zu  Xq  und  X  gehörigen  Ordinaten  be- 
grenzt unrd,  8oU  der  Grenzwert 

z 

lim  J  —  lim  ^f(x)^x 

verstanden  werden.    (Vgl.  Fig.  1,  S.  7). 

Wir  werden  später  die  Gelegenheit  wahrnehmen,  zu  zeigen, 
daß  diese  Definition  für  den  Kreis  genau  dieselbe  Inhaltsformel 
liefert,  wie  es  die  elementare  Planimetrie  tut  (siehe  Nr.  411). 

Weil  J  eine  Summe  von  Rechtecksinhalten  ist,  liegt  in 
der  obigen  Definition  zugleich  eine  Yorzeichenbestimmung. 
W^enn  nämlich  f{x)  im  Interralle  XqKx  <  X  teils  positive, 
teils  negative  Werte  annimmt,  so  können  wir  es  stets  so  ein- 
richten, daß  gerade  diejenigen  Werte  von  x,  fOr  die  f{x)  gleich 
Null  ist,  zu  den  Teilstellen  rr^,  iCg,  •  •  •  ^n-i  ^®^  Intervalles  ge- 
hören, und  zwar  auch  während  des  Grenz- 
j^     Überganges.     Derjenige  Teil   der  Summe 

/w^k  /%       lim  J,  der  sich  dann  auf  ein  solches  Stück 

'^**^te««jBf'^  •    des    Gesamtintervalles    bezieht,    zu    dem 

V- 3__J       laiiter  negative  Werte  von  f(x)  gehören, 

pj    ^  ist   alsdann   negativ,   da  die  Grundlinien 

der    betrefiPenden   Rechtecke    positiv   und 

ihre  Höhen  negativ  sind.     Auf  Grund  unserer  Definition  sind 

daher  Flächenstücke  oberhalb  bzw,  unterhalb  der  x- Achse  positiv 

bzw.  negativ  zu  rechnen.     Siehe  Fig.  6. 

Wir  haben  bei  der  Bildung  von 
(1)  J-f(x,){x,-x,)  +f(x,){x^^x,)  + . . .  +/"(a;..,)(X-a:,.,) 
einen  Summationsprozeß  ausgeführt,  indem  wir  die  Abszisse 
von  Xq  an  nach  und  nach  um  lauter  positive  Stücke  x^  —  % 
a:,  —  rCj,  •  •  •  X  —  x^_^  bis  X>  x^  wachsen  ließen,  d.  h.  ww 
haben  mit  wachsenden  Werten  von  x  summiert 

Wir  können  auch  mit  abnehmenden  Werten  von  x  summieren. 
Dies  geschieht,  indem  wir  in  (1)  die  Glieder  der  zunehmenden 
B^ite  ^      a?o,  iCi,  a:„  •••ir^_i,  X 

durch  die  entsprechenden  Glieder  der  abnehmenden  Reihe 

^>  ^fi-i;  ^n-f  >  *  *  '  ^i;  ^0 
ersetzen,  wodurch  die  Summe 

409] 
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hervorgeht,   in   der  alle  Diflferenzen   x^^^  —  X,   x^_^  —  ^«-t? 

•  •  •  rTo  —  ^1  negativ  sind.    Nun  ist  aber 

-  J'-  f{x,){x, - X,)  +  f{x,){x,  -x,)  +  -  +  f{X){X- x,_,\ 

imd  dies  ist  die  in  voriger  Nummer  mit  (3)  bezeiclmete  Summe, 
Ton  der  wir  wissen,  daß  sie  denselben  Grenzwert  wie  J  hat. 

^^^  i»*  limeT^^-limJ 

oder  in  symbolischer  Schreibweise: 

(3)  \\m2f{x)Jx  =  —  ]im^f(x)^x. 

Dies  leuchtet  auch  geometrisch  ein,  denn  in  der  Summe 
(2)  treten  Rechtecksinhalte  auf,  deren  Grundlinien  sämtlich 
negativ  sind. 

Die  vorhin  angegebene  Vorzeichenregel  wird  daher  jetzt 
die  umgekehrte:  Wenn  die  Summation  mit  abnehmenden  Werten 
von  X  ausgeführt  unrd,  so  sind  Flächenstücke  oberhalb  bew.  unter- 
halb  der  x- Achsen  negaMv  b0w,  positiv. 

410.  Bas  bestimmte  Integral  als  Orenswert  einer 
Snmme.  Um  uns  die  Möglichkeit  offen  zu  lassen,  vorwärts 
oder  rückwärts  zu  summieren,  wollen  wir  nunmehr  annehmen, 
daß  f(x)  in  einem  gewissen  Intervalle  ^  <  rr  <  J?  stetig  sei, 
und  die  Summation  über  irgend  ein  Stück  dieses  Intervalles 
in  positiver  oder  negativer  Richtung  ausführen.  Wir  wollen 
uns  aber  jetzt  nicht  mehr  wie  bisher  vorstellen,  daß  die  Anfangs- 
und Endabszisse  Xq  und  X  bestimmt  gewählt  seien.  Vielmehr 
nehmen  wir  nur  die  Abszisse  x^,  bei  der  wir  beginnen,  be- 
stimmt gewählt  an  innerhalb  des  Bereiches  A  <C  Xq  <C  B, 
während  die  Abszisse,  bis  zu  der  wir  die  Summation  fortsetzen, 
noch  veränderlich  sein  möge,  also  irgend  einen  Wert  X  im 
Bereiche  A<C  X<,B  haben  soll.  Es  kann  dabei  X  sowohl 
größer  als  auch  kleiner  als  Xq  sein.     Die  zugehörige  Summe: 

oder  X 

J^  ^f(x)^x 

hat   alsdann    einen  Grenzwert  lirnj*,    der  mit  X  veränderlich 
ist    Da  er  für  jede  Endabszisse  X  im  Bereiche  -4  <  X  <  J? 

2*         [409, 410 


20  Kap.  L    Das  Integral. 

bestimmt  nnd  endlich  isi^  weil  f{x)  in  diesem  Bereiche  überall 
stetig  vorausgesetzt  wird,  so  heißt  dies:  Der  Grenzwert  limJ 
ist  eine  Funktion  der  Endabszisse  X  im  ganzen  Intervalle 
^  <  X  <  jB.  Wir  drücken  diesen  Grenzwert  daher  durch  ein 
Funktionszeichen  F(X)  aus: 

(1)  F{X)^]im^f(x)^^x. 

Es  soll  nun  gezeigt  werden,  daß  diese  Funktion  stetig  und 
differenzierbar  ist.  Wir  wählen  zu  diesem  Zwecke  irgend  einen 
positiven  oder  negativen  Zuwachs  h  der  Endabszisse  X  derart^ 
daß  auch  X  +  h  dem  Bereiche  von  Ä  bis  B  angehört.  Als- 
dann ist 

(2)  F(X  +  A)  =  lim  2f(x)Jx, 

Ist  A  >  0,  so  ist  das  Summationsintervall  von  (2)  um  h  länger 
als  das  von  (1),  also 

X  X+A 

F(X  +  Ä)  =  lim  ^f{x)^x  +  lim  2f{x)Jx, 

SO  daß  hieraus  und  aus  (1)  folgt: 

(3)  F(X  +  Ä)  -  F(X)  =  lim  2f{x)dx  (h  >  0). 

X 

Ist  Ä  <  0  und  etwa  gleich  —  A',  so  daß  A'>  0  ist,  so  ist  da- 
gegen das  Summationsintervall  von  (1)  um  h'  länger  als  das 
von  (2),  also 

X— V  X 

jP(X)  -Um  ^f(x)Jx+]imJSf{x)Jx, 

«0  X  — A' 

Von  (2),  worin  h  durch  —  A'  zu  ersetzen  ist,  ziehen  wir  diesen  Wert 
ab  und  erhalten  so: 

X 

(4)  F{X  -  AO  -  F{X) lim  ^f{x)Jx       (W  >  0). 

X  — V 

In  den  beiden  in  (3)  und  (4)  rechts  stehenden  Summen 
sind  alle  Differenzen  /Ix  positiv.  Ist  nun  k  der  kleinste,  g 
der  größte  Wert,  den  f{x)  im  Intervalle  von  X  bis  X  +  A  er- 
reicht, dessen  Länge  A  ist,  so  folgt 

X+A 

l^h£2f{x)^x£gh. 

X 

410] 
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Ebenso  folgt^  wenn  Je'  der  kleinste  und  g'  der  größte  Wert 
ißt>  den  f{x)  im  Intervalle  von  X  —  Ä'  bis  X  erreicht: 

k'h'^2f(x)dx^g'h\ 

Wir  wissen^  daß  diese  Ungleichungen  auch  für  die  Grenzwerte  der 
Summen  gelten,  vgl.  Nr.  406.  Demnach  folgt  aus  (3)  und  (4) 
durch  Division  mit  h  bzw.  —  ä':  • 

^^FiX  +  H,-FiX^^^  (Ä>0), 

Gehen  wir  jetzt  zur  Grenze  für  lim  Ä  «  0  oder  lim  Ä'  «  0  über, 
so  steht  in  den  Mitten  dieser  beiden  Ungleichungen  nach  Nr.  27 
die  Ableitung  F'{X)  von  F(X).  Bei  diesen  Grenzübergängen 
rücken  k  und  g  und  ebenso  k'  und  g'  in  f{X)  zusammen,  weil 
f(x)  stetig  ist,  so  daß  folgt: 

(5)  ^--^W- 

Die  Funktion  F{X)  hat  daher  im  Bereiche  Ä<X<B 
iiberaJl  die  "bestimmte  endliche  Ableitung  f(X)  und  ist  demnach 
auch  daselbst  überall  stetig^  nach  Satz  1^  Nr.  27.  Die  Formel 
(5)  zeigt,  daß  F(X)  ein  Integral  von  f(X)  ist.  Nach  Nr.  400 
hat  aber  /'(X),  weim  überhaupt  ein  Integral  existiert,  deren 
unzahlig  viele,  die  aus  diesem  einen  durch  Addition  willkür- 
licher Eonstanten  hervorgehen.  Nach  der  Definition  (1)  von 
jF(X)  ist  die  Funktion  jP(X)  insbesondere  dasjenige  Integral, 
das  für  X  —  a^o  verschwindet.  Denn  wenn  der  obere  Index  X 
der  Summe  in  (1)  gleich  dem  unteren  Index  Xq  ist,  so  ist  das 
Intervall,  auf  das  sich  die  Summe  bezieht,  gleich  Null. 

Säte  6:  Ist  f{X)  eine  im  Intervalle  Ä<,  X<  B  stetige 
Funktion  van  X,  so  hat  sie  in  dem  Intervalle  überall  Integrale 
und  insbesondere  ein  Integral,  das  an  einer  bestimmt  gewählten 
SteUe  Xq  im  Intervalle  gleich  Nuü  ist.  Dies  Integral  ist  überall 
im  Intervalle  J.  <  X  <  JB  stetig  und  kcmn  definiert  werden 
eis  der  Grenzwert  einer  Summe 

fM(ph  -  ^o)  +  AOK  -  ^i)  +  •  •  •  +  fM{x  -  x„^,), 

[410 
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in  der  x^\  x^,  x^,  x^y  •••^n-i;  ^«'  ^**^  *^  Falle  X>a?Q  au- 
nehmende  und  im  Falle  X<^x^  abnehmende  Beihe  van  im 
übrigen  willkürlichen  Zwischenwerten  zwischen  x^  und  X  bedeuten. 
Unter  dem  Grenzwerte  dieser  Summe  ist  derjenige  Wert  ver- 
standen, der  hervorgeht,  wenn  aüe  n  Differenzen  x^  —  XQ,x^  —  Xy 
...  X  —  x^_i  nadi  NuU  streben  und  dementsprechend  ihre  Anzahl 
n  über  jede  endliche  Zahl  wächst. 

Nun  wird  auch  dA  in  Nr.  401  eingeführte  Integralzeichen/ 
verständlich.     Um  nämlich  anzudeuten^  daß 

X 

F{X)^]im2f{^)^^ 

ist,  d.  h.  daß  der  Grenzwert  einer  Summe  gebildet  werden  soll, 
ersetzt  man  nach  Leibniz  die  Zeichen  lim  Z*  durch  das  Summen- 
zeichen /.  Um  femer  anzudeuten ,  daß  alle  DifiPerenzen  ^x 
nach  Null  streben,  zieht  man  es  vor^  das  Differentialzeichen  dx 
statt  ^x  anzuwenden,  so  daß  sich  diese  Darstellung  ergibt: 

X 

(6)  F{X)  ^Jf{x)dx, 

gelesen:  Integral  von  f{x),  von  der  unteren  Grenze  x^  bis  zur 
öftere»  Grenze  X  erstreckt.  Da  die  unlere  Grenze  Xq  bestimmt 
gewählt  ist,  nennt  man  dies  Integral  insbesondere  ein  bestimmtes 
Integral.  Es  ist  dies  nämlich  dasjenige  Integral,  das  gleich 
Null  ist,  sobald  X  gleich  der  unteren  Grenze  x^  gewählt  wird. 
Der  Name  Integral  rührt  daher,  daß  Leibniz  den  Grenzwert 
der  Summe  als  functio  integralis  oder  Gesamtfunktion  im  Gegen- 
satze zu  den  nach  Null  strebenden  Summanden  f{x)  dx  bezeichnete. 

Wir  erinnern  noch  einmal  daran,  daß  die  obere  Grenze  X 
des  Integrals  sehr  wohl  kleiner  als  die  untere  Grenze  x^  sein 
kann. 

Häufig  bezeichnet  man  die  obere  Grenze  X,  die  ja  die 
unabhängige  Veränderliche  der  Integralfunktion  ist,  mit  dem 
sonst  für  die  unabhängige  Veränderliche  gebräuchlichen  Buch- 
staben x\  X 

(7)  Fix)  ^Jf{x)dx. 
410] 
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Aber  man  darf  dabei  nicht  außer  acht  lassen,  daß  hier  x  in 
gweierlei  Bedeutung  auftritt.  Denn  die  obere  Grenze  x  ist  der 
Endwert,  zu  dem  die  Veränderliche  x  bei  der  ausgeführt  ge- 
dachten Summation  gelangt,  indem  sie  vom  Werte  Xq  um  lauter 
solche  Größen,  die  einzeln  nach  Null  streben,  Schritt  für  Schritt 
wächst  oder  abnimmt,  bis  sie  schließlich  den  Endwert  x,  nämlich 
den  Wert  der  oberen  Grenze,  erreicht  hat. 

Die  Schreibweise  (7)  ist  deshalb  bequemer,  weil  nach  (5) 

ist,  so  daß  in  (7)  unter  dem  Integralzeichen  gerade  das  Differential 
von  F{x)  steht,  wenn  wir  dx  wirklich  als  das  Differential  der 
oberen  Grenze  x  auffassen. 

411.   Anwendnngen   auf  Fl&chenmeMiimgen.     Die 

Ausmessung  von  ebenen  Flächenstücken  heißt  Quadrattir,  weil 
man,  sobald  eine  Fläche  ausgemessen  worden  ist,  ein  Quadrat 
konstruieren  kann,  das  denselben  Inhalt  hat.  Es  gilt  nun 
nach  Nr.  409  der 

Sata  7:  Ist  f(x)  im  Intervalle  A<x<B  eine  stetige 
Funktion  van  x  und  sind  Xq  und  X  irgend  awei  Werte  von  x 
im  Intervalle^  so  ist  die  FläcJie,  die  zwischen  dem  Bilde  der 
Funktion  y^f{x),  der  Ahszissenaehse  und  den  zu  Xq  u/nd  X 
gehörigen  Ordinaten  liegty  gleich  dem  bestimmten  Integrale 

X 

f{x)dx, 

Ist  dabei  X>  x^,  so  sind  Fläehenteiley  die  oberhalb  bzw, 
unterhalb  der  Abszissenachse  liegen,  positiv  bzw.  negativ;  ist 
X  <  Xq,  so  gut  das  Umgekehrte, 

Man  erinnere  sich  nämlich  an  die  beiden  in  Nr.  409  ge- 
wonnenen Vorzeichenregeln. 

Ehe  wir  diesen  Satz  auf  einige  Beispiele  anwenden,  weisen 
wir  auf  Nr.  400  und  insbesondere  auf  den  Satz  2  zurück.  Er 
zeigt:  Um  das  bestimmte  Integral 

X 

(1)  Jf{x)dx 
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zu  berechnen^  suche  man  zunächst  das  unbesUmmie  Integral 

f{x)dx 


S' 


zu   finden,    d.  h.   irgend   eine   Funktion    0{x)   zu   berechnen, 
deren  Ableitung  gleich  f{x)  ist.     Alsdann  ist,  da  das  Integral 

(1)  für  X^  x^  verschwindet,  das  bestimmte  Integral: 

X 

(2)  Jf{?o)dx  =  0{X)  -  0{x^). 
Man  schreibt  hierfür  auch  zur  Abkürzung: 


(3) 


ffix)dx~[9{x)], 


indem  die  rechte  Seite  so  zu  bilden  ist:  Von  dem  Werte  von 
0(x)  fQr  die  obere  Grenze  X  soll  ihr  Wert  für  die  untere 
(Jrenze  Xq  abgezogen  werden. 

1.  Beispiel:  Die  Fläche,  die  zwischen  der  gleichseitigen 
Hyperhd  y  =  1  :  a;,  der  Abszissenachse,  der  zu  Xq^\  und  der 

zu  einem  beliebigen  positiven  X  ge- 
hörigen Ordinate  liegt,  ist  gleich 

h 

Nun  ist  Ina:  eine  Funktion,  deren  Ab- 
leitung l:x  ist.  Also  folgt  nach  (3): 


I 


"^^^  Pnrrf  -  In  X  -  In  1 -hl  Z. 


PI«.  7. 


Vgl.  Nr.  221  und  das  Beispiel  in 
Nr.  407.  Ist  X>  1,  so  stellt  In  X  nach  der  in  Satz  7  ge- 
gebenen Vorzeichenregel  die  Fläche  mit  Pluszeichen  dar,  siehe 
Fig.  7.  Lassen  wir  X  bis  1  abnehmen,  so  wird  die  Fläche 
zu  Null.  Wird  X<1,  so  wird  die  Fläche  negativ,  da  dann 
von  1  bis  X  mit  abnehmender  Abszisse  integriert  wird.  Für 
a; »  0  ist  die  vorgelegte  Funktion  1  :  x  unstetig.  Also  muß 
411] 
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X  >  0  angenommen  werden.    Nun  ist  aber  auch  nach  (2)  in 
Nr.  402:  ^ 

/^«ln(-a:)  +  kon8t. 

für  ar  <  0.     Demnach  ist 

z 

J^  _  [b.  (_  ^)f  ^.  ln(- JC)  -  In  1  -  ln(- :X) 

die  Fläche  der  Hyperbel  von  der 
zu  itQ  =  —  1  gehörigen  Ordinate  an 
bis  zur  Ordinate  einer  beliebigen 
negativen  Abszisse  X  Ist  dabei 
X>  —  1  und  <0,  so  ist  die  Fläche 
negativ,  da  sie  unterhalb  der  o;- Achse 
liegt  und  da  im  Sinne  wachsender 
Abszissen  integriert  wird.  Ist  da- 
gegen X  <  —  1,  so  ist  die  Fläche 
positiv  (siehe  Fig.  8), 

2.  Beispiel:  Bei  der  Sinus- 
linie  y  =»  sin  a?  tritt  nirgends  eine  Unstetigkeit  ein.     Die  von 
X  —  0  bis  zu  einem  beliebigen  X  gerechnete  Fläche  ist  hier 


Flg.  8. 


/' 


sin  xdx 


oder  nach  (3)  in  Nr.  402: 

sin  xdx  -»  [—  cos  ic]  «—  —  cos  X  +  cos  0  =  1  — -  cos  X. 


/" 


Ist  X>  0,  aber 
<  ST;  so  ist  die 
Fläche  positiv, 
siehe  Fig.  9^  da 
im  Sinne  wach- 
sender Abszissen 
integriert  wird  und 
die  Fläche  oberhalb  der  a:- Achse  liegt.  Für  X  «  ä  ergibt  sich 
die  Fläche  2.  Der  Inhalt  des  ersten  Wellenberges  der  Sinuslinie 
ist  also  doppelt  so  groß  wie  der  des  eingezeichneten  Quadrates. 

[411 
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Lassen  wir  X  von  ic  an  weiter  wachsen,  so  nimmt  cos  X  yon 
—  1  an  zu  y  so  daß  1  —  cos  X  abnimmt.  Daß  die  Fläche  ab- 
nimmt, erklärt  sich  daraus,  daß  jetzt  ein  negatives,  nämlich 
unterhalb  der  Abszissenachse  gelegenes  Flächenstück  hinzutritt. 
Für  X  =  2ä  ergibt  sich  sogar  die  Fläche  Null;  in  der  Tat: 
Wellenberg  und  Wellental  haben  denselben  Inhalt,  aber  die 
Inhalte  treten  mit  verschiedenen  Vorzeichen  auf. 

3.  Beispiel:  In  Nr.  409  hoben  wir  hervor,  daß  noch  be- 
wiesen werden  muß,  daß  die  dort  gegebene  Definition  der 
Fläche  insbesondere  fiir  den  Kreis  die 
aus  der  elementaren  Planimetrie  bekannte 
Formel  liefert.  Dies  soU  hier  geschehen. 
Betrachten  wir  den  in  Fig.  10  gezeichneten 
Yiertelkreis  vom  Radius  Eins  und  dasjenige 
Flächenstück,  das  zwischen  dem  Kreisbogen, 
der  Abszissenachse,  der  Ordinatenachse  und 
der  zur  Abszisse  x  gehörigen  Ordinate 
y  =  yi  —  x^  gehört.  Es  besteht  aus  einem 
Dreiecke  von  der  Grundlinie  x  und  der  Höhe  }/l  —  x^  und  aus 
einem  Kreissektor,  dessen  Zentriwinkel  gleich  arctg(:t;:y)  oder 
arc  tg  (x  :  ]/l  —  x^)  ist.  Also  ist  der  Inhalt  des  Flächenstückes 
nach  den  Lehrsätzen  der  Planimetrie  gleich 

-a:l/r^a;*+  „arctg 


Tig.  10. 


yi-^x* 


Andererseits  gibt  der  Satz  7  für  diese  Fläche,  da  die  Ordinate 
y  =»  yi  —  x^  ist,  den  Wert: 


X 


Soll  beides  überemstimmen,  so  muß  also: 


(4) 


X 

I  yi  —~Pdx  =  ^^yi  —  x^+  2"  arc  tg 


yT-x* 


sein.  Die  Wurzel  ist  positiv,  und  der  Ärkus  liegt  zwischen  0 
imd  ^7C,  Daß  die  Formel  (4)  in  der  Tat  stimmt,  erkennt  man 
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dnrch  die  Probe:  Die  rechte  Seite  gibt  differenziert  gerade 
yi~—  a^.  Außerdem  ist  die  rechte  Seite  fttr  a;  ==  0  auch  gleich 
NuU.  Daher  ist  die  Formel  (4)  richtig.  Mithin  gibt  unsere 
Definition  der  Flache  in  Nr.  409  fftr  den  Kreissektor  genau 
denselben  Wert  wie  die  elementare  Planimetrie.  Insbesondere 
gibt  (4)  für  a?  =  1  die  Fläche  des  Viertelkreises: 

1 
(5)  lyi—x^dx-^  g^arc  tg  cx)  —  ^ 

0 

412.  Sfttsa  Aber  bMtimmte  Integrale.  Die  Formel  (3) 
von  Nr.  409  können  wir,  nachdem  wir  in  Nr.  410  den  Begriff 
des  bestimmten  Integrals  eingeführt  haben^  nunmehr  durch  den 
folgenden  Satz  wiedergeben: 

Säte  8:  Vertauscht  man  die  Grenzen  eines  bestimmten  Integrals, 
so  ändert  der  Wert  des  Integrals  nur  das  Vorzeichen,  in  Formel: 


Cf(x)dx ff{x)dci 


Für  X  =  r^Q  folgt  hieraus  insbesondere  wieder  die  Tat- 
sache,  daß  ein  bestimmtes  Integral  gleich  Null  ist^  sobald  beide 
Grenzen  denselben  Wert  haben. 

Sind  a?Q,  x^,  X  Werte  von  x  in  einem  solchen  Intervalle, 
in   dem  f(x)  überall  stetig  ist,  so  ist  für  die  in  Nr.  404  be- 
trachtete Summe,  falls  x^  zwischen  x^  und  X  liegt: 
»^  X  X 

^f(x)Jx  +^f(x)^Jx  --^f{x)Jx, 

*o  «x  a^ 

t 

da  wir  ja  bei  der  rechts  stehenden  Summe  einen  der  Zwischen- 
werte gerade  an  die  Stelle  x^  legen  können.  Beim  Grenzüber- 
gange folgt  hieraus  für  rr^  <  a?i  <  X: 

7^  X  X 

f{x)dx  +Jf(x)dx  ^p{x)dx. 

«O  «l  «ö 

Wir  behaupten  aber,  daß  diese  Formel  auch  dann  gilt, 
wenn  x^  nicht  zwischen  x^  und  X  liegt    Denn  wenn  wir  die 
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Annahme  Xq<,  x^  <  X  beibehalten,  so  daß  (1)  richtig  ist,  so 
folgt  aus  (1): 

jf(x)dx^  Cf(x)dx-  ff(x)dx 

«0  *0  «l 

oder,  wenn  wir  die  Grenzen  x^  und  X  des  letzten  Integrals 
vertauschen,  also  nach  Satz  8  das  Minuszeichen  zugleich  durch 
das  Pluszeichen  ersetzen  und  alsdann  beide  Seiten  der  Gleichung 
vertauschen: 

X  Xx  Xi 

ff(x)dx  +  ff{x)dx  -  ff{x)dx. 

Diese  Gleichung  hat  wieder  die  Form  der  Gleichung  (1), 
aber  die  Grenzen,  die  in  (1)  die  Reihenfolge  x^^  x^^  X  hatten, 
haben  jetzt  die  Reihenfolge  Xq,  X,  x^,  und  X  liegt  nach 
Voraussetzung  nicht  zwischen  x^  und  x^.     Daher  gilt 

Satz  9:  Es  ist 

x^  X  X 

ff{x)dx  +  ffix)dx  «  ff(x)dx. 

«O  «X  *0 

Nach  Satz  7  in  voriger  Nummer  leuchtet  dies  sofort  ein, 
da  wir  die  von  Xq  bis  rCj  erstreckte  Flache  und  die  von  x^  bis 
X  erstreckte  Fläche  zu  der  von  Xq  bis  X  erstreckten  Flache 
summieren  können  und  zwar  auch,  wenn  x^  nicht  zwischen  Xq 
mdA  X  liegt,  sobald  wir  nur  die  Vorzeichenregeln  des  Satzes  7 
beachten. 

Augenscheinlich  können  wir  den  Satz  9  so  verallgemeinern: 

Satz  10:  Es  ist 

Xi  ar,  XX 

Jf{x)dx  +  jf{x)dx  +  .  • .  +Jfix)dx  =Jf{x)dx. 

In  Nr.  406  sahen  wir,  daß  die  dort  mit  J^  bezeichnete 
Summe  x 

2mdx 

zwischen  K{X  —  x^  und  G{X—x^  liegt,  falls  X>Xq  ist  und 
K  den  kleinsten,  G  den  größten  Wert  von  f{x)  im  Intervalle 
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x^^x ^X  bezeichnet.    Aucli  sahen  wir,  daß  dasselbe  für  den 
Grenzwert  der  Summe  J^  gilt.     Daraus  folgt  nach  Nr.  410: 

(2)      K{X  -  x^)  ^  ff(x)dx  £  G{K  -  x^)  für  X  >  x^. 

Ist  dagegen   X  <  x^^  so  folgt  ebenso  fftr  das  Yon  X  bis  x^ 
erstreckte  Integral: 

K{x^-  X)  ^  ff(x)dx  £  0(x^  -  X) 


oder  nach  Satz  8: 

X 


(3)    K{x^'-  ^<-  ff{^)dx  ^  G{Xq  -  X)  für  X  <  a?o 

Diridieren  wir  (2)  durch  die  positive  (Jröße  X  —  x^  und  (3) 
durch  die  positive  Größe  x^^  —  X,  so  ergeben  beide  Formeln 
denselben 

Satz  11:  Ist  f{x)  eine  im  Intervalle  von  Xq  bis  X  stetige 
Funktion  und  ist  K  der  kleinste  und  G  der  größte  Wert  von  f{x) 
in  dem  Intervalle^  so  ist  stets,  ob  nun  Xq<,X  oder  Xq>  X  ist: 

z 
K<^A—  ff(x)dx<G, 


''^xh;Jf^-y 


Da  das  betrachtete  Integral  nach  Satz  10  in  eine  Summe 
von  einzelnen  Integralen  zerlegt  werden  kann^  erstreckt  über 
Teilintervalle^  so  kann  man  hiernach  auch  die  ein/.elnen  Sum- 
manden in  Grrenzen  einschließen^  wobei  K  und  G  jeweils  durch 
den  kleinsten  und  größten  Wert  von  f{x)  in  dem  betrefifenden 
Teilintervalle  zu  ersetzen  sind.  Infolge  davon  laßt  sich  dann 
auch  das  Gesamtintegral  in  engere  Grenzen  einschließen,  als  es 
durch  den  Satz  11  geschieht.  Dies  ist  bei  manchen  Ab- 
schatzungen von  Integralwerten  nützlich.  Übrigens  haben  wir 
die  soeben  angedeuteten  Ungleichungen  schon  in  Nr.  406  unter 
(2)  aufgestellt,  denn  jene  Formeln  (2)  gelten  ja,  wie  wir  sahen, 
auch  für  den  Grrenzwert  der  Summen  J^,  /j,  «  •  .,  J^  d.  h.  für 
das  IntegraL 
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Ißt  insbesondere  f{x)  im  Intervalle  von  x^  bis  X  stete 
positiv,  so  gilt  dies  auch  von  dem  kleinsten  Werte  K  von  f{ijc). 
Ist  überdies  X^  x^  so  folgt  ans  Satz  11: 

Saie  12:  Ist  f(x)  eine  im  Intervalle  s^o^x^  X  überall 
positive  stetige  Funktion  von  x^  so  ist 

X 

^\(x)dx>0. 

Nach  Satz  7  der  vorigen  Nummer  leuchtet  dieser  Satz 
geometrisch  sofort  ein. 


§  3.  Integrationsmethoden. 

413.  Integration  einer  Snmme.  Der  Satz  6  von 
Nr.  410  lehrt,  daß  eine  Funktion  f(x)  in  einem  solchen  Inter- 
valle, in  dem  sie  stetig  ist,  auch  stetige  Inte^sn^e  hat.  Wir 
wollen  nun  Methoden  entwickeln,  die  zur  Berechnung  von 
Integralen  dienen,  und  dabei  immer  voraussetzen,  daß  die  eu 
integrierenden  Funktionen  in  den  IntegrationsintervaUen  überaU 
stetig  seien. 

Da  das  Differenzieren  und  Integrieren  inverse  Operationen 
sind  (siehe  Nr.  401),  so  ist  es  leicht,  aus  gewissen  Differen- 
tiationsregeln Integrationsregeln  abzuleiten.  Man  hat  dabei 
den  Umstand  zu  benutzen,  daß  sich  zwei  Funktionen,  deren 
Ableitungen  übereinstimmen,  nur  um  eine  additive  Eonstante 
unterscheiden  können,  nach  Satz  8,  Nr.  29.  Solange  man  nur 
unbestimmte  Integrale  benutzt,  ist  diese  additive  Konstante 
ohne  Belang,  da  es  ja  im  Begriffe  des  unbestimmten  Integrals 
liegt,  daß  es  mit  einer  willkürlichen  additiven  Konstante  ver- 
sehen ist.  Wir  dürfen  daher  im  folgenden  diese  Konstanten 
beiseite  lassen. 

Das  Integral 

±  t*2  ±  •  •  •  ±  K)^^ 


ß 


einer  algebraischen  Summe  von  n  Funktionen  «i,  ««j,  •  •  •  w,  hat 
zur  Ableitung  diese  Summe  selbst.     Nun  hat  andererseits  die 

Summe:  /•  /•  /* 

I  u^dx  ±  I  u^dx  ±  •  •  •  ±  f  u„dx 
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ebenfalls  die  Ableitung  Wi  ±  Wj  ±  •  •  •  ±  t*^7  da  diese  Summe 
gliedweise  differenziert  werden  darf^  nach  Satz  12,  Nr.  34. 
Mithin  folgt: 

Säte  13:  Das  Integral  einer  algebraischen  Summe  ist  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  Integrale  der  Summamten^  in 
Formel: 

J  K  ±  ««2  ±  •  •  •  ±  O^^  ^Ju^dx±Ju^dx±'"  ±J  u^dx. 

Eine  Summe  darf  also  gliedtceise  integriert  werden. 

Handelt  es  sich  um  das  yon  Xq  bis  x  erstreckte  be- 
stimmte Integral  der  Summe,  so  muß  allerdings  auf  die  additive 
Eonstante  Rücksicht  genommen  werden.     Es  kommt  dann: 

J  (wi  ±^±"'±  wjrfa;  =  \Ju^dx  ±J  u^dx  -'±Ju„dx^ , 

wenn  wir  uns  der  in  Nr.  411  eingeführten  abgekürzten  Be- 
zeichnung bedienen.    Nun  ist  aber 


[fu,dx] 


*0 

dasjenige  Integral  von  u^,  das  für  x^  Xq  den  Wert  Null  hat, 
also  gleich  « 

I  u^dx. 

Wir  erkennen  also,   daß  die  Formel  für  bestinmite  Integrale 
gut: 

X  XXX 

(1)  J {u^±u^  ±  '"  ±u^)dx  =J u^dx  ±J u^dx±"'±J ujx. 

Eine  einfache,  aber  wichtige  Anwendung  hiervon  ist 
folgende:  Es  seien  u  und  v  zwei  im  Intervalle  x^^x^X 
stetige  Funktionen  von  x.  Für  jeden  Wert  von  x  im  Inter- 
valle sei  außerdem  u^v.  Alsdann  ist  die  Funktion  v  —  u 
im  ganzen  Intervalle  positiv.  Nach  Satz  12  von  Nr.  412  ist 
folglich  X 

(v  -  u)dx  ^  0. 
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Hieraus  aber  folgt  nach  (1): 


I  vdx  —  I  udx^O, 


so  daß  sich  ergibt: 

8at0 14:  Ist  u  (x)  ^v(x)  für  jedes  x  im  Intervalle  ^o  ^  ^  ^  ^' 
so  ist  auch:  j.  j 

I  u(x)dx  ^  /  v(x)dx. 

Dieser  Satz  gestattet  uns  oft,  die  Werte  yon  bestimmten 
Integralen  abzuschätzen. 

Beispiel:  Für  0  ^x^j  und  n  >  2  ist  für  die  positiven 
Quadratwurzeln  .  . 

1  <  -  < 

so  daß  sich  ergibt 

LI  1 

//•     dx  ^     dx 

0  0  0 

Das  erste  Integral  hat  den  Wert  \,  das  letzte  nach  (4) 
in  Nr.  402  den  Wert  arc  sin  l-  —  arc  sin  0,  wobei  die  Arkus 
zwischen  —  \x  und  +  jte  liegen,  also  den  Wert  ^jr.  Daher 
folgt,  daß  der  Wert  des  bestimmten  Integrals 


Ä 


dx 


V'l  -  a?« 
ö 

für  w  >  2   und  positives  Wurzelzeichen  zwischen  j  und  jsc, 

d.  h.  zwischen  0,5  und  0,524  liegt. 

414.  Konstante  Faktoren  der  Integrale.     In  dem 

Integrale  /» 

/  audx 

sei  a  ein  konstanter  Faktor  des  Integranden.   Die  Ableitung  des 
Integrals  ist  au.    Nach  Satz  13,  Nr.  35,  hat 


afu 


dx 


ebenfalls  die  Ableitung  au.     Daher  folgt: 
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Satß  15:  Das  Integral  eines  Produktes  atis  einer  Konstanten 
und  einer  Funktion  ist  gleich  dem  mit  der  Konstanten  multipli- 
zierten Integrale  der  Funktion,  in  Formd: 

I  audx  »  a  r  udx  für  a  »  konst 

Handelt  es  sich  um  das  bestimmte  Integral  yon  Xq  bis  x, 
also  um  dasjenige^  das  für  x  ^  Xq  yerschwindet,  so  ist  die 
Formel  nur  dann  richtige  wenn  auch  die  rechte  Seite  fQr 
x^  Xq  verschwindet.     Wir  gelangen  so  zu  der  Regel: 

X  X 

(1)  /  audx  ^  a  I  udx  für  a  =  konst. 

Konstante  Faktoren  der  Integranden  dürfen  also  vor  das 
Integralzeichen  gesetzt  werden.  Umgekehrt:  Anstatt  ein  Inte- 
gral mit  einer  Konstanten  zu  multiplizieren^  kann  man  auch 
den  Integranden  damit  multiplizieren. 

Die  Sätze  13  und  15  folgen  übrigens  auch  ohne  weiteres 
daraus,  daß  das  Integral  als  Grrenzwert  einer  Summe  aufgefaßt 
werden  kann. 

I  Beispiel:  Nach  Satz  13  ist: 

/  («0  +  ^i^  +  ^^*  +  •  •  •  +  a^(xf)dx  =  /  a^dx  +  /  a^xdx 

+  /  a^x^dx  +  •••  +  /  a^afdx, 
also  nach  Satz  15  gleich: 

«0  / ^^  +  ^1  /  ^^^  +  ^a  / ^*^^  H y  ^n\ ^^^7 

so  daß  sich  nach  (1)  in  Nr.  402  ergibt: 


/(■ 


(oj  +  Ol«  +  a^x'  H 1-  a,af)dx 

=  konst.  +  ?•  a;  +  5-  X«  +  I  a;»  +  .  • .  +  ^  af + ^  • 

2.  Beispiel:  Wenn  man  alle  Ordinaten  einer  Kurve  y  =  f(x) 
mit  dem  konstanten  Faktor  a  multipliziert,  so  geht  eine  neue 
Kurve  hervor.  Die  zwischen  zwei  bestimmten  Ordinaten  ge- 
legene Fläche   der  neuen  Kurve   ist   nach  Satz  15  und  nach 
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Satz  7  von  Nr.  411  das  chfache  der  entsprechenden  Fläche  der 
alten  Kurve.  Wenn  wir  die  Ebene  der  neuen  Kurve  um  die 
o;- Achse  drehen,  so  können  wir,  falls  a  >  1  ist,  erreichen,  daß 
die  neue  Kurve  schließlich  so  liegt,  daß  ihre  senkrechte  Pro- 
jektion auf  die  alte  Ebene  die  alte  Kurve  gibt.  Dies  tritt  ein, 
wenn  der  Kosinus  des  Winkels  beider  Ebenen  gleich  1  :  a  ist. 
Daraus  folgt:  Projiziert  man  ein  ebenes  Flächenstück  senkrecht 
auf  eine  andere  Ebene,  so  ist  die  Fläche  der  Projektion  glei/ih 
der  Fläche  des  gegebenen  Stückes,  multipUisiert  mit  dem  Kosinus 
des  Winkels  beider  Ebenen. 

Wir  wollen  den  Satz  15  anwenden,  um  aus  dem  Satze  14 
der  vorigen  Nummer  eine  einfache^  aber  wichtige  Folgerung 
zu  ziehen.  Ist  f{x)  eine  im  Intervalle  x^^x^X  stetige 
Funktion  von  x,  so  gilt  dasselbe  von  dem  absoluten  Betrage 
I  f{x)  I  der  Funktion.     Weil  für  jedes  x 

-\m\^f{x)^\f{x)\ 

ist,  so  ergibt  Satz  14: 

X  X  X 

J-\f{x)\dx^Jf{x)dx^J\f{x)\dx. 

Xo  Xo  Xo 

Der   im   ersten  Integrale  vorkommende  Faktor  —  1   läßt  sich 
nun  nach  Satz  15  vor  das  Integralzeichen  setzen.     Also  folgt: 
Säte  16:  Es  ist  stets: 


X  XX 

-J\  fix)  I  dx  £jf{x)dx  ^J\  fix)  I  dx  für  x^ 


416.  Teilweise  Integration.    Das  Integral 


<X. 


f 


dx 


ist  einerseits  gleich  uv  +  konst.  und  andererseits  nach  Satz  13 
von  Nr.  413  so  umzuformen: 

f^  rfa;  ^J{u'v  +  uv')dx  ^Ju'vdx  +Juv'dx, 
so  daß  folgt: 

/  uv'dx  ^  UV  ^  I  uvdx  +  konst. 
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Da  rechts  ein  unbestimmtes  Integral  steht^  brauchen  wir  die 
additive  Eonstante  nicht  besonders  anzugeben.  Unsere  Formel 
besagt  nun: 

Satz  17:  Das  unbestimmte  Integral  des  Produktes  uv'  aus 
einer  Funktion  u  und  der  Ableitung  einer  Funktion  v  ist  gleich 
dem  Produkte  beider  Funktionen,  vermindert  um  das  Integral 
des  Produktes  aus  d&r^  Ableitung  der  FunkHon  u  und*  aus  der 
Fuf^tion  V,  in  Formel: 


I  uv'dx  ==uv  —  I  u'vdx. 


Setzen  wir  beiderseits  von  x^  an  erstreckte  bestimmte 
Integrale^  so  haben  wir  zunächst  noch  die  additiv^  Eonstante 
beizubehalten:         *  a- 


/  uv'dx  =r  wv  —  /  uvdx  +  C 


und  diese  Eonstante  C  so  zu  bestimmen^  daß  die  Formel  für 
a:  =  a?Q  richtig  wird.  Aber  für  x  ^  Xq  sind  beide  Integrale 
gleich  Null.     Also  muß 

(wv)x-xo  +  C  =  0,     d.  h.  C=-  (•Mt;)„,, 
gesetzt  werden.  .  Wenn  wir  diesen  Wert  von  C  einsetzen  und 
die  in  Nr.  410  eingeführte  Bezeichnung 

[uvf  =  wt?  —  (wt;),=x, 

Xq 

benutzen^  so  kommt: 

X  X 

(1)  j  uv'dx  =^\uvf  —lu'vdx. 

Die  in  Satz  17  enthaltene  Integrationsmethode  heißt  die 
Methode  der  teilweisen  Integration ,  weil  bei  ihrer  Anwendung 
auf  ein  Integral  f  uv'dx  noch  die  Aufgabe  übrig  bleibt,  das 
Lateral  Juvdx  auszuwerten. 

Ist  irgend  ein  vorgelegtes  Integral  ff(x)dx  zu  berechnen, 
so  kann  man  es  auf  unzählig  viele  Arten  auf  die  Form  f  uv'dx 
bringen.  Denn  wenn  man  die  Funktion  v  irgend  wie  wählt, 
80  hat  man  uv'  =  f(x)y  also  u  =  f(x)  :  v  anzunehmen.  Alsdann 
gibt  die  Anwendung  des  Satzes: 

»•  (41» 
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Im  allgemeinen  wird  freilich  das  rechtsstehende  Integral  als- 
dann noch  mehr  Schwierigkeiten  als  das  ursprünglich  vor- 
gelegte bereiten.  Es  ist  Sache  der  Gewandtheit,  eine  geschickte 
Wahl  der  Funktion  v  zu  treffen;  allgemeine  Regeln  lassen 
sich  dafür  nicht  geben. 

416.  Baisplala  nr  Methode  der  teilweisen  Inte- 
gration. Die  letzte  Bemerkung  soll  durch  einige  Beispiele 
erläutert  werden. 

1.  Beispiel:  Der  Integrand  \nx  des  Integrals  /in :re2:t; 
kann  als  das  Produkt  aus  Ina;  und  1  aufgefaßt  werden.  Da 
1  die  Ableitung  von  x  ist,  so  wählen  wir  v  =  a?,  d.  h. 
UV  =  li  ==  Ina:,   so  daß  u  ^l:x  wird   und   der  Satz  liefert: 

llnxdx  ^Inx  •  X—  I      -  x  *  dx  ==^  xlnx  —  I  dx 
'^  x]nx  •—  X  +  konst 

2.  Beispiel:  Es  liege  das  Integral  faf^e~'dx  vor.  Hier 
ist  der  Integrand  schon  als  das  Produkt  aus  af*  und  6"*  ge- 
geben. Es  liegt  also  nahe,  m  =  ic",  t;'  =  6"'  zu  setzen.  Dann 
darf  V  ^Je~'dx  nach  (1)  in  Nr.  402  gleich  —  e~'  gewählt 
werden.     Da  femer  u  ^  nx^~^  wird,  so  kommt: 

\  afe^'dx  =»  —  af  c""*  —  /  na;""*(—  e^')dx 

oder  nach  Satz  15,  Nr.  414: 

(1)  /  x^e-'dx  =  —  afe-*  +  »  /  x^-^e-'dx. 
Ist  n  =  1,  so  folgt  hieraus  sofort: 

(2)  /  xe^'dx  =  —  xe-'  —  e~*  +  konst. 

Ist  w  eine  ganze  Zahl  >  1,  so  wird  das  Integral  vermöge 
(1)  auf  ein  eben  solches  zurückgeführt,  in  dem  n  —  1  statt  n 
steht.     Setzen  wir  allgemein 

J"^  =  I  afe-'dXj 
so  folgt  nämlich: 
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und  weiterhin  analog: 


nnd  nach  (2): 

cTi  —  —  xe''  —  c"*  +  konst. 

Dividieren  wir  diese  n  Gleichungen  bzw.  mit  n!,  (w  — 1)1, ...  21, 1 ! 
und  addieren  sie  dann,  so  kommt: 

In  \^  +  J^.\   +  . . .  +  |!  +  ^  +  l]  e-.  +  konst. 

n!  Ln!    '    (n  —  1)!    '  '      21    '    II    '      J  ' 

Demnach  ist  ßlr  ganzes  positives  n: 

(3)        /  afe"dx w'  (^  +  fi  + ''  S)  ^'"'  +  *^^^*' 

Für  ic  =  0  ist  die  rechte  Seite  gleich  —  nl  +  konst.  Daher 
muß,  falls  das  Integral  von  0  bis  x  erstreckt  wird,  die  Eon- 
stante gleich  n!  gewählt  werden.    So  folgt  für  positives  ganzes  n: 


(4) 


J'^e-'äx-nl[l~{l+^^  +  -.-  +  ^y']. 


Ist  dagegen  n  eine  negative  gcmze  ZaM,  so  bezeichnen  wir 
sie  mit  —  m  +  1,  so  daß  m  eine  positive  ganze  Zahl  >  1  isi 
Aus  (1)  folgt  nun: 

/  a;-"»+*«-'diC  ^  —  a:-'"+*e-*  —  (m  —  1)  /  x-"*e-*rfic, 

woraus  durch  Auflösung  nach  dem  rechts  stehenden  Integral 
hervorgeht: 


dx. 


Das  links  stehende  Integral  ist  also  hierdurch  auf  ein  eben 
solches  zurückgeführt,  in  dem  m  um  eine  Einheit  erniedrigt  ist. 
Wiederholte  Anwendung  dieser  Eekursionsformel  führt  schließ- 
lich das  Integral  ^  -« 

in  dem  m  eine  positive  ganze  Zahl  >  1  ist,  auf  das  Integral 


/ 


"  'dx 
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zurück^  das  freilich^  wie  man  zeigen  kann^  nicht  mittels  der 
uns  bekannten  Funktionen  aasdrückbar  ist. 

5.  Beispiel.    Im  Integral  /c*  cos  xdx  setzen  wir  u  =  ö*, 
also  V  —  cos  X  und  daher  t? »  sin  o;,  so  daß  Satz  17  gibt: 


sin  xdx. 


(5)  1  e^cos  xdx  —  6*  sin  a;  —  1  6*  si 

Das  neue  Integral  behandeln  wir  analog,  indem  wir  in  ihm 
w  —  6*,  t?'  «=  sin  Xj  daher  v  =«  -—  cos  x  setzen,  so  daß  die  An- 
wendung des  Satzes  liefert: 

I  e*  sin  a?dx  =  —  e*  cos  rc  —  /  e*  (—  cos  a?)  dx 

oder  nach  Satz  15  in  Nr.  414: 

(6)  1  e*  sin  icda;  =-  —  e*  cos  a;  +  /  e*  cos  xdx  +  konst. 

Wir  haben  hier  init  Absicht  die  additive  Konstante  ausdrücklich 
angegeben,  weil  nämlich  das  rechts  stehende  Integral  um  eine 
additive  Konstante  von  dem  ursprünglich  vorgelegten,  in  (5) 
links  stehenden  Integrale  abweichen  kann  und  wir  beide  Formeln 
(5)  und  (6)  kombinieren  wollen,  indem  wir  den  Wert  (6)  in  (5) 
rechts  einsetzen.     So  folgt: 

/  e*  cos  xdx  =  e*  (sin  x  +  cobx)  —  1  e'  cos  xdx  +  konst,, 

d.  h. 

(7)  /  6*  cos  xdx  =  -   ^  (sin  x  +  cos  x)  +  konst. 

Ans  (6)  folgt  jetzt  überdies: 

(8)  /  ^  sin xrfx  =  -r-  ^  (^^^  ^  "■  ^^^  ^)  +  konsi 

417.  Integration  dnrch  Substitution.  Außer  der 
Methode  der  teilweisen  Integration  ist  das  wichtigste  Hilfs- 
mittel zur  Auswertung  von  Integralen  die  Meßiode  der  Sub- 
stitution.    Sie  besteht  darin,  daß  man  in  das  Integral 


'==Jf{x)dx, 
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das  berechnet  werden  soll^  eine  neue  Yeränderliche  f- vermöge 
einer  Substitution 

(1)  X~q>(i) 

einführt 

Das  Integral  J  ist  nämlich  definiert  als  eine  Fonktion  von 
Xj  für  die 

3ä 


^'  m 


ist.  Wird  nun  x=^q)(t)  gesetzt,  so  wird  J  eine  Funktion 
von  i  und  hat  als  solche  die  Ableitung: 

Demnach  ist 

(2)  j-ff[<pm<p'{t)dt. 

Schneller ,  erhält  man  diese  neue  Form  •  des  Integrals  J  so : 
Vermöge  (1)  ist 

(3)  dx^q>{t)di, 

so  daß  die  Substitution  der  Werte  (1)  und  (2)  in  das  Differential 
von  Jy  nämlich  in 

dJ^f(x)dXy 

das  Differential  in  (2)  liefert.  Hat  man  die  Substitution  (1) 
derart  gewählt,  daß  das  Ii^tegral  in  der  neuen  Form  (2)  be- 
rechnet werden  kann,  so  ergibt  sich  eine  Funktion  von  t,  in 
die  man  nachträglich  wieder  die  ursprüngliche  Veränderliche  x 
einführen  muß  vermöge  der  zu  (1)  inversen  Substitution: 

(4)  t^O(x). 

Bei  der  Auswahl  der  anzuwendenden  Substitution  (1)  muß 
man  darauf  achten,  daß  nicht  nur  vermöge  ihrer  x  als  stetige  Funk- 
tion von  tj  sondern  auch  t  vermöge  ihrer  Umhehrung  (4)  als 
stetige  Funktion  von  x  definiert  tvird.  Handelt  es  sich  ins 
besondere  um  die  Auswertung  des  hestimmten  Integrals 

X 

(5)  J=.ff(x)dx, 


«o 
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das  fQr  x^  x^  yerBchwindet^  so  geht  es  durch  EinfQhrnng  der 
neuen  Veränderlichen  t  in  ein  solches  Integral  über,  das  für 
den  aus  ^       ^r*\ 

folgenden  Wert  t^  von  t  verschwindet.  Folglich  ist  ^  die 
untere  Grenze  des  in  t  ausgedrückten  bestimmten  Integrals: 

t 

(6)  J-Jf\.vim9it)dt. 

Bei  der  Anwendung  der  Substitution  auf  bestimmte  Inte- 
grale darf  man  also  nicht  vergessen,  die  neuen  Werte  der 
Grenzen  für  die  neue  Veränderliche  jm  berechnen  und  einzufahren. 
Denn  dasselbe  gilt  für  die  obere  Grenze,  falls  sie  in  (5) 
einen  bestimmt  gegebenen  Wert  x^  hat,  indem  dann  die  obere 
Grenze  t^  des  neuen  Integrals  (6)  aus  x^  »=  <p(ßi)  berechnet 
werden  muß. 

418.    Beispiele    sur    Methode    der    Snbstltlition. 

Darüber,  welche  Substitution  bei  einem  vorgelegten  Integrale 
zweckmäßig  sein  kann^  lassen  sich  keine  Regeln  aufstellen. 
Einige  Beispiele   werden   aber   wenigstens  Fingerzeige  geben. 

1.  Beispiel:  Soll  das  Integral  f(a  +  hx^dx  ausgewertet 
werden,  so  setzen  wir  a  +  bx^  t,  woraus  x  ^  (t  —  a):b  und 
dx^  dt:b  folgt,  so  daß  kommt: 

/(«  +  hxYdt  ^Jr  ^*  -  ^Jrdt  -^^  +  kbnst 

=  ^±^;^  + tonst. 

(n  +  1)  6     ^ 

2,  Beispiel:  Im  Nenner  des  Integranden  von 

dx 


f. 


x*+px  +  q 

seien  p  und  q  solche  Eonstanten,  für  die  q  —  \p^  >  0  ist.  Da 
a^+i)ar  +  2-(x  +  i|,)»+g-ip«=(2-ip«)[(^t^^y+l] 
ist,  so  setzen  wir 

~^-t,  d.h.  x-tV^-\p'-\p,  rfa:-i<l/r^ip, 
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so  daß  nach  (5)  in  Nr.  402  folgt: 

/dx  __         1  r  dt     __    wctgt        ,        . 

=    ^  arc  tg    ,  "^^^   +  konst, 

wobei   es  einerlei  ist,   welches  Vorzeichen  man  der  Quadrat- 
wurzel gibt. 

3,  Beispiel:  Um  das  bestimmte  Integral 


dx 

X 

1 

zu  berechnen,  setzen  wir  In  rr  «  ^,  also  x^  ffj  dx^  (fdt  Für 
x^  1  bzw.  e  ist  ^  =  0  bzw.  1,  so  daß  0  und  1  die  Grenzen  des 
neuen  Integrals  sind: 

10  0 

4.  Beispiel:  Durch  die  Substitution  können  wir  aus  schon 
berechneten  Integralen  andere  ableiten.  Z.  B.  gibt  die  Formel 
(3)  von  Nr.  416,  wenn  wir  darin  zunächst  x^mt,  dx  =  mdt 
setzen: 

und,  wenn  weiterhin  die  Substitution  ^  =  —  ln;er,  dt  '^  —  da  :  ss 
gemacht  wird: 

(2)       /(ln.)-^-d.  =  (=^;^[l-!!^'-  +  ^^-... 

für  ganzes  positives  n. 

%  4.  Mittelwertsätze. 

419.  Erster  Kittelwertsats.  Die  Sätze  in  §  1,  2.  Kap. 
des  1.  Bandes,  beruhen  im  wesentlichen  auf  dem  in  Nr.  28 
bewiesenen  Mittelwertsatze  2.  Dieser  Satz  läßt  sich  leicht  in 
einen  Satz  umwandeln,  der  dem  Gebiete  der  Integralrechnung 

[418,  419 
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angehört.  Es  tritt  nämlich  in  jenem  Satze  eine  Funktion  f(x) 
auf,  die  ebenso  wie  ihre  Ableitung  f(x)  im  Intervalle  x^^x^X 
bestimmte  endliche  Werte  hat.  Wird  die  Ableitung  f\x)  mit 
F(x)  bezeichnet  und  wird  Torausgesetzt,  daß  F(x)  im  Inter- 
valle Xq^x^X  stetig  sei,  so  ist  auch  f(x),  nsmlich  jF{x)dx, 
nach  Satz  6,  Nr.  410,  in  diesem  Intervalle  stetig,  so  daß  die 
Annahmen  jenes  Mittelwertsatzes  erfüllt  sind.    Femer  ist  jetzt 

aX)  -  fix,)  -  [f{x)]l^  -jF{x)dx. 

Xo 

Daher  liefert  die  Formel  jenes  Satzes  sofort  den 

Satjs  18  (Mittelwerts atz):  Ist  F{x)  eine  im  Intervalle 
von  Xq  bis  X  stetige  Funktion  von  rr,  so  gibt  es  im  Intervalle 
wenigstens  einen  von  Xq  und  X  verschiedenen  Wert  x^  von  x,  für 
den  die  Formet  gilt: 

X 

^F{x)dx^{X~-Xo)F{x,). 

Die  Voraussetzung  XQ<i  X  ist  offenbar  nicht  nötig. 
Wir  hätten  den  Satz  auch  aus  Satz  11,  Nr.  412,  ableiten 
können;  er  leuchtet  geometrisch  sofort  ein.  Er  besagt  nämlich  nach 
Satz  7,  Nr.  411,  daß  die  Fläche  zwischen  dem 
Bilde  der  Funktion  y  =  F(x),  der  Abszissen- 
achse und  den  zu  Xq  und  X  gehörigen  Ordi- 
naten,  siehe  Fig.  11,  gleich  der  Fläche  eines 
Rechtecks  ist,  das  dieselbe  Grundlinie  X—Xq 
hat  und  dessen  Höhe  F(x^)  eine  gewisse 
unter  den  Ordinaten  des  Flächenstückes  ist. 
Diese  Ordinate  F(Xi)  kann  als  das  arithmetische  Mittel  aller 
Ordinaten  des  Flächenstüekes  bezeichnet  werden.  Denn  wenn 
wir  das  Intervall  von  Xq  bis  X  in  »  gleichlange  Teile  ^x  teilen 
und  die  nach  Nr.  404  zugehörige  Summe 

X 

J^2F{x)^x 

bilden,  so  ist,  weil  alle  /dx  einander  gleich  sind,  n/lx  «  X  —  % 
so  daß  folgt:  ^ 
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d.  h.  Ji^X  —  a?o)  ist  das  arithmetisch  Mittel  der  n  Ordmaten, 
die  in  den  Anfangspunkten  aller  n  Teilinterralle  ^xzn  errichten 
sind.  Beim  Grenzübergange  zn  lim  Ax  »  0^  d.  h.  zu  lim  n  » cx), 
geht  J  nach  Nr.  410  in  das  von  Xq  bis  X  erstreckte  bestimmte 
Integral  über^  so  daß  das  arithmetische  Mittel  gleich 

z 


)dx 


oder  also  nach  Satz  18  gleich  F{xy)  wird. 

Satz  19:  Ist  F{x)  eine  im  Intervalle  Xq^x ^X  stetige 
Funktion  von  x  und  teilt  man  das  Intervall  in  n  gleiche  Teile, 
so  ist  das  arithmetische  Mittel  der  zu  den  Anfangsabszissen  aller 
n  TeilintervctUe  gehörigen  Funktionswerte  F{x)  für  lim  »  =  00 
gleich  x 


X- 


Aus  Satz  18  folgt  noch:  Wenn  F(x)  in  einem  Intervalle 
stetig  ist,  so  können  wir  zwei  Werte  n  und  m  von  x,  die  dem 
Intervalle  angehören^  beliebig  nahe  beieinander  wählen^  so  daß 


JF{x)  dx  =(m  -  n)F{x^) 


wird,  wobei  dann  Xy^  zwischen  m  und  n  liegt.  Indem  wir  |  m  —  n  | 
hinreichend  klein  wählei^  können  wir  die  rechte  Seite  absolut 
genommen  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive 
Zahl  T  machen.     Daher: 

Satz  20:  Ist  F(x)  in  einem  Intervalle  eine  stetige  Funktion 
von  X  und  sind  n  und  m  irgend  zwei  Werte  von  x,  die  dem 
Intervalle  angehören,  so  wird  dadurch,  daß  \m  —  n\  hinreichend 
Jdein  angenommen  wird,  der  absolute  Betrag  des  von  n  bis  m 
ersiredUen  Integrals  von  F(x)  kleiner  als  .  eine  beliebig  kleine 
vorgegebene  positive  Zähl  x: 


771 

ß 


<r. 


F{x)  dx 

|n  »  i 

Es  folgt  dies  übrigens  auch  daraus,  daß  dies  Integral  eine 
stetige  Funktion  Ton  m  ist. 

[419 
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420.  Zweiter  Kittelwertsats.    Wir  können  jetzt  den 

Satz  beweisen: 

Satz  21  (Zweiter  Mittelwertsatz):  Sind  u  tmd  v  itn 
Intervalle  von  Xq  bis  X  stetige  Funktionen  von  x  und  hat  v  OberaU 
im  Intervalle  einerlei  Vorzeichen^  so  gibt  es  einen  Wert  u^,  der 
zunschen  dem  größten  und  kleinsten  Werte  von  u  innerhalb  des 
IntervaUes  liegt  und  für  den  die  Formel  gilt: 

X  X 

I  uvdx  «  Wj  I  vdx. 

Dabei  darf  Xq<X  oder  >  X  sein. 

Ist  nämlich  k  der  kleinste  und  g  der  größte  Wert  von  u 
innerhalb  des  IntervaUes^  so  ist;  falls  v  im  ganzen  Interralle 
positiv  ist:  kv<uv<gv 

und;  falls  i;  im  ganzen  Intervalle  negativ  ist: 

kv>uv>  gv. 
Nach  Satz  14^  Nr.  413 ^  liegt  daher  der  Wert  des  Integrals 

X 

^  uvdx 
in  beiden  Fallen  zwischen: 

X  X 

jkvdx      und       jgvdx 
oder,  da  k  und  g  konstant  sind;  nach  Satz  15,  Nr.  414,  zwischen: 

X  X 

kl  vdx      und      g  j  vdx. 

Dies  aber  sagt  Satz  21  aus,  da  u^  zwischen  k  und  g  liegt  Ist 
insbesondere  t;  im  ganzen  Intervalle  gleich  Eins,  so  kommt  der 
Satz  21  auf  den  Mittel wertsatz  18  der  vorigen  Nummer  zurück. 
Man  kann  dem  Satze  21  eine  etwas  andere  Form  geben. 
Da  nämlich  u  im  Intervalle  stetig  ist  und  u^  zwischen  dem 
kleinsten  und  größten  Werte  ven  u  im  Intervalle  liegt;  so  gibt 
es  nach  Satz  6;  Nr.  21,  wenigstens  einen  Wert  x^  von  x  im 
Intervalle;  für  den  u  gerade  gleich  u^  ist.  Daher: 
4»0] 
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Sat0  22:  Sind  u  und  v  im  Intervalle  von  x^bis  X  stetige 
Funktionen  von  x  und  hat  v  OberaU  im  Intervalle  einerlei  Vor- 
Beidien,  so  gibt  es  wenigstens  einen  Wert  x^  von  x  im  Intervalle, 
für  den  die  Formet  gut: 

X  X 

I  uvdx  =  u{x^  I  vdx. 

Dabei  darf  Xq<,X  oder  >  X  sein. 

421.  Nener  Beweis  der  Taylorsohen  Formel.    Die 

Methode  der  teilweisen  Integration  (Nr.  41ö)  liefert  einen  sehr 
einfachen  und  eleganten  Beweis  des  Satzes  19  in  Nr.  112^  der 
ja  auch  ein  yerallgemeinerter  Mittelwertsatz  ist  und  den 
Taylorschen  Satz  20  ebenda  nach  sich  zieht. 

Es  seien  nämlich  x  und  h  zwei  gegebene  Zahlen^  dagegen 
sei  t  veränderlich  und  F{x  +  h  —  t)  eine  solche  Funktion  von  t, 
die  nebst  ihren  n  ersten  Ableitungen  für  alle  Werte  von  t  im 
Interralle  Ton  0  bis  h  stetig  ist.  Die  erste  Ableitung  von  F 
nach  t  ist  —  F\  die  zweite  F'\  die  dritte  —  F"'  usw.,  wenn 
die  Akzente  die  Differentiationen  nach  x  +  h  —  t  andeuten. 
Ist  nun  m  eine  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  n  —  1,  so  laßt  sich  das 
Integral  ^ 


ß 


l-m  —  l 


mittels  teilweiser  Integration  nach  der  Formel  (1)  Ton  Nr.  415 
umformen,  wenn 

u  «  F^^Hx  +  Ä  -  0;     also     i;'=»  ^— — ,  V  -  -, 
^      '  ^'  (m  — 1)1'  ml 

gewählt  wird.     Es  ergibt  sich: 
/  t 

0  0 

Wählen  wir  nun  die  obere  Grenze  t^h,  so  müssen  wir  diese 
Substitution  auch  in  dem  von  Integralzeichen  freien  ersten 
Summanden  rechts  machen.     Also  folgt: 

h  A 

[4»0,  4»1 
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Setzen  wir  hier  nacheinander  w  «  1,  2,  •  •  •  n.—  1  vod  addieren 

wir  alsdann  alle  hervorgehenden  n  —  1  Gleichungen,  so  ergibt 

sich,  weil  insbesondere 
h  h 

jF\x^h-t)dt f^^^^'^^^^dt [F{x+h^t)]LF{x+h)^F(x) 

ist,  die  Gleichung: 

worin. der  Best  B^  den  Wert  hat: 
h 

(2)  B,^fF(''Kx  +  h-t)^^dt. 

0 

Die  Gleichung  (1)  führt  zu  dem  Taylorschen  Satze  20 
in  Nr.  112,  wenn  dUe  Ableitungen  der  betrachteten  Funktion 
F(x  +  h  —  t)  von  ^  =«  0  bis  ^  =  Ä,  d.  h.  wenn  alle  Ableitungen 
der  Funktion  F(x)  im  Intervalle  von  a?  bis  o;  +  Ä  stetig  sind 
und  der  Rest  B^  für  lim  n  =-  cx)  den  Grenzwert  NuU  hat.  Die 
Gleichung  (2)  gibt  eine  neue  Form  des  Bestes,  die  bisweilen 
von  Nutzen  ist. 

422.    Nene    Ableitung    der    Lagrangeschen    und 
Canchyschen  Bestform.   Wenden  wir  den  Satz  22  von  Nr.  42GU 
auf  das  in  dem  Reste  B^  auftretende  Integral  an,  indem  wir 
die  zu  integrierende  Funktion  von  t  in  das  Produkt  von 

M«F(«)(a;  +  Ä— <)     und    t;  =  -^^ 

zerlegen,  und  bezeichnen  wir  den  dort  auftretenden  Wert  x^ 
jetzt,  da  an  seine  Stelle  ein  Wert  zwischen  0  und  h  tritt^ 
mit  (1  —  6)hy  wo  0  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet,  so 
kommt:  a 

B„  =  F^'Kx  +  eh)J^^dt  -  ^"F(-)(a:  +  ÖÄ). 

Dies  aber  ist  die  Lagrangesche  Bestform,  siehe  (4)  in  Nr.  112. 
Wenden  wir  dagegen  den  Satz  22  von  Nr.  420  in  der  Art 
an,  daß  wir 

«  =  FW(a;  +  Ä-0(;^     und    »-1 
4»1,  4»»] 
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wählen^  so  kommt:  ^ 

0 

und  dies  ist  die  dmckysche  Bes^onn,  siehe  (5)  in  Nr.  113. 

488.  Bin  HilÜMats.  Um  noch  einen  anderen  Mittel- 
wertsatz abzuleiten  y  bedürfen  wir  eines  einfachen  Hilfssatzes, 
den  wir  jetzt  aufstellen  wollen. 

Es  seien  Tq,  r^,  •  •  •  r„_^  solche  n  positive  Zahlen,  von 
denen  jede  folgende  kleiner  als  die  vorhergehende  oder  höchstens 
gerade  so  groß  ist.  Dagegen  seien  t^,  t^,  -  "  tn-i  beliebige  n 
(reelle)  Zahlen.     Setzen  wir  nun 

SO  ist 

^OPO  +  ^l(Pl  -Po)  +  ^t(Pi-Pl)  +  •  •  •  +  t^n-l(l>„-l  -P— »), 

daher: 

Hierin  sind  alle  Differenzen  Tq  —  t^,  ^1  "^  '"^i;  •  •  •  "^«-i ""  ''^«-1 
nach  Voraussetzung  positiv  oder  wenigstens  gleich  Null,  und 
dasselbe  gilt  von  r^_^.  Sind  nun  Ä  und  B>  Ä  zwei  Zahlen, 
zwischen  denen  alle  Summen  (1)  liegen,  so  ist  folglich: 

^(^1  -  ^i)  £  Pi(^i  -  '«^2)  £  ^{^x  -  '"^s); 

Addition  aller  dieser  Formeln  gibt  nach  (2): 

^^0  £  ^0^  +  ^1*1  +  •  •  •  +  '^„.i^n-i  <  -B-^o- 
Also  gilt  der 

Sata  23:  Sind  t^,  t^,  •  •  •  r^^j  «oZcÄe  »  positive  ZaJUen,  von 
denen  jede  folgende  kleiner  als  die  vorhergehende  oder  höchstens 

[4St2,  4)e3 
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gerade  so  groß  ist,  und  sind  t^^  t^^  •  •  t^_^  beliebige  n  redle  Zahleny 
so  ist,  faUs  aUe  Summen 

^0,    ^0  +  ^,    ^0  +  ^1  +  ^,    •••     ^  +  h  +  '"  +  K-i 
wünschen  den  Zahlen  A  und  B  >  Ä  liegen,  auch 

424.  Dritter  Kittelwertsats.    Wir  betrachten  nun  das 

Integral  x 

^  uvdXf 


/- 


dessen  obere  Grenze  X>  x^  sei.  Wir  setzen  voraus ,  daß  u 
und  V  im  Intervalle  Xq-^x^X  stetige  Funktionen  von  x  seien, 
und  außerdem  soU  v  beständig  positiv  sein  und  abnehmen,  wenn 
X  von  x^  bis  X  wächst. 

Schalten  wir  zwischen  x^  und  X  irgend  welche  Werte 
x^j  ajj,  •  •  •  a;^_i  in  steigender  Reihe  ein,  so  ist  das  vorgelegte 
Integral  nach  Nr.  410  der  Grenzwert  der  Summe 

J-M(a;o)v(a?o)(a?i-a?o)+w(a?i)«(^i)(^2-^i)  +  ---  +  «*(^«-i)^(^^^^ 

und  zwar  derjenige  Grenzwert,  der  sich  ergibt,  wenn  alle 
positiven  Differenzen  Xy^  —  x^,  x^  —  x^,  -  "  X  —  x^_^  nach  Null 
streben  und  ihre  Anzahl  n  dementsprechend  über  jede  endliche 
Zahl  wächst 

Setzen  wir  nun: 

so  bilden  Tq,  tr^,  •  •  •  r^_i  nach  der  über  v(x)  gemachten  Voraus- 
setzung eine  abnehmende  Beihe  von  lauter  positiven  Zahlen 
wie  in  Satz  23  der  vorigen  Nummer.     Setzen  wir  außerdem 

so  können  wir  daher  den  Hilfssatz  23  anwenden.  Es  bedeute 
also  Ä  eine  Zahl  kleiner  als  alle  Summen: 


(1) 


und  B  eine  Zahl  größer  als  alle  diese  Summen.    Ä  darf  auch 
4JS3,  4!e4] 
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gleich  der  kleinsten  und  B  gleich  der  größten  aller  n  Summen 
sein.     Alsdann  folgt  aus  dem  Hilfssatze^  daß 

(2)  Avix;)£J^Bvix,) 

ist. 

Wenn  wir  jetzt  alle  positiven  Differenzen  x^  —  x^,  x,  —  x^, 
•■•X  — a?^_i  nach  Null  streben  lassen,  indem  ihre  Anzahl 
n  über  jede  endliche  Zahl  wächst,  so  geht  aus  J  das  vorgelegte 
Integral  hervor.  Dagegen  gehen  die  Summen  (1)  über  in  alle 
Integrale  von  der  Form: 

(3)  /  udx, 

wo  die  obere  Grenze  x  alle  Werte  von  Xq  bis  X  erreichen  kann. 
Folglich  bedeute  Ä  den  kleinsten  Wert,  den  dieses  Integral  (3) 
annimmt,  wenn  x  von  Xq  bis  X  wächst,  und  B  seinen  größten 
Wert.     Nach  (2)  liegt 

(4)  -^-^   A 

zwischen  diesem  Minimum  und  Maximum.  Nun  aber  ist  das 
Integral  (3)  nach  Satz  6,  Nr.  410,  eine  stetige  Funktion  von  x 
im  Intervalle  Xq^x-^X.  Also  erreicht  es  jeden  zwischen  dem 
Minimum  und  Maximum  gelegenen  Wert  wenigstens  einmal, 
wenn  x  alle  Werte  von  Xq  bis  X  durchläuft,  nach  Satz  6  von 
Nr.  21.  Für  wenigstens  einen  Wert  5  von  x  zwischen  Xq  und  X 
hat  es  mithin  gerade  den  Wert  (4).  Daraus  folgt,  daß  es  einen 
Wei-t  I  im  Intervalle  a?o  ^  S  ^  ^  derart  gibt,  daß: 

(5)  /  uvdx  =  v(xq)  I  udx 

ist. 

Wir  hatten  angenommen,  daß  v(x)  beständig  positiv  sei 
und  abnehme,  wenn  x  von  Xq  bis  X  wächst.  Wenn  dagegen 
v{x)  beständig  positiv  ist  und  zunimmt,  sobald  x  von  Xq  bis  X 
wächst,  so  machen  wir  die  Substitution  ir  =  —  ^,  wodurch  das 
vorgelegte  Integral  nach  Nr.  417  in  das  Integral 

—  X  —«0 

-fu(-  t)v{--  t)dt     oder      fu^—  t)v(-  t)dt 

—  «0  —X 

Serret,  I)iff.-a.  Integnl-Bechnang.  IL    8.  Aufl.  4  [41^4 
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übergeht  (ygl.  Satz  8^  Nr.  412).  Hier  ist  wieder  die  untero 
Grenze  —  X  kleiner  als  die  obere  Grenze  —  Xq,  Wahrend  t 
alle  Werte  von  —  X  bis  —  x^  durchlänft,  nimmt  x  alle  Werte 
von  X  bis  Xq  an,  so  daß  v{-—  t)  oder  v(x)  dabei  bestandig  ab- 
nimmt Wir  konmien  also  zn  den  früheren  Annahmen  zurück^ 
und  es  folgt,  daß  ein  Wert  •—  |  im  Intervalle  — X^  —  |^  —  a:^ 
existiert  derart,  daß  analog  (5) 

-I 
/  w  (-  t)v  (-  t)dt  «  v{X)fu{-  t)dt 

ist.     Wenn  wir  jetzt  wieder  x  ^  —  t  einführen,  so  kommt: 

u(x)v{x)dx  =  —  v(X)  I  u(x)dx 

oder  nach  Satz  8,  Nr.  412: 

(6)  Ju(x)v{x)dx  -  v(X)  ju{x)dx. 

*o  ^ 

Mithin  ergibt  sieh  der 

Satß  24  (dritter  Mittelwertsate):  Sind  u(x)  und  v{x) 
im  Intervalle  x^^x  ^X  stetige  Funktionen  van  x  und  ist  v(x) 
im  ganzen  Intervalle  positiv,  so  gibt  es,  falls  v(x)  beständig  ab- 
nimmt, wenn  x  alle  Werte  von  x^  bis  X  durchläuft,  wenigstens 
einen  Wert  |  im  Intervalle  Xq^^^X  derart,  daß: 
X  ;- 

/  uvdx  =  v{x^  I  udx 

ist,  dagegen,  falls  v{x)  beständig  zunimmt,  wenn  x  alle  Werte 
von  Xq  bis  X  durchläuft,  wenigstens  einen  Wert  |  im  Intervalle 
x^^i^  X  derart,  daß 

X  X 

I  uvdx  =.  v(X)  /  udx 
ist. 
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§  5.  Integration  nnd  Differentiation  nnendlicher  Reihen. 

42B.  OleichmJLBige  Koavergens.  Von  solchen  un- 
endlichen Reihen;  die  eine  Veränderliche  x  enthalten,  haben  wir 
bifiher  nur  einen  besonderen  Fall,  nämlich  die  Potenzreihen, 
betrachtet.  (Vgl.  Nr.  112  und  Nr.  363).  Jetzt  wollen  wir 
allgemeiner  annehmen^  daß  u^,  u^,  u^y  ...  u^y  ...  eine  unbe- 
grenzte und  nach  irgend  einer  Vorschrift  gebildete  Folge  von 
Funktionen  einer  Veränderlichen  x  seien.  Alle  diese  Funktionen 
seien  in  dem  Intervalle  Ä<ix  <iB  stetig.  Ist  alsdann  die 
Reihe  Uq  +  u^  +  ti^  +  -"  für  jedes  x  dieses  Intervalles  kon- 
vergent^ so  ist  ihre  Summe 

(1)  /•(^)^Uo-^ti,+...  +  t*„-h... 

eine  im  Intervalle  Ä<x  <iB  definierte  Funktion  von  x. 

Man  darf  aber  den  Satz  13  von  Nr.  23  über  die  Stetig- 
keit einer  Summe  von  stetigen  Funktionen  nicht  ohne  weiteres 
auf  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Summanden  ausdehnen.  Es 
steht  daher  noch  gar  nicht  fest,  ob  die  Funktion  f(x)  stetig 
ist,  wenn  auch  die  einzelnen  Summanden  Mq,  m^,  ...  w^,  ... 
sämtiich  stetig  sind. 

Es  ist  vielmehr  fär  die  folgenden  Untersuchungen  unerläß- 
lich, vorauszusetzen,  daß  die  unendliche  Reihe  (1)  im  Intervalle 
A<.x<B  gleichmäßig  konvergiere.  Was  unter  der  gleich- 
mäßigen Konvergenz  zu  verstehen  ist,  geht  schon  aus  den  Be- 
trachtungen in  Nr.  364  hervor,  die  sich  allerdings  auf  den 
Bereich  der  komplexen  Zahlen  beziehen,  während  wir  hier  im 
Bereiche  der  reellen  Zahlen  verbleiben.     Danach  lautet  die 

Definition  der  gleichmäßigen  Konvergene:  Es  soü 
stets,  une  klein  auch  eine  positive  Zahl  6  gewählt  sein  mag,  einen 
Index  n  derart  geben,  daß  für  jedes  x  im  Intervalle  Ä<,x<iB 
und  für  jeden  Index  m  ^n  der  absolute  Betrag  des  Restes 

kleiner  als  6  wird: 

(2)  |Ä«(^)I<<^- 

Ist  diese  Voraussetzung  erfüUt,  so  läßt  sich  in  der  Tat 
zeigen,  daß  auch  die  Summe  f{x)  der  Reihe  (1)  eine  stetige 
Funktion  von  x  ist,  und  zwar  so: 
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Bezeichnet  f^{oc)   die  Summe   der  m   ersten  Glieder   der 
Reihe  (1): 

so  ist  f^{x)  nach  Satz  13  von  Nr.  23  im  Intervalle  A<ix<B 
stetig^  da  hier  ja  die  Zahl  der  Summanden  endlich  ist.  Ferner 
ist  JB^(x)  gleich  f{x)  —  f^{x)  und  daher  nach  (2)  für  jedes  x 
im  Intervalle 

i/"W-/»(^)i<*- 

Bedeutet  Xj^  irgend  einen  bestimmten  Wert  im  Intervalle^  so 
ist  also  auch: 

l/'(^i)-/«(«x)l<*. 
Nach  Satz  3,  Nr.  20^  gibt  es  ferner,  wie  klein  auch  die  positive 
Zahl  6  gewählt  sein  mag,  um  die  Stelle  x^  herum  ein  Intervall 
x^  —  h<ix<iXj^  +  h  derart,  daß  für  jedes  x  innerhalb  dieser 
Umgebung 

wird,  weil  f^ix)  stetig  ist.     Da 

ist,  80  folgt  aus  den  drei  vorstehenden  Ungleichungen  nach 
Satz  2,  Nr.  4: 

\f{x)-fix,)\<3iJ, 

sobald  x^  —  h<ix<.Xi  +  h  ist.  Aber  3^  ist  eine  beliebig 
kleine  positive  Zahl.  Also  bedeutet  dies  Ergebnis  nach  Satz  3, 
Nr.  20,  daß  f{x)  an  jeder  Stelle  x^  innerhalb  des  IntervaUes 
von  Ä  bis  B  stetig  ist. 

Sat0  25:  Sind  die  Summanden  der  unendli^ihen  Beihe 
/"(a;)  «  Wo  +  t*i  H +  w«  +  •  •  • 

im  Intervalle  A<x  <B  stetige  Funktionen  der  Veränderlichen 
X  und  konvergiert  die  Beilie  im  ganzen  Intervalle  gleichmäßig^ 
so  ist  au^h  die  Summe  f{x)  der  Beihe  innerhalb  des  IntervaUes 
eine  stetige  Funktion  von  x. 

426.    Integration   gleichm&ßig   konvergenter  nn- 
endllcher  Beihen.     Wir  können  nun  den  Satz  beweisen: 

Satjs  26:  Sind  die  Summanden  der  unendlichen  Beihe 
fix)  =  f  f^  +  ti^  +  . . .  +  M^  +  . . . 
41^5^  426] 
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im  Intervalle  A<,x<B  stetige  Funktionen  der  Veränderlichen 
X  und  konvergiert  die  Beihe  im  ganzen  Intervalle  gleichmäßig^ 
so  ist  auch  die  unendliche  Beihe 

XX  X 

J  u^dx  +J  u^dx-\ h  /  u„dx-^ 

Xo  Xo  Xo 

gleichmäßig  konvergent  und  ihre  Summe  gleich  dem  Integrale 

X 


ß 


falls  die  Integralgrenzen  Xq  und  X  im  Innern  des  IntervaUes 
von  Ä  bis  B  liegen,  d.  h,:  Eine  gleichmäßig  konvergente  unend- 
liche Beihe  darf  gliedweise  integriert  werden. 

Zum  Beweise  setzen  wir  wie  in  Toriger  Nummer 

/■(a=)-/«(^)+i?«(4 

Da  f(x)  nach  Satz  25  stetig  ist  und  dasselbe  von  f^ix)  gilt, 
so  ist  auch  B^(x)  als  Differenz  yon  beiden  Funktionen  stetig. 
Alle  drei  Funktionen  haben  folglich  nach  Satz  6,  Nr.  410,  im 
Intenralle  stetige  Integrale,  so  daß  kommt: 

XX  X 

(1)  fnx)dx  ''Jux)dx  +jB„ix)dx, 

3*0  «O  *0 

sobald  Xq  und  X  innerhalb  des  IntervaUes  von  Ä  bis  B  liegen. 
Nach  dwn  Mittelwertsatze  18,  Nr.  419,  gibt  es  einen  Wert  x^ 
zwischen  Xq  und  X,  für  den 

X 

(2)  jBJx)dx  =  (Z  -  x,)B^{x,) 

ist.  Dieser  Wert  x^  wird  im  allgemeinen  für  verschiedene 
Werte  von  X  verschieden  sein.     Aus  (1)  und  (2)  folgt: 

X  X 

(3)  Jf{x)dx  =JUx)dx  +  (X  -  x,)R^{x,). 

Wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  der  vorgelegten  Reihe 
gibt  es,  wenn  6  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  bedeutet, 
einen  Indexwert  n  derart,  daß  für  jedes  x  im  Intervalle  von 
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A  bis  B  und  för  jeden  Index  w  ^  n  auch  \E^\<6  ist.  Beim 
Grenzübergange  fQr  lim  m  «  oo  folgt  also  aus  (3) 

X  X 

/fix) dx  ^  lim    /  f^ (x) dx. 
in  =  «  J 

Es  ist  aber  nach  Satz  (1)  in  Nr.  413: 

XXX  X 

Jf^(x)dx  ^Ju^dx  +Ju^dx  +  •  •  •  +J^m^idx, 
SO  daß  folgt  : 

XXX  X 

(4)     Jf(x)dx  ^Juodx  +Ju,dx  +  . .  •  +Ju^dx  +  •  • .. 

Diese  unendliche  Reihe  ist  hiemach  auch  sicher  konvergent. 
Noch  erübrigt  aber  der  Beweis,  daß  sie  für  jedes  X  im  Inter- 
Talle  von  A  bis  B  gleichmäßig  konvergiert. 

Zum  Beweise  bezeichne  9i^(X)  den  Rest  der  Reihe  (4), 
der  nach  Streichung  der  m  ersten  Glieder  hervorgeht,  so  daß 
wir  haben: 

X  X 

Jf{x)dx  '=fUx)dx  +  «„(Z). 

Xo  Xo 

Vergleichung  mit  (3)  lehrt,  daß 

9l„(X)-(X-a;o)E„(a:,) 

ist,  wobei  wir  wissen,  daß  x^  zwischen  x^  und  X  liegt.  Da 
nun  I  B^{x^  \<0  für  m^n  ist,  so  folgt: 

iSR„(X);<tf|X-a;o|. 

Im  Intervalle  von  A  bis  B  ist  \X  —  Xq\  kleiner  als  \A  —  B\^ 

Wählen  wir  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  r  und  setzen 
wir  dann  6  ^x:\A  —  B\,  so  folgt,  daß  |  SR^(X)  j  <  r  für  jedes 
X  innerhalb  des  Intervalles  von  A  bis  B  und  für  jeden  Index 
w  >  n  ist,  d,  h.  die  Reihe  (4)  konvergiert  innerhalb  des  Inter 
valles  von  ^  bis  JB  in  der  Tat  überall  gleichmäßig. 
41^6] 
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427.  Slfferentlatloa  gleJchinäMy  konvergenter  nn« 
eadlloher  Belhen.  Es  liege  jetzt  wieder  eine  im  Intervalle 
von  A  bis  B  gleiohmafiig  konTergente  unendliche  Reihe 

J'(j?)  =  f?o  +  Vi  +  ---  +  t;„  +  ... 

von  lauter  stetigen  Funktionen  Vq,  v^,  ...  v^,  ...  vor.  Wir 
fOgen  jedoch  noch  die  Voraussetzung  hinzu:  Die  Funktionen 
Vq,Vi,  ...  v^^  ...  sollen  überall  im  Intervalle  stetige  Ableitungen 
haben,  und  die  unendliche  Reihe  dieser  Ableitungen 

(1)  /-(a:)»  <  +  <  +  •••  +  <  +  ••• 

soll  ebenfalls  im  Intervalle  gleichmäßig  konvergieren.  Nach 
unserem  letzten  Satze  ist  alsdann: 

XXX  X 

jf{x)dx  =Jv^dx  +Jv^dx  +  . . .  +jv;dx+  '  '  ., 

falls  x^  und  X  innerhalb  des  Intervalles  gewählt  sind,  und 
diese  Reihe  konvergiert  gleichmäßig.   Sie  läßt  sich  so  schreiben: 

X 

^f{x)dx^v^{X)--v,{x,)  +  v,{X)^v,{x,)  +  -^  +  v^{^ 
Addieren  wir  F{x^y  so  kommt  nach  Satz  6,  Nr.  103: 


X 


f{x)dx  +  Fix;)  -  f;o(^  +  v^{X)  +  ---  +  v„{X)  +  ■■■. 

Differentiation  nach  X  gibt  nun: 

f(X)=-^[v,iX)  +  v,{X)  +  ...  +  v„iX) +  ...]. 
Hieraus  und  aus  (1)  folgt  fOr  jedes  X  im  Intervalle: 
vi{X)+vi{X)+-.+v:{X)+-^-^[v,iX)+v,(X)+:.+v„{X)+...l 
Satz  27:  Sind  die  Summanden  der  unendlidien  Beihe 

im  Intervalle  von  Ä  bis  B  stetige  Funktionen  von  x  mit  stetigen 
Ableitungen  v'o,  Vi, .  - .  t;'„, .  .  .  und  konvergiert  sowoM  diese  Beihe 
(ds  auch  die  unendliche  Beihe 

f{x)^Vo  +  v\+-''  +  v:  +  '" 
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innerhalb  des  IntervaMes  überall  gleichmäßig j  so  ist  f(x)  die  Ab- 
leitung von  F(x),  d,  h.:  Eine  gleichmäßg  konvergente  unendliche 
Reihe  darf  gliedweise  differenziert  werden,  sobald  auch  die  dar 
durch  hervorgehende  unendliche  Beihe  gleichmäßig  konvergiert. 

428.  Beispiele.  Die  Sätze  der  beiden  letzten  Nummern 
zeigen,  daß  die  Sätze  7on  der  gliedweisen  Differentiation  einer 
Snmme  und  von  der  gliedweisen  Integration  einer  Summe, 
nämlich  Satz  12  von  Nr.  34  und  Satz  13  von  Nr.  413,  unter 
gewissen  Bedingungen  auch  auf  unendliche  Reihen  ausgedehnt 
werden  können.  Wir  heben  hervor,  daß  dabei  die  Bedingungen 
für  die  Differenzierbarkeit  viel  mehr  verlangen  als  die  für  die 
Integrierbarkeit. 

Liegt  insbesondere  eine  Potenzreihe 

^0  +  ^i(^  —  ^o)  +  ^(^  —  ^o)*+  •  •  •  +  ^«(^  —  ^^0)"+  •  •  • 
vor,  so  wissen  wir  nach  Nr.  364,  daß  sie,  falls  x  komplex  ist, 
innerhalb  ihres  Konvergenzkreises  gleichmäßig  konvergiert. 
Ist  r  der  Eonvergenzradius,  so  ist  folglich  die  Reihe,  wenn 
^0'  ^17  ^7 '  '  '  ^ni ' ' '  ^henso  wie  x  und  x^  reell  sind,  gleichmäßig 
konvergent  für  \x  —  Xq I  <  r,  dagegen  divergent  für  |  a;  —  a;©  |  >  r. 
Die  Potenzreihen  liefern  uns  daher  Beispiele  für  unsere  Sätze. 

1.  Beispiel:  Nach  Satz  1,  Nr.  101,  ist  die  Reihe 

im  Intervalle  —  1  <  a;  <  +  1  gleichmäßig  konvergent.  Wählen 
wir  Xq  =  0,  so  gibt  die  Integration: 

(2)  arctgX  =  f-^'  +  ^'-^  +  ... 

für  I X I  <  1.  Dabei  ist  der  Arkus  im  Intervalle  von  —  jx 
bis  +  j7t  zu  wählen,  weil  wir  arc  tg  ^Cq  =  arc  tg  0  =  0  an- 
genommen haben.  Man  kann  hieraus  schnell  konvergierende 
Reihen  für  die  Zahl  tc  gewinnen.  Z.  B.  ist  4  arc  tg  ^  gleich 
arc  tg  f~.     Da  andererseits  arc  tg  1  =«  -ja  ist,  so  folgt: 

^Ä  =  4arctg|~arctg2|g, 
also  nach  (2): 

«-i6[i-ia)'+Ki)'--..] 

_  4r_.i.  _  i  .  c_l_^»  j.  x(.L>fi 1 

4»7,  4»8] 


§  6.   Integration  und  Differentiation  nnendlicher  Reihen.         57 

Brechen  wir  die  erste  Reihe  nach  der  17.,  die  zweite  nach 
der  5.  Potenz  ab,  so  ergibt  sich  hieraus  auf  12  Dezimalen 
genau  ^  _  3^  j4j  592  653  59Ö. 

Die  Reihe  (2)  ergibt  sich  auch  aus  der  Maclaurinschen 
Entwicklung.  Ist  nämlich  y  =  arctg^T;  so  ist  y'  ^  cos't/  oder 
y'  =«  cos  y  sin  (ff  +  \  tc).  Hieraus  folgt  durch  Schluß  von  n 
auf  n  +  1  leicht: 

y<-)-(n-l)!cos-y8in[«(y+i«)]  =  («-l)!?^?f^*!^ti'0]^ 

y  1  +  X* 

wo  die  Wurzel  positiv  ist,  weü  sie  cos  y  >  0  vorstellt.  Nach 
Satz  24  von  Nr.  116  ist  also: 

wobei  die  Gauchysche  Restform  gilt: 

iJ..  ^  sin  {2n  (arc  tg  dx  +  i«)]  •  ^^^^y!~' 

die  zeigt,  daß  lim  R^^  =  0  für  «  =  cx)  ist,  sobald  |  a;  |  <  1  ist, 
und  auch  noch  für  o?  =  ±  1.  Für  x  ^  ±1  geht  die  allerdings 
sehr  langsam  konvergierende  Reihe  für  yc  hervor,  die  Leibniz 
fand:  ^       1_1 4.  i_l   . 

2.  Beispiel:  Nach  der  Binomialformel  (4)  in  Nr.  125  ist 

für  >|<1: 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist.  Satz  26  von  Nr.  426  gibt,  wenn 
oTq  =  0  gewählt  wird,  für  |  X  |  <  1 : 

(4)      arcsinX=«-  +  -^--  +  — -^-+;,T4T^-y  +  .--, 

wobei  der  Arkus  zwischen  —\%  und  +  j^  liegt.  Für  |X|  >  1 
ist  die  Formel  sinnlos.  Die  Reihe  (4)  ist  dagegen  noch  für 
X  =  ±  1  konvergent  und  liefert,  wie  wir  nebenbei  bemerken, 
alsdann: 

k^^lj^X.X4^lll,kA^  18-5  .11... 
2^  1      »     2       3     "^  2.4       6i^2-4-6      7      • 
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Zweites  Kapitel. 
Integrale  Yon  elementaren  Funktionen. 


§  1.  Integration  der  rationalen  Funktionen. 

429.  Vorbemerkimg.  Wenn  wir  auch  in  Nr.  44 
nnter  den  elementaren  Funktionen  nur  gewisse  sehr  spezieUe 
Funktionen  verstanden  haben,  so  mag  doch  von  jetzt  an 
jede  solche  Funktion  elementar  heißen,  die  wir  auf  Grund 
der  Differentiationsregeln  von  §  2  bis  5  des  2.  Kap.,  1.  Bd., 
zu  differenzieren  imstande  sind.  Elementar  nennen  wir  also 
solche  Funktionen,  die  aus  den  in  Nr.  44  angeführten  speziellen 
elementaren  Funktionen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Opera- 
tionen zusammensetzbar  sind.  Nach  Satz  6  von  Nr.  410  hat 
jede  elementare  Funktion,  sobald  sie  in  einem  Intervalle  stetig 
ist,  auch  Integrale,  die  in  demselben  Intervalle  ebenfalls 
stetig  sind. 

Es  liegt  jedoch  kein  (Jrund  vor  zu  der  Erwartung,  durch 
die  Integration  von  elementaren  Funktionen  wieder  zu  elemen- 
taren Funktionen  zu  gelangen.  In  dem  besonderen  Falle,  den 
vrir  in  diesem  Paragraphen  betrachten  wollen,  ist  es  aUer- 
dings  so. 

Daß  zunächst  die  Integrale  der  ganzen  rationalen  Funktionen 
in  der  Tat  elementar  und  zwar  wieder  ganze  rationale  Funktionen 
sind,  zeigt  das  erste  Beispiel  in  Nr.  414.  Wir  wenden  uns 
zu  den  gebrochenen  rationalen  Funktionen. 

430.  Allgemeine  Integration  einer  gebrochenen 
rationalen  Funktion.  Es  sei  F{x) :  f(x)  eine  gebrochene 
rationale  Funktion  von  x.  Nach  Nr.  379  dürfen  wir  annehmen, 
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daß  sie  schon  auf  eine  solche  Form  gebracht  sei,  in  der  die 
ganzen  rationalen  Punktionen  F{x)  und  f{x)  rdativ  prim  sind. 
Femer  nehmen  wir  an,  die  Funktion  f{x)  sei  schon  in  ihre 
▼erschiedenen  linearen  Faktoren  zerlegt  worden: 

f(x)  =  (a:  -  ay(x  -  fc/  . . .  (a:  -  1)^ 

so  daß  a,  bf  .  .  .  l  Yoneinander  verschiedene  Eonstanten  und 
a^  ß,  .  .  .  l  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Wir  haben  hier 
wie  in  Nr.  383  angenommen,  daß  der  Koeffizient  der  höchsten 
Potenz  von  x  in  f(x)  gleich  Eins  sei.  Dies  ist  statthaft,  denn 
wir  können  den  Bruch  F(x)  :  f{x)  dadurch,  daß  wir  ihn 
mit  einer  Eonstanten  erweitern,  stets  auf  eine  solche  Form 
bringen. 

Nach  Satz  2  in  Nr.  383  läßt  sich  nun  die  vorgelegte  ge- 
brochene Funktion  in  der  Form  darstellen: 

>(X)_  Ä  Ä,  ^g-l 


(1) 


f(x)        (x—a)"       (x— a)«-^  «— « 


+s---F+,d?-.+-+fe'+"w- 


Dabei  bedeutend,  -4„  ...A^^^^B,  ^i, ...  ^^-i>-  •  •  A  A;---'-'i-i 
Konstanten,  von  denen  A,  B, .  .  .  L  sämtlich  von  Null  ver- 
schieden sind,  während  G{x)  eine  ganze  rationale  Funktion  ist. 
Diese  Summe  können  wir  nach  Satz  13  von  Nr.  413  gliedweise 
integrieren.  Das  letzte  Glied  G{x)  liefert  dabei  nach  voriger 
Nummer  eine  ganze  rationale  Funktion  H{x), 
Da  femer  nach  (1)  und  (2)  in  Nr.  402: 


C^l ^  -  -.  +  konst.  für  n^\,C~=^hxt  + 

ist,  woraus  durch  die  Substitution  t^x  —  c  folgt: 

C-^ ^ r  +  tonst,  für  n  +  1, 


konst. 


{x-cT  (n~l)(a:-c)' 

— •  c)  +  konst., 

[430 


j 


=  In  (x  — •  c)  +  konst., 
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80  ergibt  die  Integration: 

J    fix)                 (a-l)(fl:-ar-^      (a-2)(aj-a)«-«  a;-a^     «-i      ^  ^ 
_^._ ^"-^r-, ^  +  B,.,ln(a;-6) 


^^^T^. ^,  +  L,.,ln(a:-0 


+  jff(ic)  +  konst. 

Dos  unbestimmte  Integral  einer  gebrochenen  rationalen 
Funktion  ist  also  da/rsteUbar  als  eine  Summe  aus  rationalen 
und  logarithmischen  Funktionen,  Doch  ist  dies  nur  ein  vor- 
läufiges Ergebnis^  denn  die  Nullstellen  a,  h, . .  .1  des  Nenners 
f{pc)  können  ja  zum  Teil  oder  sämtlich  komplexe  Zahlen  sein, 
so  daß  dann  in  unserer  Formel  rechts  noch  mit  imaginären 
Größen  behaftete  Glieder  auftreten.  Da  wir  bisher  nur  über  die 
Integration  von  reellen  Funktionen  gesprochen  haben,  so  ist 
unser  Ergebnis  in  diesem  Falle  vorläufig  geradezu  unbegründet 
Wir  werden  in  Nr.  432  sehen,  daß  es  dennoch  auch  im  Falle 
komplexer  Nullstellen  des  Nenners  zu  dem  richtigen  Ergeb- 
nisse führt. 

Außerdem  ist  hervorzuheben,  daß  wir  x  auf  ein  solches 
Intervall  zu  beschränken  haben,  wo  der  Integi-and  F{x)  :  f{x) 
stetig  ist,  d.  h.  auf  ein  Intervall,  das  keine  der  Stellen  a,b,-  -  -l 
enthält.  Ist  femer  z.  B.  a;  —  a  <  0,  so  ist  nach  der  zweiten 
Formel  (2)  von  Nr.  402  statt  In  (a;  —  a)  der  Wert  In  (a  —  x) 
zu  setzen. 

431.  Bedingimg  daffir,  daß  das  Integral  einer  ra- 
tionalen Funktion  auch  rational  wird«  Da  das  Ini^gral 
einer  ganzen  rationalen  Funktion  stets  rational  ist,  sehen  wir 
von  diesem  Falle  ab  und  betrachten  eine  wirklich  gebrochene 
rationale  Funktion  F(x)  :  f(x).  Die  letzte  Formel  der  vorigen 
Nummer  zeigt,  daß  das  Integral  nur  dann  rational  ist,  wenn 
einzeln  ^^_^^^^    ^^_^^^^     •..i,_.  =  0 

ist.  Da  Ä,B,  "  L  nach  Satz  2,  Nr.  383,  von  Null  ver- 
schieden sind  und  andererseits  mit  ^„_i,  5^_i,  •  •  •  L^i^i  zu- 
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sammenfalleii^  wenn  a«l,  /?=■!,  •••A=«l  ist,  so  ist  also 
vor  allem  erforderlich,  daß  der  Nenner  f{x)  keine  einfache 
Nnllstelle  habe. 

In  Nr.  390  sahen  wir  nun:  Wenn  man 

setzt,  so  ist 

^«-l-(a_l)I»      •"/*-!  ""(^-1)1  '      '"■^i-l"    {X-l)l' 

Also  ist  das  Integral  dann  und  nur  dann  rational,  wenn  die 
Bedingungen  erfQlIt  sind: 

(1)       9)«'-i)(a)  =  0,     *((»-»)(6)  =  0,     ...  ra(^-»)(r)-0 
(a  +  1,  ^  +  1,  •••  A  +  1). 

Die  Anzahl  der  Bedingungsgleichnngen  ist  gleich  der  Anzahl 
der  verschiedenen  Nullstellen  von  f(x). 

Ist  der  Grad  des  Zählers  F(x)  um  mindestens  zwei  Ein- 
heiten kleiner  als  der  des  Nenners  f{x),  so  reduziert  sich  die 
Anzahl  der  Gleichungen  um  Eins.  Denn  wenn  f{x)  vom  n*®"* 
Grade  und  F(x)  vom  höchstens  (w  —  2)*«^  Grade  ist,  enthält  die 
Partialbruchzerlegung    (1)    in   Nr.  430    keine  ganze   rationale 

Funktion  G(x),  und  außerdem  ist  dann  a  +  ß 1-  ^  gleich  w. 

Bringt  man  nun  alle  Partialbrüche  auf  den  gemeinsamen 
Nenner  f{x),  so  wird  der  Zähler  vom  (»  —  1)*~  Grade  in  x, 
muß  aber  gleich  F(x),  also  vom  höchstens  (n  —  2)*®**  Grade  sein. 
Daher  muß  dabei  ic"~*  den  Koeffizienten  Null  erhalten,  und 
somit  ist  dann: 

oder 

\^J  (a  — 1)1    ^    (ß-t)\  ^  ^   (A  — 1)1  ' 

SO  daß  also  eine  der  Bedingungen  (1)  eine  Folge  der  übrigen 
ist.  Die  Formel  (2)  umfaßt  als  besonderen  Fall,  nämlich  für 
a  =  /}«..,  =  ^  r=z  1^  die  des  Satzes  5  in  Nr.  386. 

[431 
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432.  Erste  Methode  znr  Integratton  einer  ratio- 
nalen Funktion  mit  komplexen  Nnllstellen  des  Nenners. 

Wie  in  Nr.  430  gesagt  wurde,  müssen  wir  die  dort  gegebene 
Methode  noch  ergänzen^  wenn  der  Nenner  f{x)  der  zu  inte- 
grierenden Funktion  F{x) :  f{x)  komplexe  Nullstellen  hat. 
Wir  nehmen  dabei  natürlich  an,  daß  die  Koeffizienten  von 
F{pc)  und  f{x)  sämtlich  reell  seien.  Ist  nun  h  +  ik  eine 
gerade  w-fache  Nullstelle  des  Nenners,  so  ist  nach  Satz  24, 
Nr.  378,  auch  h  ^  iTc  eine  solche.  Diese  Nullstellen  liefern 
in  der  Partialbruchzerlegung  (1)  von  Nr.  480  zwei  Summen 
von  der  Form: 

:? + ^! L I ^»zii_ 

{x^h—ikf       (x  —  h  —  ikf^  x  —  h^ik 

§ I ^1 _i 1         ^m-i       . 


j 'i^ 1 ^i L  .  .  .  4. 


(^x  —  h  +  ikf       (X'-h  +  ik)"'-^  x  —  h  +  ik 

Dabei  lassen  sich  die  Koeffizienten  R,  i?i,  •  •  •  i?^.i  nach 
Nr.  390  durch  ein  Verfahren  berechnen,  das  ebeuso  für  S,  Ä^, 
•••S^_i  zu  benutzen  ist  und  sich  von  jenem  nur  dadurch 
unterscheidet,  daß  anstatt  h  +  ik  der  Wert  h  —  ik  zu  nehmen 
ist.  Daraus  folgt,  daß  R  und  S,  ebenso  R^  und  S^  usw., 
schließlich  ebenso  R^^i  und  S^_i  konjugiert  komplex  sind. 
Die  zu  betrachtenden  Glieder  der  Partialbruchzerlegung  haben 
mithin  die  Form: 


(1) 


M  +  iN  M,+iN,  ....       Jfm-l  +  t^m-1 

(a.-_Ä-a-r       (x~Ä  — lÄr-^  x  —  h-ik 

(X  — Ä  +  a)"*       (a;  — Ä  +  üfc)"*-^  x  —  h  +  ik 


Nehmen  wir  vorläufig,  ohne  die  dazu  eigentlich  nötige 
Begründung,  auch  jetzt  die  Integration  so  vor,  als  ob  alle 
diese  Glieder  nur  reelle  Konstanten  enthielten,  so  liefern  die 
beiden  in  (1)  übereinander  stehenden  Summanden 

(2)  M  +  iN     _^       M^iN 


(aj  —  Ä  —  t  kf       (x  —  h  +  » &)« 
nach  Nr.  430  das  Integral: 

.gx M  +  iN M—JN 
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Die  Summe  (2)  und  ebenso  die  Summe  (3)  ist  reell^  denn 
wenn  darin  i  mit  —  i  vertauscht  wird,  so  ändern  sich  die 
Summen  nicht.  Die  reellen  Formen  gehen  sofort  hervor,  wenn 
man  die  Summen  auf  gemeinsame  Nenner  bringt.  Um  also 
zu  beweisen,  daß  diese  Methode  der  Integration  im  Bereiche 
der  komplexen  Zahlen  erlaubt  ist,  genügt  es  zu  beweisen,  daß 
der  Differentialquotient  der  reellen  Funktion  (3)  in  der  Tat 
die  reelle  Funktion  (2)  ist  Diesen  Nachweis  dürfen  wir  für 
die  Summanden  in  (3)  einzeln  führen,  da  ja  nach  Nr.  368 
aach  im  Bereiche  der  komplexen  Zahlen  die  Regeln  für  die 
Differentiation  einer  Summe  und  einer  ganzzahligen  Potenz 
gelten.  Man  sieht  nun  sofort,  daß  die  Summanden  von  (3) 
differenziert  die  von  (2)  ergeben. 

Derselbe  Schluß  gilt  für  jedes  andere  Paar  von  über- 
einanderstehenden  Summanden  des  Ausdruckes  (1),  abgesehen 
von  dem  letzten  Paare     Dieses  Paar 

X  —  h  —  ik         '        X  —  Ä  +  iÄ 
ergibt  nämlich,  wenn  wir  unbekümmert  um   die  auftretenden 
imaginären  Größen  die  ^edweise  Integration  ausführen,   das 
Integral: 

(b)iM„_,+iN„_,)Ln{x-h-ik)+iM„_,-iN„_,)La(x-h+iJ:), 
WO  wir  wie  in  Nr.  376  das  Zeichen  Ln  statt  In  benutzen, 
weil  es  sich  um  Logarithmen  im  Bereiche  der  komplexen 
Zahlen  handelt  Nun  können  wir  die  Summe  (4)  auf  die 
reelle  Form  bringen: 

(5)  9  :^ - 1  {x  —  h)'^N^ _  1  k 
^  ^                               ^  (x  —  Ä)«  +  Ä:» 

Andererseits  können  wir,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll, 
auch  die  Summe  (5)  auf  eine  reelle  Form  bringen.  Ist  dies 
geschehen,  so  genügt  es,  um  die  Richtigkeit  der  angewandten 
Methode  zu  beweisen,  nur  noch  zu  zeigen,  daß  die  reell  ge- 
schriebene  Funktion    (5)    als   Ableitung    die   reelle   Punktion 

(6)  hat. 

Um  den  Ausdruck  (5)  auf  eine  reelle  Form  zu  bringen, 
bedenken  wir,  daß 

(7)  ^_Ä_iA;_|/(a;-A)»  +  Fi^;-^ 
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ist^  wenn 

(8)  „^—^-Vf^tlE 

gesetzt  wird.  Die  Größe  w  ist  reell.  Nun  ist  nach  Nr.  376 
nnd  nach  (7) 

Ln  (a;  -  Ä  -  ik)  =  In  y(i~^Kf~+k^  +  Ln  [^^ 
oder  also  nach  (1)  in  Nr.  377: 

Ln  (a;  —  Ä  -  iJc)  =  |hi  [(x  —  ä)*  +  *T+  2i  arc  tg  ti;. 
Ebenso  ist: 

Ln  (a:  —  Ä  +  lÄ)  ==  jln[(a:  —  A)'  +  *«]—  2»  arc  tg  w. 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (5)  ein,  so  nimmt  die  Summe  (5) 
in  der  Tat  die  reelle  Form  an: 

(9)  Jf,_,ln[(a;-/»)'+fc^-4Jr„_,«m>tg"-'^-^(;-^^''+-^. 

Dieser  Ausdruck  laßt  noch  eine  Vereinfachung  zu.  Setzen  wir 
nämlich   (a?  —  A)  :  Ä  =-  jer,   so   ist  die  auftretende  Arkusfutiktion 

diese:  .  , . 

arctg(^-V9^l), 

also  ein  Winkel,  dessen  Tangens  gleich  z  —  Yis*  +  1  ist.  Der 
Tangens  des  doppelt  so  großen  Winkels  ist  gleich  —1:0, 
daher: 

—  2arctg  {0  —  ")/jef*  +  l)=  —  arctgf j  «arctg  — «arcctgj? 

1  . 

=  ~  ;r  —  arc  tg  z. 

Da  eine  additive  Eonstante  bei  der  ausgeführten  unbestimmten 
Integration  gleichgültig  ist,  so  können  wir  folglich  den  Aus> 
druck  (9)  durch 

(10)  M^_,  \^\_{x  -  hy  +  ä:«]-  2N„_,  arctg  ^* 
ersetzen. 

Wenn  wir  diese  reelle  Funktion  von  x  diflferenzieren,  so 
geht  in  der  Tat  der  Ausdruck  (6)  hervor.  Damit  ist  der  Be- 
weis dafür  beendet,  daß  wir  zunächst  ohne  Rücksicht  auf  auf- 
tretende imaginäre  Konstanten  wie  in  Nr.  430  integrieren 
dürfen.  Fassen  wir  nachher  je  zwei  konjugiert  komplexe 
Ausdrücke  zu  einem  zusammen,  und  ersetzen  wir  die  Loga- 
rithmen von  imaginären  Größen,  wie  wir  es  getan  haben,  nach 
431^1 


§  1.  Integration  der  rationalen  Funktionen.  65 

Formel  (1)  von  Nr.  377  durch  Summen  von  Logarithmen  und 
Arkusfimktionen  von  reellen  Größen,  so  ergibt  sich  schließlich 
das  Integral   der   gebrochenen   rationalen  Funktion   in   seiner 

exakten  reellen  Form. 

• 

433.  Zweite  Methode  znr  Integration  einer  ratio- 
nalen Funktion  mit  komplexen  Nnllstellen  des  Nenners. 
Dies  Verfahren,  bei  dem  wir  durchaus  im  Bereiche  der  reellen 
Zahlen  verbleiben,  beruht  auf  der  in  Satz  10  von  Nr.  395 
aufgestellten  reellen  Partialbruchzerlegung  von  F{x)  :  f{oc),  die 
-wir  gliedweise  integrieren.  Jene  Zerlegung  zeigt,  daß  die 
Integration  geleistet  werden  kann,  sobald  wir  Integrale  von 
der  Form: 

^^  J{x'  +  px^ctr 

auszuwerten  imstande  sind.  Darin  bedeuten  P,  Q,  jp,  q  reelle 
Eonstanten,  und  m  ist  eine  positive  ganze  Zahl.  Weil 
s^  +px  +  q  nach  Nr.  394  die  Form 

^  +p(x^  +  gr  =»  (a:  -  A  -  i1t){x  -~h  +  ik)  ^  (x  -  hy  +  ** 

hat,  80  ist  dabei  p^  —  2h  und  g  —  fc*  +  A*,  also  umgekehrt 


h \p,    lc^yq-^\p\ 

wobei  der  Radikand  positiv  ist  und  k  mit  beliebigem  Vorzeichen 
gewählt  werden  darf.    Es  ist  also: 

r^^x  +  Q  ^  r_Px+Q 

J  ix'  +P^  +  «)"•  J  [(^  -  Ä)«  +  JcT 

Einen  speziellen  Fall  dieses  Integrals  haben  wir  im  2.  BeispielQ 

in  Nr.  418   erledigt.     Wir  machen  hier  dieselbe  Substitution 

wie  dort,  indem  wir 

(2)  x^h  +  kt 

setzen,  so  daß  sich  ergibt: 

(s)  r_if^±R_dx p   r  *^^    I  p^+Q  r  ^t 

Weil  tdt  =  jd{iP  +  1)  ist,  so  ist  insbesondere  fftr  w  >  1: 

(4t)  I =» r  -h  konst. . 

^^  J(*'  +  ir  2(m-l)(««H-l)"'-*^  ' 
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dagegen  für  w=  1: 

(5)  J^j-Jhi(<*  +  1)  + tonst 

Es  kommt  also  mir  noch  darauf  an,  das  in  (3)  auftretende 
letzte  Integral  zu  bereclmen.     Weil 

1 1 t^_ 

ist,  so  wird: 

Um  zunächst  das  zweite  Integral  rechts  auszurechnen,  wenden 
wir  teilweise  Integration  nach  Satz  17  in  Nr.  416  an,  indem 
wir  seinen  Integranden  in 

U'V  =«  t'  —- 

zerlegen,  also 

.      .               /•     tdt 
M  ==  1,     t;  ==  / — 

oder  nach  (4): 

1 

v  =  — 


2(m— l)(t«+l)"*"^ 

setzen.     Dann  gibt  die  teilweise  Integration 

/'    t^dt      ^ t 1  r dt 

Setzen  wir  dies  Ergebnis  in  (6)  ein,  so  kommt  fElr  w>  1: 

,„x      /• dl_^ t 2m  — 8  r dt^ 

^  ^  J(«8  +  i)'»        2(1»  — !)(««  + l)"-^        2m- 2J  (^«^l)"»-i* 

Es  ist  dies  eihe  Bekursions formet,  in  der  wir  nach  und 
nach  m  durch  m  —  1,  m  —  2,  ...  2  ersetzen,  so  daß  insgesamt 
m  —  1  Formeln  hervorgehen,  von  denen  die  letzte  lautet: 

J (7.>V'  °°  ^J+T)  +  vj  <»  +1  =  2(?TT)  +  5  a«5  tg  <  +  koMt- 
Multiplizieren  wir  die  m  —  1  Gleichungen  bzw.  mit 

-        2 »»  —  8        (2m  — 8)(2w  — 5)  (2m  — 8)(2m  — 5)    •  ■  3 

'     2m  — 2^     (2m  — 2)(2m  — 4)^  '  '  *  (2m  —  2)(2m  —  4  •  • -4 

438]  ' 
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und  addieren  sie  dann^  so  kommt  fttr  m  >  1: 

J(<*+1)"'"' (2m  — 2)  («•  +  !)"•"*        (2ifi  — 2)(2m  — 4)(^«  +  l)'"-^ 

,    (2«— 8)(2«— 6)...8       t        ,   (2m— 8)(2m-5)...8         ,     ,   ,   ,         . 
•  •  •  +  (2-^-2)(2irr4)Tr2  *^r+i  +(2~^-Z:2T[2-|^^ 

während  wir  natürlich  für  m  »  1  die  einfachere  Formel 

(9)  /  ^rjn  =-  arc  tg  <  +  konst 

haben. 

Wenn   wir   schließlich   die  Werte  (4)   und  (8)    bzw.   im 
Falle  w  =«  1  die  Werte  (5)  und  (9)  in  (3)  einführen,  so  kommt 

(10)  f     ^"+g    „.dx^-^-j^ L__  + 

Ph±Q  r     1 t_ 

2m  — 8 t ^ 

(2m  —  2)(2m  —  4)  (««  +  1)"*- * 
(2m  —  8)(2m  — 5)--8        t 
"^  (2m  —  2)(2m  —  4) ...  2  (t*  +  1) 

,    (2m  — 8)(2m  — 6)-..8        x     .1    ,    ,         . 
+  -,7i -Jrk -A< — iarctff^    +  konst. 

'    (2m  — 2)(2m  — 4)- ■ -2        ^  J    ' 

für  m  >  1,  dagegen  für  w  =  1: 

Bei  diesen  Formeln  ist  daran  zu  erinnern,  daß  p  ^  —  2h, 
g  =  Ä*  +  i*  und  t  '^  (x  —  h):Jc  ist,  so  daß 

yg    ,    1   _  ic*  +  P^  +  g 

ist.     Mithin  ergibt  sich: 

(12)  hi{t^  +  1)-  hi[(a;  -  Ä)*+  Jk«]-  2hl*, 

(13)  arc  tg  ^  =  arc  tg    7^    • 

Es  treten  also,  wie  zu  erwarten  war,  genau  dieselben  Logarithmus- 
und  Arkusfunktionen  wie  bei  der  ersten  Methode  auf,  vgl.  (10) 
in  Nr.  432. 

^*  [43S 
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Wir  haben  gefunden: 

Sata  1:  Die  Integrale  von  gebrochenen  rationalen  Funktionen 
sind  Summen  von  ganzen  und  gebrodienen  rationalen  Funktionen 
und  von  Funktionen  von  der  Form: 

konst.  •  In  [(a:  —  hy  +  Ä*],      konst.  •  arc  tg  —j—  • 

Die  eyMometrischen  Funktionen  fehlen  nur  dann,  wenn  der 
Nenner  der  zu  integrierenden  Funktion  keine  komplexe  NtdU 
stelle  hat. 

Die  wirkliche  Ausführung  der  Integration  erfordert  aller- 
dings die  vorhergehende  Bestimmung  aller  Nullstellen  des 
Nenners. 

§  2.  Integration  algebraischer  Funktionen  durch 
Bationalisieren. 

434.  Bationale  Funktionen  einer  Wurzel  aus  a + bx. 

Wir  werden  in  diesem  Paragraphen  eine  Reihe  von  Integralen 
vorführen^  bei  denen  es  durch  Einführung  passender  neuer 
Veränderlicher  gelingt^  die  Integranden  rational  zu  machen,  so 
daß  das  Integrationsproblem  auf  das  des  ersten  Paragraphen 
zurückkommt.  Ist  eine  solche  Zurückführung  möglich,  so 
sagt  man,  daß  der  Integrand  rationalisiert  werden  kann.  Ins- 
besondere wenden  wir  dies  Verfahren  auf  entwickelte  dlgebraiscfie 
Funktionen  an  (vgl.  Nr.  39). 

Wenn  zunächst  der  Integrand  f(x)  des  Integrals  ff{x)dx 
eine  rationale  Funktion  von 

mit  ganzem  positiven  Exponenten  m  ist,  so  setzen  wir 

a+bx='t'^,     d.  h.  rc  =  — ^>     da;  =  ^^"•"^d^, 

so  daß  der  Integrand  des  neuen  in  t  ausgedrückten  Integrals 
nach  Nr.  417  augenscheinlich  rational  wird. 

Dasselbe  Verfahren  ist  anwendbar,  wenn  der  Integrand  eine 
rationale  Funktion  von  mehreren  Potenzen  von  a  +  bx  ist,  deren 
Exponenten  rationale  Zahlen  sind.  Denn  wenn  m  die  kleinste 
positive  ganze  Zahl  ist,  die  alle  Nenner  der  auftretenden 
rationalen  Exponenten  als  Faktoren  enthält,  so  sind  alle  jene 
438,  434] 
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Potenzen  ganze  Funktionen  der  w**"  Wurzel  aus  a  +  bx.    Der 
Integrand  ist  folglich  wie  in  dem  vorher  betrachteten  Falle  eine 
rationale  Funktion  dieser  Wurzel. 
Beispiel:  Liegt  das  Integral 


fv. 


zdx 


Yor  und  ist  Yx  etwa  positiv,  so  tritt  x  mit  den  Exponenten  ^ 
und  \  auf.    Also  setzen  wir  x  »  t^^  dx  ^  &t^dtj  so  daß  kommt: 

Die  anzuwendende  Partialbruchzerlegung  ergibt  sich  leicht  durch 
Partialdivision,  nämlich: 

80  daß  kommt: 

+  d]n{fi  +  1)  +  6  arc  tg^  +  konst. 

+  31n  {Vx  +  1)  +  6  arc  tgf"^  +  konst. 

Weil  Yx  >  0  angenommen  und  gleich  fi  gesetzt  worden  war, 
so  ist  <  >  0,  also  yx>  0. 


ß. 


435.  Battouale  Fimktionen  von  x  und  y^+^. 

Es  sei  die  positive  Quadratwurzel  von  a  +  bx  mit  X  bezeichnet. 
Wir  betrachten  alsdann  Integrale 


/' 


f(x,  X)dx, 

deren  Integranden  f{Xy  X)  rationale  Funktionen  von  x  und  X 
sind.     Setzen  wir 

a  +  6a?  =  t^y    d.  h.  dx  ^  ^tdt, 

so  wird  der  Integrand  des  neuen  Integrals  offenhikr  rational  in  ty 
womit  die  Rationalisierung  geleistet  ist. 

[4S4,435 
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Beispiel: 

436.  Rationale  Funkttonen  vonae^imd  ya+&^+^-  Ist 

die  positive  Wurzel  aus  a  +  &^  +  cx^  und  sind  die  Koeffizienten 
a,  &;  c  so  beschaffen^  daß  X  fQr  ein  gewisses  Intervall  von 
Werten  der  VeriLnderlichen  4jc  reell  wird,  so  soll  es  sich  um 
die  Auswertung  solcher  Integrale 


/' 


f{x,X)dx 

handeln,  deren  Integranden  rationale  Funktionen  von  x  und  X 
sind.  Der  Fall  0  =  0  ist  schon  in  voriger  Nummer  erledigt. 
Je  nachdem  c  >  0  oder  c  <  0  ist,  können  wir  setzen: 


X^Yiy^  +  ^x  +  x'    bzw.    X^y^cY-j-^x-x^' 

Dalier  genügt  es,  die  spetsidlen  Falle  c  «=  +  1  und  c  =  —  1  zu 
untersuchen.    In  dieser  Nummer  nehmen  wir  c  ==  +  1,  in  der 
nächsten  c  =  —  1  an. 
Es  sei  also 

X  =  ya  +  bx  +  i*. 

Alsdann  können  wir  drei  verschiedene  Wege  einschlagen: 

Erste  Methode:  Wir  führen  eine  neue  Veränderliche  t 
ein,  indem  wir  X=  t  +  x  oder  X==  t  —  x  wählen.  Setzen 
wir  etwa  X  =  ^  —  a;,  so  folgt: 

a  +  bx^t^-  2tx, 
d.  h.  eine  in  x  lineare  Gleichung,  aus  der  sich  ergibt: 

Vermöge  dieser  Substitutionen  geht  ein  in  t  rationaler  Inte- 
grand  hervor. 
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Zweite  Methode:  Wenn  insbesondere  a>0  ist^  so  können 
wir  auch  mittels  der  Einführung  von  t  vermöge 

X^yä  +  tx 

zum  Ziele  kommen,  da  sie  wieder  für  x  eine  lineare  Gleichung 

b  +  x--'2tya  +  t^x 

liefert,  aus  der  sich  ergibt: 

W^-"     ^,_j-,  -i= ^jTZTi ">  »^ -^        (*«  _  1)« ^^f 

80  daß  der  neue  Integrand  rational  in  t  wird. 

Dritte  Methode:  Wenn  insbesondere  die  Nullstellen  x^y  x^ 
der  quadratischen  Funktion  X^  =^  a  +  bx  -\-  x^  reell  sind,  was 
z.  B.  far  a  <  0  stets  der  Fall  ist,  so  können  wir  auch  vermöge 

X^  (x  —  x^t 

die  neue  Veränderliche  t  einführen.  Denn  da  X}^{x—x^{x—x^ 
ist,  so  geht  fcLr  x  wieder  eine  lineare  Gleichung 

fl?  —  rc,  =  (a;  —  x^f^ 
hervor,  aus  dc^r  sich  ergibt: 
(3)    a;  =  ^jj^,     X-<^^,    dx^-2'^^^dt, 

80  daß  der  neue  Integrand  rational  in  t  wird. 
1.  Beispiel:  Nach  der  ersten  Methode  ist: 

=  In  (2X  +  2ic  +  &)  +  konst. 
^\n{x'\-\'b  +  ya  +  lx  +  x^)  +  konst. 
Die  zweite  Methode  gibt  dagegen: 

-  lii(<  +  1)  —  In  (<  —  1)  +  konst.  =  In  ^  +  konst. 

_  In  ^+^::^  + konst. 
X  — «-Va 

[486 
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Wenn  man  im  Numems  die  Quadratwurzel  X  durch  Erweitern 
des  Bruches  mit  X  +  x  +  Yä  entfernt,  so  geht 


/ 


'4-_ln^+i^^  +  koBSt. 


hervor.  Dies  ist  derselbe  Wert  wie  der  bei  der  Anwendung 
der  ersten  Methode  gewonnene,  da  die  Konstante  um  ln(j6— V^ 
vergrößert  werden  darf.  Die  dritte  Methode  gibt  zunächst 
wie  die  zweite: 

Euer  ist  aber  t  ==  X:(x  —  x^),  so  daß  kommt: 


/ 


X-l°X^^-+-:,;+ tonst. 


Da  X^  ==  {x  —  x^){x  •—  oc^)  ist,  läßt  sich  hierfür  schreiben: 


f 


■<«*  _  In  V^^3  +  yß=^  +  konst 


=  In  (Yx  *—  X2  +  Y^  -"  ^1)*  +  konst. 
«  ln(2a;  —  a?!  —  rr,  +  2X)  +  konst. 

Weil  Xi  und  x^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  Z  =  0 
sind,  so  ist  x^  +  x^  gleich  —  6,  so  daß  derselbe  Wert  wie 
beim  ersten  Verfehren  herauskommt. 

2,  Beispiel:  Die  Anwendung  der  ersten  Methode  gibt: 

Setzen  wir  <  +  |^6  —  xr,  so  kommt  weiter: 
Da  sich  nun  durch  Partialdivision 
ergibt^  so  folgt: 


/ 


Xdx-^e*  +  |(o  — i6*)ln/-i(o- jft«)»-,  +  konst 
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Es  ist  aber  nach  (1): 

80  daß  schließlich  hervorgeht: 

jYa  +  bx  +  x^dx  =  K^  +  i*)  Vä~+bx+^^ 

+  \(a-\b^]n{x+\b+ya+bx+^+konBL 

3.  Beispiel:  Die  erste  Methode  ergibt: 

r{a  +  ßx)dx  ra(^t+b)  +  ß{t*--a)^ 

Vermöge  der  Substitution  t  +  ^b  ^  js  geht  hieraus  hervor: 

ria  +  ßx)dx  _  rßz'  +  (2a-ßb)z-ß(a^{h^ ^^ 

-/JX  +  (a-|/J6)ln(a:  +  |6+X)  +  kon8t. 


437.  Rationale  Funktionen  von  x  nnd  ya+Tx^ä?. 
Wie  zu  Beginn  der  letzten  Nummer  gesagt  wurde,  betrachten 
wir  jetzt  Integrale,  deren  Integranden  rationale  Funktionen 
von  X  und 

X^ya  +  bx--a^ 

sind.  Die  Quadratwurzel  sei  wieder  positiv.  Auch  jetzt  haben 
wir  ans  auf  ein  Intervall  zu  beschranken,  in  dem  X  reell  ist. 
Wir  geben  zwei  Wege  zur  Rationalisierung  an. 

Erste  Methode:  Hätte  die  Gleichung  a  +  bx  —  x^  ^  0 
nur  komplexe  Wurzeln,  so  wäre  X  für  jedes  x  imaginär,  weil 
dann  X*  stets  negativ  wäre.  Hätte  die  quadratische  Gleichung 
zwei  zusammenfallende  Wurzeln,  so  wäre  X  nur  für  diesen 
einen  Wert  von  x  reeU,  nämlich  gleich  NulL  Also  folgt,  daß 
wir  voraussetzen  müssen,  daß  die  quadratische  Gleichung  zwei 
verschiedene  reelle  Wwrzdn  x^  und  x^  habe.    Aledann  ist 

X  =  V^—  x^)(x^  —  x). 

Wir  führen  nun  die  neue  Veränderliche  t  ein  vermöge: 

X  «  (ic  —  Xi)t    oder    a:^  —  a;  =  (x  —  Xj)t\ 
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Dies  ist  eine  in  x  linea/re  Gleichung^  und  es  kommt: 

Vermöge  dieser  Substitutionen  wird  der  Integrand  rational  in  t. 
Zweite  Methode:  Ist  insbesondere  a  >  0,  so  kann  man 
eine  neue  YenLnderliche  t  auch  durch 

X^Ya  +  tx 
definieren;  dann  wird  x  durch  die  lineare  Gleichung: 

i  —  a;  =  2l/a  t  +  t^x 
als  Funktion  Ton  t  gegeben.     Es  kommt: 

^         «•"+!""'  ^MTi        '  (**  +  !)•  ' 

so  daß  der  Integrand  mittels  dieser  Substitutionen  rational  in 
t  wird. 

438.  Speiielle  FUle.  Liegt  ein  Integral  Tor^  das  zu 
den  in  Nr.  436  und  ^r.  437  betrachteten  Klassen  gehört,  so 
führen  zwar  die  angegebenen  Methoden  stets  zum  Ziele;  aber 
man  kann  bisweilen  auf  anderen  Wegen  schneller  zum  Ziele 
gelangen.     Hierfür  einige  Beispiele. 

i.  Beispiel:  Bedenkt  man,  daß  X  =')/a  +  6a;  +  ex*  den 
DifFerentialquotienten  {^b  -\-  ex) :  X  hat,  so  erkennt  man  un- 
mittelbar, daß 

f-Ji^=  .dx  ^ya  +  hx  +  ex*  +  konst. 

ist. 

2.  Beispiel:  Das  Integral 

dx 


/v 


h 


ya  -{-hx  —  x^ 

läßt  sich  so  schreiben: 

dx        _ 

80  daß  es  durch  die  Substitution: 

-^^  =  ^,  d.k  a;=|6  +  ^)/aTT&S  dx^ya  +  {b*di 
ya  +  \h^ 
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übergeht  in: 

I    .       —    =  /  -7 =«  arc  sin  <  +  konst. 

=  arc  sin  ^      4-  konst. 

yir+ib' 

3.  Beispiel:  Es  ist 

rj^  ±ß£d^  _  ra  +  \ßb  -  ßi^b  ^  X)  ^^ 

J  Ya  +  bx-x^    J        Ya  +  bx  —  x^ 

^    '  *^^j  Ya+bx-x^   vy«+&«-«' 

also  nach  dem  ersten  und  zweiten  Beispiele: 


/i 


^-l-T-L-i-  =  (a  +  \90)  arc  sin  — — -1— 
—  /}}/a  +  6a;  —  a:'  +  konst. 


439.  Rationale  Flinktlonen  von  x^  Ya  +  bx  nnd 

Ya  +  ßx.    Ist  der  Integrand  eine  rationale  Funktion  von 


X,  V^a  +  hx,    Y^  +  ßXf 
so  setzen  wir 


a  +  ßx^t^,  d.  h.  ar  =  —  — ,  dx^-^dtj 
80  daß  

wird.  Der  Integrand  des  in  ^  ausgedrückten  Integrals  wird  daher 
eine  rationale  Funktion  von  t  und 

Je  nachdem  & :  /3  >  0  oder  <  0  ist,  läßt  sich  folglich  das  Integral 
auf  eine  der  in  Nr.  436  und  437  betrachteten  Klassen  zurück- 
fOlhren. 

§  3.  Elliptische  Integrale. 

440.  Definition    der  elliptisohen  Integrale.     Wir 

gehen  nunmehr  einen  Schritt  weiter,  indem  wir  Integrale  be- 
trachten,  deren  Integranden  rationale  Funktionen  von  x  und  einer 
Quadratwurzel  X  aus  einer  ganzen  Funktion  dritten  oder  vierten 
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Grades  sind.  Solche  Integrale  heißen  dliptisch,  w^il  zuerst  das 
Problem  der  Rektifikation  der  Ellipse  auf  ihre  Betrachtung 
geführt  hat;  worauf  wir  in  Nr.  546  zurückkommen. 

Hat  der  Radikand  der  Quadratwurzel  X  eine  mehrfache 
Nullstelle,  z.  B.  die  doppelte  Nullstelle  x^,  so  enthält  er  den 
Faktor  {x  —  x^y^  der  sich  daher  aus  der  Wurzel  herausziehen 
läßt,  so  daß  wir  zu  einem  Integrale  zurückkommen,  das  zu  den 
in  Nr.  436  und  437  betrachteten  Integralen  gehört.  Dies  gilt 
auch,  wenn  die  doppelte  Nullstelle  x^  komplex  ist.  Denn  dann 
hat  der  Radikand  nach  Satz  24,  Nr..  378,  auch  die  zu  x^  kon* 
jugiert  komplexe  Zahl  x^  zur  doppelten  Nullstelle  und  ist  also 
von  der  Form  konst.  (x  —  x^y  {x  —  a?,)*,  so  daß  das  Wurzel- 
zeichen zu  entfernen  ist  und  für  X  eine  ganze  quadratische 
Funktion  mit  reellen  Koeffizienten  hervorgeht. 

Wir  nehmen  daher  im  folgenden  an:  Der  Badikand  der 
Quadratumrzd  X  soll  keine  mehrfache  NuUsteUe  haben.  Alsdann, 
läßt  sich  das  elliptische  Integral,  wie  man  zeigen  kann,  im 
allgemeinen  nicht  mehr  vermöge  der  elementaren  Funktionen 
ausdrücken.  Wir  werden  aber  zeigen,  daß  sich  alle  elliptischen 
Integrale  auf  einige  elliptische  Integrale  von  spezieller  Form 
reduzieren  lassen,  und  andeuten,  wie  man  diese  speziellen  ellip- 
tischen Integrale  mittels  unendlicher  Reihen  zu  berechnen  im- 
stande ist 

Wenn  wir  in  dem  elliptischen  Ini;egnileff(x,X)dx,  in  dem 
also  f  eine  rationale  Funktion  von  x  und  X  sein  soll,  vermöge 
einer  Substitution  von  der  Form 

^   ^  p  +qt 

die  neue  Veränderliche  t  einführen,  so  geht  es  wieder  in  ein 
elliptisches  Integral  über,  da  X  gleich  der  durch  (p'  +  q'ty 
dividierte^n  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion  dritten 
oder  vierten  Grades  von  t  wird,  während  x  und  dx :  dt  rationale 
Funktionen  von  t  sind.  Wir  können  also  versuchen,  durch 
geeignete  Wahl  der  Koeffizienten  jp,  j,  j?',  q'  der  linear  ge- 
brochenen Substitution  (1)  zu  erreichen,  daß  das  elliptische 
Integral  in  der  neuen  Form  einfacher  wird.  Insbesondere 
haben  wir  unser  Augenmerk  darauf  zu  richten,  den  Radikanden 
der  Quadratwurzel  zu  vereinfachen. 
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441.  Bednktion  der  In  einem  elllptiechen  Integrale 
vorkommenden  Qnadratwnrsel.  Vorauszusetzen  ist,  daB 
alle  Koeffizienten  des  Radikanden  der  Quadratwurzel  X  reeU 
seien.  Zunächst  nehmen  wir  an,  daß  der  Radikand  vom  vierten 
Grade  sei  und  die  Nullstellen  x^,  x^,  x^y  x^  habe.  Da  alle 
Nullstellen  nach  Nr.  440  yoneinander  verschieden  sein  sollen, 
so  gibt  es  nach  Nr.  378  nur  drei  Möglichkeiten: 

Erstens  können  rc^,  x^,  x^,  x^  sämtlich  reell  sein.  Wir 
können  dann  annehmen,  daß  rr^  >  o:^  >  o:/  >  x^  sei,  d.  h.: 

(1)  (a;,  -  x;){x^  -  x,')ix,  -  x,^ix,  -  x,')  >  0. 

Zweitens  können  x^  und  x^  reell,  dagegen  Xi^h'+ik'  und 
x^'='  h'—  ik'  konjugiert  komplex  sein.  Da  dann  die  Produkte 
(a^  —  x{)  (x^  —  rCj')  und  (a?,  —  x^^  (x^  —  x{)  positiv  sind,  so 
besteht  auch  in  diesem  FaUe  die  Ungleichung  (1). 

Drittens  können  sowohl  a^i  =  A  +  ik  und  izr,  «  ä  —  ik  als 
auch  Xi  ^h'  +  ik'  und  a;,'=  ä'—  ik'  konjugiert  komplex  sein. 
Alsdann  sind  {xi  —  x^'){x^  —  x{)  und  (^i  — i»^')(^"~^i')  positiv, 
so  daß  auch  in  diesem  Falle  die  Ungleichung  (1)  gilt. 

In  jedem  der  drei  Fälle  sind  femer  {x  —  x^  (x  —  a?,)  und 
{x  —  x^)  {x  —  x^')  reelle  quadratische  Funktionen,  so  daß 

(2)  2»  =  e\x?^{x^  +  x;)x  +  x^x;\\x'--{x^'  +  x;)x  +  <a?/] 

eine  reelle  Zerlegung  des  Radikanden  darstellt,  in  der  c,  x^  +  x^j 
x^x^y  x^  +  ^'  nnd  x^x^  redte  Eonstanten  bedeuten. 

Als  die  linear  gebrochene  Substitution  (1)  von  Nr.  440 
benutzen  wir  nun  insbesondere  eine  von  der  speziellen  Form: 


(3)  x^ 


!>+«* 


1+t ' 

in  der  p  und  q  reelle  Eonstanten  bedeuten.  Dabei  muß  jedoch 
p  4"  9  gewählt  werden,  weil  sich  sonst  t  aus  (3)  forthebt.  Als- 
dann wird: 

{A)X*^-^^-^\{S^qt^-{x,  +  x,)(jp  +  qt){l+t)+x,x,{\+t)^ 

•[(p+ffO-C^+^iOCp+sOCi+O+^iVCH-O*]- 

Die  eckigen  Klammem  enthalten  reelle  ganze  rationale  Funk- 
tionen zweiten  Gfrades  von  t.  Wir  behaupten  nun,  daß  sich 
die  reellen  und  verschiedenen  Eonstanten  p  und  g  der  Sub- 

[441 


78  Kap.  n.    Integrale  von  elementaren  Funktionen. 

«titation  so  wählen  lassen  ^  daß  die  in  t  linearen  Glieder  in 
diesen  beiden  quadratischen  Funktionen  fortfallen^  d.  h.  daß 

2pq  —  {x^  +  x^{p  +  g)  +  2x^x^  =  0, 
2pq  ~  (Xi'  +  x^'){p  +  q)+  2x;x;  =  0 

wird.  Da  sich  aus  diesen  Forderungen  pq  und  p  +  9  berechnen 
lassen,  so  heißt  dies:  p  und  q  sollen  die  Wurzehi  der  qua- 
dratischen Gleichung 

{x^  +  iCj  ""  ^i' ""  ^»0^* "~  2  (^1^  —  x^x{)x 

sein.  Es  erübrigt  also  zu  beweisen,  daß  diese  quadratische 
Gleichung  zwei  reelle  und  verschiedene  Wurzeln  hat.  Die 
Bedingung  dafür  lautet: 

-  {xx  +  ^2-  ^'—  0[^ia^(^i'+  ^20  -  ^iV(^  +  ^)]  >  0, 
ii?öic«    allerdings   Xi  +  x^  +  x^^  +  x^    vorausgesetzt  worden   ist. 
Die  hier  links  stehende  ganze  rationale  Funktion  von  x^^  x^, 
x^%  x^  ist,  wie  man  sieht,  gleich  Null,  wenn  x^  «  x^'  oder 
x^  =  x^'  oder  x^  =  x^  oder  x^  =  a;^'  ^^^j  ™^  *lso  die  Form 
konst.  (a?!  —  a;i')(ir,  —  a:,')(ar,  —  i^iOC^  ""  ^2^ 

haben.  Die  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  x^x^  lehrt 
überdies,  daß  der  konstante  Faktor  gleich  Eins  ist.  Die  Be- 
dingung ist  also  identisch  mit  der  Ungleichung  (1),  von  der 
wir  wissen,  daß  sie  in  jedem  Falle  besteht. 

Mithin  lassen  sich  p  und  q  reell  und  verschieden  in  der 
Art  wählen,  daß  der  Ausdruck  (4)  von  X*  die  speziellere  Form 
annimmt:  (^  +  6^«)  (a^  +  fe-Q 

(1+0*         ' 
in  der  a,  6,  a',  6'  reelle  Konstanten  sind. 

Allerdings  wurde  a;i  +  ar,  +  x^  +  x^  angenommen.  Ist 
jedoch  a^i  +  a^j  «=•  x(  +  x^^  so  benutzen  wir  statt  (3)  die  noch 
speziellere  lineare  Substitution: 

^  --  ^  +  i  (^1  +  ^)  ==  ^  +  I  (^1'  +  O; 
wodurch  der  Wert  (2)  von  X'  übergeht  in: 
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SO  daß  X^  die  Form  annimmt: 

wo  a,  b  und  a',  b'  reelle  Eonstanten  sind. 

Je  nachdem  x^  +  x^  +  x^  +x^'  oder  '^x^'  +  x^'  ist,  gelten 
also  die  Formeln: 

p  +  qt 


^-^T+i' 


'-■(rTtry(<'+^^')(<''+^'n 


ä^-^%dt 


^  =  ^  +  1(^1  +  0?,), 

X^V{a  +  bt^{a:+bH^, 
dx  «  dt. 


Man  sieht  hieraus,  daß  das  elliptische  Integrsl  ff (x,  X)dx 
auch  in  der  neuen  Veränderlichen  t  ein  elliptisches  Integral 
fq>(t,  T)dt  bleibt,  bei  dem  die  Quadratwurzel  T  eine  speziellere 
Form  

hat.     Außerdem  ist  in  beiden  Fallen 

dx      ,      ^  dt 
-^  =  konst.  Y' 

Ehe  wir  die  Ergebnisse  in  einem  Satze  zusammen&ssen, 
soll  noch  analog  der  Fall  erledigt  werden,  in  dem  X^  nur  vom 
dritten  Grude  ist  und  keine  mehrfachen  Nullstellen  hat.  Sind 
a?!,  a:,,  x^  die  Nullstellen  von  X*,  so  gibt  es  nach  Nr.  378  nur 
zwei  Falle:  Es  darf  x^  stets  reeU  angenommen  werden,  während 
entweder  x^  und  x^  beide  reell  sind  und  alsdann  Xi>  x^ 
>  x^  gesetzt  werden  darf  oder  aber  x^  und  x^  konjugiert 
komplex,  also  Ton  der  Form  h  ±  i^  sind.    In  beiden  Fällen  ist 

(5)  (xi  -  x^)  (x^  -  x^)  >  0. 

Da  in  beiden  Fallen  x  —  x-^  und  (x  —  x^)  {x  —  a^)  reelle 
Funktionen  sind,  so  zerlegen  wir  X*  reell  in  der  Form: 

X*  «  c{x  —  Xj)  \x^  —  {oc^  +  x^x  +  x^x^. 
Vermöge  der  Substitution 

^       x  +  t 
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wird  jetzt,  wenn  wir  noch  mit  1  +  ^  multiplizieren  und  dividieren: 

[(P  +  qty  -  (^2  +  a;«)  (p  +  «0  (1  +  0  +  ^«^8  (1  +  0']- 

In  den  beiden  eckigen  Klammem  stehen,  wenn  p  und  q 
reell  gewählt  werden,  reelle  ganze  rationale  Funktionen  zweiten 
Orades  von  t.  Wieder  lassen  sich,  behaupten  wir,  die  Kon- 
stanten p  und  q  reell  und  verschieden  und  zwlBir  derart  wählen, 
•daß  die  in  t  linearen  Glieder  in  beiden  Funktionen  fehlen. 
Denn  die  Bedingungen  hierfür  sind 

p  +  q^  2xi,     2pq  —  (x^  +  x^)  (j>  +  q)  +  2x^x^  =  0,    . 

Anders  ausgedrückt:  p  und  q  müssen  die  Wurzeln  der  qua- 
dratischen Gleichung 

x^  —  2xiX  +  (xj  +  x^)  x^  —  x^x^  =  0 

sein,  die  in  der  Tat  wegen  der  Ungleichung  (5)  reell  und 
verschieden  sind.  Im  übrigen  schließen  wir  wie  vorhin,  als 
wir  X*  als  Funktion  vom  vierten  Grade  annahmen. 
Wir  fassen  alle  Ergebnisse  zusammen  in  dem 
Satz  2:  Jedes  reelle  elliptische  Integral  ffix,  X)dx,  in  dem 
die  hiquadraiische  oder  kubische  ganze  Funktion  X^  von  x  keine 
mehrfache  NullsteUe  hat,  läßt  sich  durch  Einführung  einer  neuen 
Veränderlichen  t  vermöge  einer  reellen  Substitution^  die  sich  der 
allgemeinen  Form  ,     ^ 

unterordnet,  stets  in  ein  solches  reelles  elliptisches  Integral  fip(t,  T)dt 
verwandeln,  in  dem  die  Quadratwwrad  T  eine  spezielle  Form: 

mit  reellen  Koeffizienten  a,  h,  a\V  hat.  Infolge  der  Substitution 
ist  außerdem:  dx      ,     ^  dt 

X  ^  •  ~T' 

442.  Weitere  Bednktion  der  elllptiechen  Integrale. 

Nach  dem  letzten  Satze  dürfen  wir  uns  auf  die  Betrachtung 
der  elliptischen  Integrale  von  dieser  spezielleren  Formfg>(t,  T)dt 
beschränken.     Da  tp  eine  rationale  Funktion  von  t  und  T  ist. 
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laßt  sich  ^  als  Bruch  aus  zwei  ffaneen  rationalen  Funktionen 
Ton  t  und  T  darstellen.  Indem  wir  im  Zähler  und  l^enner 
die  mit  geraden  Potenzen  von  t  behafteten  Glieder  von  den 
Tnit  ungeraden  Potenzen  von  t  behafteten  absondern^  bringen 
wir  q>  auf  die  Form: 

worin  M^,  N^^  M,  N  ganze  rationale  Funktionen  von  t^  und 
T  sind.  Wenn  wir  diesen  Bruch  mit  M—  Nt  erweitem,  er- 
halt er  die  Form: 

MM^  +  (MN^  —  NM,)  t  —  NN^t* 
9""  Jtf«  -  NU*  ' 

flo  daß  t  im  Nenner  nur  noch  in  geraden  Potenzen  auftritt. 
Daher  läßt  sich  9  stets  auf  eine  solche  Form: 

bringen,  in  der  P  und  Q  gcmze  oder  gebrodiene  rationale 
Funktionen  von  t^  und  T  sind.  Nunmehr  ist  das  elliptische 
Integral  als  Summe  darzustellen: 


i^dt  ^JPdt  +jQtdt 


Das  zweite  Integral  rechts  läßt  sich  durch  elementare 
Funktionen  ausdrücken.  Denn  wenn  wir  darin  die  Substitution 
fi  ^  sf  machen,  so  wird  tdt  =  j  de,  also 

jQtdt  =  \jQdz, 

WO  Q  eine  rationale  Funktion  von  i^  und  T,  d.  h.  Ton  ;er  und 


V{a  +  hz){a'+Ve) 

ist  Es  tritt  also  wwr  eine  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen 
quadratischen  Funktion  der  neuen  Veränderlichen  g  auf,  so  daß 
dies  Integral  nach  Nr.  436  bis  438  durch  algebraische,  logarith- 
mische und  zyklometrische  Funktionen  ausdrückbar  ist. 

Von  Interesse  ist  also  nwr  noch  die  Untersuchung  der 
elliptischen  Integrale  von  der  FormfPdty  worin  P  eine  rationale 
Funktion  von  fi  und  T  ist  Diese  Funktion  P  ist  ein  Bruch 
AUS  zwei  ganzen  rationalen  Funktionen  von  t*  und  T.     Wenn 
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wir  im  Zähler  und  im  Nenner  alle  geraden  Potenzen  yon  T 
mittels 

(1)  T^^{a  +  ht^){a  +h't^) 

rational  und  ganz  durch  t^  ausdrücken,  so  nimmt  das  Integral 
die  Form  an: 

wo  Ay  By  C,  D  ganze  rationale  Funktionen  von  t^  aüein  sind. 
Erweitem  wir  den  Integranden  mit  D  —  C\T  und  schreiben 
wir    für    T*    seinen    Wert    (1),    so    nimmt    das   Integral    die 
Form  an: 

Jpdt  =/(* + ^)dt  ^J^dt  +Jw'4, 

wo  0  und  W  ganze  oder  gebrochene  rationale  Funktionen  von 
t^  allein  sind. 

Das  Integral  f  Odt  läßt  sich  nach  Satz  1,  Nr.  433,  durch 
algebraische,  logarithmische  und  zyklometrische  Funktionen 
ausdrücken.    Also  ergibt  sich: 

Satz  3:  Jedes  redle  elliptische  Integral  ist  gleich  einer 
reellen  Summe  von  algebraischen,  logarithmischen  und  zykUh 
metrischen  Funktionen  und  von  einem  elliptischen  Integrale  von 
der  besonderen  Form: 


I 


"pm^ 


ivorin  'P*  eine  reelle  ganze  oder  gebrochene  rationale  Funktion 
von  t*  und 

T^y{a  +  bt^)  (a'+b't^) 

ist.     Dabei  sind  a,  b,  a',  b'  reeUc  Konstanten. 

443.  Nonnalformen  des  Badlkaaden  In  einem  ellip- 
tisohen  Integrale.  Wir  betrachten  jetzt  die  in  dem  letzten 
elliptischen  Integrale  auftretende  Quadratwurzel  T  genauer. 
Je  nachdem  darin  die  Konstanten  a,  b,  a\  V  positiv  oder 
negativ  sind,  ei^eben  sich  verschiedene  Gestalten  von  T.  Da  ein 
positiver  konstanter  Faktor  des  Radikanden  aus  der  Wurzel  heraus- 
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gezogen  werden  und  in  die  Funktion  W(t^)  hineingebracht  werden 
kann,  so  erhellt,  daß  die  folgenden  fünf  Gestalten  übrigbleiben: 

(1)  T = /+  (<«-~Ä^)"F^ft«T, 

(2)  T  -  /-r(<»-^i*)-(^n^^, 

(3)  T  =  y  +  (t>  +  X^(t>-ii% 

(4)  T  -  y-(t'  +  i'){t''zr^% 

(5)  T  =  y+(t>  +  i'){t*+i:^, 

worin  X  und  f»  redle  Konstanten  bedeuten.    Denn  der  sechste  Fall 


ist  auszuschließen,  weil  es  in  diesem  FaUe  kein  reelles  Intervall 
für  t  gibt,  in  dem  T  reell  ist. 

Wir  werden  nun  zeigen,  daß  sich  die  Wurzel  in  allen  fünf 
Fällen  durch  Einführung  einer  passenden  neuen  Veränderlichen, 
wodurch  die  charakteristische  Form  des  elliptischen  Integrals 
in  Satz  3  der  vorigen  Nummer  nicht  geändert  wird,  auf  ein 
und  dieselbe  Form  bringen  läßt.  Diese  sogenannte  Normalform 
ist  keineswegs  die  einzig  mögliche,  denn  in  allen  fünf  Fällen 
lassen  sich  die  Wurzeln  noch  auf  mehreren  anderen  Wegen 
auf  andere  gemeinsame  Formen  bringen.  Wir  wollen  die  in 
mancher  Hinsicht  bequemste  Normalform  aufstellen,  die  übrigens 
auch  am  meisten  angewandt  wird. 

Vorweg  einige  Bemerkungen:  In  den  Fällen  (1),  (2)  und 
(5)  ändert  sich  T  nicht,  wenn  A^  mit  fi^  vertauscht  wird.  In 
diesen  drei  Fällen  darf  daher  X^  <  fi^  angenommen  werden. 
Femer  führen  wir  nachher  in  jedem  der  fünf  Fälle  eine  neue 
positive  Eonstante  k*  ein;  man  wird  dabei  bemerken,  daß  sie 
stets  kleiner  als  Eins,  also  ein  positiver  echter  Bruch  ist 
Weiterhin  ist  zu  beachten,  welche  Variabilitätsbereiche  der 
Veränderlichen  ^  aufzuerlegen  sind,  damit  die  Wurzel  T  reell 
bleibe.  Im  Falle  (1)  sind  es  zwei  Bereiche,  nämlich  0  <  ^*  <  A* 
und  t*  >  /A*,  in  allen  anderen  Fällen  ist  es  immer  nur  einer. 
Im  Falle  (2)  nämlich  muß  A'<^*</a>,  im  Falle  (3)  muß 
t^  >  ;*',  im  Falle  (4)  muß  0  <  ^'  <  /t*  sein,  und  im  Falle  (5) 
darf  ^*  alle  positiven  Werte  annehmen.  Wir  werden  nun  in 
jedem  der  fünf  Fälle  und  für  jeden  der  möglichen  Variabilitäts- 
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bereiche,  also  insgesamt  auf  sechs  Arten ,  eine  Substitntion 
angeben  y  yermöge  derer  statt  t  eine  neue  Yeiwidedicbe  x  ein- 
geführt wird. 

Alles  dies  sowie  die  infolge  der  Substitutionen  hervor- 
gehenden Werte  stellen  wir  in  den  folgenden  Übersichten  knapp 
zusammen.  Man  überzeuge  sich  jedesmal  davon,  daß,  wenn  t*  den 
vorgeschriebenen  Variabilitätsbereich  durchlauft,  x^  aUe  Werte 
zwischen  NnU  und  Eins  annimmt. 

Faüil):  l'<^i^,J^-^,^ 


^-AV,    dt-Xdx,    T  =  kii'  i/(l  -x*)(l-  k*x*), 
dt^t  dx 

Für  t*  >  n*: 

dt  1  dx 


<»-fi,     rf«--,.|f,     r-fiT/(l-a;»)(l-fc«V), 


T  «*l/(l-a;')Cl-Ä;»a:») 

Fall  {2):  A»  <  v\   k*  =  ?^A',     A»  <  ««  <  ^«. 

xdx 


<«-^»(i-*?a;»),  df-.-fttY-^^.-.,  r-*v*^Vi-V, 


dt  1  dx 


T  II  y(i—x*){l-Vx') 

'      1-*"  ^Vi:irii»'  *      1-«»    ' 

dt       k d« 

T  "  i  y^t—x^iil—k^x^' 

Faü  (4):  k' ^  jj^„    0<<»<^». 
dt  k  dx 
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J'aB(5);A»<M«,    *' -  ^'. 


dt        1  äa; 


^         ^  y(l -«*)(!  -  ifc'a;*) 
Diese  Ergebnisse  lehren: 
SafjE?  4:  cTisdßS  rerffe  eüiptische  Integral  von  der  Form 


dt    

Via  +  bi-^^  +  h'-V) 


laß  sieh  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  x  ver- 
möge einer  passenden  SubsHUdion  von  der  Form 

mit  redien  Konstanten  a^  ß,  y,  S  auf  die  Form  bringen: 

dx 


konst. 


Dabei  ist  k^  ein  positiver  echter  Bruch.  Wenn  fi  einen 
soUken  Variabüitätstereiclh^  in  dem  Yia  +  6^)  (a'  +  6'/*)  reeU 
ist,  vollständig  durchläuft^  so  nimmt  x^  alle  Werte  von  Null  bis 
Eins  an. 

Die  Znsammenstellung  der  fünf  Fälle  zeigt  in  der  Tai, 
daß  sich  die  sechs  angewandten  Substitutionen  der  allge^ 
meinen  Form 

^         y  +  Sx^ 

unterordnen.  Da  diese  Substitution  jede  rationale  Funktion 
Ton  t^  in  eine  rationale  Funktion  von  x  yerwandelt,  so  folgt 
aus  Satz  3  der  vorigen  Nummer  der 

Satz  5:  Jedes  reelle  elliptische  Integral  ist  gleich  einer 
Summe  von  reellen  algebraischen^  logarithmischen,  eyklometrischen 
Funktionen  und  einem  elliptischen  Integrale  von  der  besonderen 
Farm 


ß 


x> 
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in  dem  f(x^  eine  ganze  oder  gebrochene  reelle  rationak  Funktion 
von  x^  bedeutet  und 


X  =  )/(l  — a;«)(l~fcV) 
ist,  wobei  Jc^  elften  positiven  echten  Bruch  bezeicfmet, 

444.  Abermalige  Beduktion  der  elliptlsolien  Inte- 
grale. Nach  dem  letzten  Satze  interessiereu  uns  nur  noch  die 
elliptischen  Integrale  /.  ^ 

von  der  angegebenen  besonderen  Form. 

Da  f{x^)  eine  rationale  Funktion  von  x^  ist^  so  können 
wir  auf  sie  die  Partialbruchzerlegnng  anwenden.  Wollten  wir 
auch  weiterhin  gründlich  vorgehen,  so  müßten  wir  die  in 
Satz  10  von  Nr.  395  gewonnene  reelle  Partialbruchzerlegang 
anwenden.  Um  jedoch  in  unserem  Abrisse  aus  der  Theorie  der 
elliptischen  Integrale  nicht  zu  sehr  ins  Einzebie  zu  gehen, 
wollen  wir  die  einfachere,  wenn  auch  nickt  stets  reelle  Partial- 
bruchzerlegung  des  Satzes  2  in  Nr.  383  anwenden,  tvöbei  jetzt 
x^  an  die  Stelle  von  x  tritt. 

Vermöge  ihrer  wird  ({x')  in  eine  Summe  aus  einer  ganzen 
rationalen  Funktion  G{x^  von  x^  und  Partialbrüchen  zerteilt. 
Da  G(x^)  eine  Summe  von  mit  Eonstanten'  multiplizierten 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x^  ist,  so  zeigt  die  Einsetzung 
der  Zerlegung  von  f(x^)  in  das  elliptische  Integral:  Das  Integral 
kann  zerteilt  werden  in  eine  Summe,  deren  Summanden,  ab- 
gesehen von  konstanten  Faktoren,  die  beiden  charakteristischen 
Formen  ^  ^       , 

haben.  Dabei  sind  /t  und  v  ganze  positive  Zahlen,  während 
a  eine  Konstante  bedeutet.  *  Es  können  nun  insbesondere  solche 
Integrale  von  der  zweiten  Art  auftreten,  in  denen  a  =>  0  ist. 
Sie  lassen  sich  so  schreiben: 


/' 


X 


und  können  also  zu  denen  der  ersten  Art  gerechnet  werdeh, 
falls  man  auch  negative  ganze  Zahlen  für  ft  zuläßt.  Ist  da- 
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gegen  a  in  einem  Integrale  von  der  zweilen  Art  nicht  gleich 
Null,  so  können  wir  —  1 :  a  =  n  setzen  und  das  Integral  auf 
die  Form  ^        , 

konst.  I —  ^' 

bringen. 

Satsf  6:  Jedes  elliptische  Integral  ist  gleich  einer  Summe 
von  älgeibraischen^  logarOhmischen  und  gyJdometrischen  Fu/nktionen^ 
vermehrt  um  eine  Summe,  deren  Summanden,  abgesehen  van  kon- 
stanten Faktoren,  die  Formen  haben: 

Von  den  Konstanten  ii,  v,  n  und  k^  ist  fi  ganeaahlig,  v  ganz- 
zaJdig  und  positiv  und  k*  ein  positiver  echter  Bruch, 

Wegen  der  zu  Anfang  dieser  Nummer  gemachten  Be- 
merkung haben  wir  in  der  Formulierung  dieses  Satzes  von 
dem  Beiworte:  reell  absehen  müssen. 

Die  letzten  Betrachtungen  lehren  aber  jedenfalls,  daß  den 
elliptischen  Integralen  von  der  Form  Y^  und  Z^  eine  besonders 
hervorragende  Bedeutung  zukommt.  Wir  werden  in  Nr.  445 
und  Nr.  447  zeigen,  daß  auch  sie  sich  noch  weiter  reduzieren 
lassen. 

44B.  Elllptisolie  ITormaUntegrale  erster  nnd  sweiter 
Chtttimg.     Da  X»  den  Wert  (1  -  a;»)  (1  -  k^x^  hat,  so  ist 

X^^--{l  +  k^x  +  2k^x\ 

Hieraus  folgt  durch  Multiplikation  mit  x*'*'~^dx  :  X  und 
Integration  sofort: 

(1)     fx»"-'  ^J  dx  —  (1  +  h>)  r^_,  +  2Ä«r,, 

Das  links  stehende  Integral  könneit  wir  durch  teilweise  Inte- 
gration umwandeln: 

A;«A*-3  ^dx  -  x^f*'^X-(2ii  -  3)  Cx^f^-^Xdx. 
Hier  setzen  wir  im  letzten  Integrale 


Y       X*       i  —  (i+k*)x*  +  k*x* 

^^  X X 
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ein  und  erhalten:     * 


/ 


dx 


-  (2fi  -  3)  [r^.,  -  (1  +  *^  r^-i  +  h'T^  +  konrf, 

Führen  wir  diesen  Wert  in  (1)  links  ein,  so  erhalten  wir 
schließlich  die  Formel: 

(2)  (2,* - 1)  i«r, -  (2^ -  2)  (1  +  k^) r,.,  +  (2ii - 3) r,., 

«^^«/'-»X  +  konst. 
Es  ist  dies  eine  Bekursionsformel,  die,  falls  (i  eine  ganze 
Zahl  nnd  großer  als  Eins  ist,  gestattet^  nacheinander  Y^  (fQr 
H  =  2),  Fj  (für  f*  =  3)  usw.  auszudrücken  als  Summe  von  der 

konst.  Yq  +  konst.  F^  +  g(x)Xy 

wo  ^(rr)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  bedeutet.    Femer 
gibt  (2)  bei  der  Annahme  /i  »  1  eine  ebensolche  Formel  für 
F_i,  bei  der  Annahme  ^  —  0  alsdann  für  71,  usw. 
Satz  7:  Alle  dliptischen  Integrale  von  der  Form 


j\ 


worin  ji  eine  garn^ne  Zahl  bedeutet,   lassen  sich  darstellen   als 
Summen  von  der  Form 

konst.  I  ,  +  konst  §    ,-      ^    ^        - 

J  y{i-^x*)ii-k^x*) Jy{i-x^ii-k^x*) 

+  g(x)y{l-^x')il^k'x% 

wo  g(x)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  ist. 

Daher   ist   die  Berechnung   der  elliptischen  Integrale  Y^ 
zurückgeführt  auf  die  der  beiden  speziellen  elliptischen  Integrale 


Yo- 


0  ^  0 

die    man    die    elliptischen   Normalintegrale    erster    und   zweiter 
Gattung  nennt.     Die  Zahl  k  heißt  ihr  Modul. 

446.  Bereohniing  der  elliptlsolien  ITormaUntegirale 
erster  nnd  sweiter  Oattnng.  Mit  Hilfe  des  Satzes  26  in 
Nr.  426  können  wir  die  beiden  Normalintegrale  berechnen. 
Denn  da  ^  auf  das  Intervall  von  0  bis  1  beschränkt  ist  und 
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V  einen  poedtiyen  echten  Brnch  bedeutet,  ist  nach  der  Binomial- 
formel  (4)  in  Nr.  125,  felis  yi  —  h^x^  positiT  gewählt  wird: 

vf=  ii^  - 1  +  i**^  +  H**^  +  i^**^ + •  •  •• 

Diese  B>eihe  konvergiert  nach  der  Bemerkung  zu  Beginn  von 
Nr.  428  gleichmäßig.  Gliedweise  Multiplikation  mit  1 :  "j/l  —  a:* 
gibt  eine  ebenfells  gleichmäßig  konvergierende  Reihe,  deren 
gliedweise  Int^ation  nach  dem  zitierten  Satze  26  in  Nr.  42& 
das  elliptische  Normalintegral  erster  Gattung  auf  die  Form 
bringt: 


0  ' 

1  •  8  ILA  /*  a;* 


dx_ 

X* 


0  0 

X 


+~**/,^:j^.+ 


Ebenso  ergibt  Bich  für  das  elliptische  Normalint^pral  zweiter 
Gattung  für  \x\<l: 

/•_        _«Vi«^ P^^dx     ,   ii»  /  x*dx 

,U.ufj^^dx_ 

0 

Die  einzelnen  Glieder  dieser  Reihen  lassen  sich,  da  teil-^ 
weise  Integration: 


/i 


x'^dx  x"""^ 


yi— Ä* 


,/q Ä   ,   tn  —  1  /*a^     dx 

0 


liefert  und  hierin  m  »  2,  4,  6  •  •  •  gesetzt  werden  kann,  nach 
einander  in  der  Form: 

X 

g^x^yi—a^  +  konst.  l  --^=^  oder  ö'(a;)yi  —  ii;^+konsi aresin ar 
J  yi  — «' 

0 

darstellen,  wobei  jedesmal  g(x)  eine  ganze  r9>tionale  Funktion 
bedeutet. 
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Je  kleiner  der  echte  Bruch  Ic*  ist,  um  so  schneller  nehmen 
die  Glieder  der  unendlichen  Reihen  ab.  Für  größere  Werte 
Ton  Tc^  kann  man  andere,  ebenfalls  schneller  konvergierende 
Reihen  aufstellen,  worauf  wir  jedoch  hier  nicht  eingehen. 

447.  Elllptisolies  ITormallntegral  dritter  Oattnng. 

Nach  den  Auseinandersetzungen  von  Nr.  444  betrachten  wir 
jetzt  die  elliptischen  Integrale 

^-  Si^'tvi'  ">  ^  -  v'a— •»'-»■■^  ■'^- 

Dabei  bedeutet  v  eine  positive  ganze  Zahl.  Um  für  diese 
Integrale  eine  Rekursionsformel  zu  gewinnen,  gehen  wir  von 
der  Formel  aus: 

Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  \  +  nx^  mit  o,  so  ist 

rr«  «  i  (CO  -  1),  X«  «  i-,  (n  +  1  -  (d)  (n  +  A^  -  ^  cd). 

Wenn  diese  Werte  in  den  Zähler  rechts  eingesetzt  werden, 
so  nimmt  er  die  Form  an: 

(2v  -  2)  «  -  {2v  -  3)  /3(D  +  (2i/  -  4)  yoj«  -  (2v  -  5)  S(o\ 
wobei  a,  /3,  }/,  d  die  folgenden  Eonstanten  sind: 

a  =  l^  («  +  1)  („  +  Ä»),    /J  =  ^  \n{n  +  2)  +  (2«  +  3)*-*], 


<2) 


^-^.[»»  +  («  +  3)^    d-^ 


Die  Formel  (1)  läßt  sich  demnach  so  schreiben: 

(2y  — 2)a  _  (2y  — 3)/?        (2y  — 4)y  __  (2y  — 5)^  ^  _d_  _^X_ 

Wenn  wir  sie  integrieren,  so  ergibt  sich: 

(3)(2i,-2)aZ,-(2i/-3)^Z,_,+(2i/-4)yZ,_,-(2i/-5)*Z,.3 

= — -,  +  konst. 

Es  ist  dies  die  gesuchte  Bekm'sionsformd.  Für  v  =  2  er- 
gibt sie  Zj  ausgedrückt  durch  Z^,  Z^,  Z_^  und  a;X:a>,  für 
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1^  »  3  ferner  Z^  ausgedrückt  durch  Z^y  Z^y  Zq  und  xX:  o*  usw., 
80  daß  alle  Integrale  Z^  mit  positiven  ganzzahligen  Indizes  v 
dargestellt  werden  in  der  Form: 

(4)  Z^= konsiZi  +  kon8t.Zo+ kon8t.Z_i+  — ^^^^^^^^  +  konst., 

wo  g(x)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  bedeutet. 

Allerdings  ist  es  denkbar,  daß  der  Koeffizient  a  Ton  Z^ 
in  (3)  gleich  Null  wird,  nämlich  nach  (2)  für  n  «=  —  1  und 
ft^-—k^.  In  diesen  Fällen  ist  ß  nach  (2)  gleich  1^—1  bzw. 
(1  —  ÄJ*)  :  k*  und  also  nicht  gleich  Nidl,  weil  Ä:*  einen  positiven 
«chten  Bruch  bezeichnet.  Die  Rekursionsformel  (3)  nimmt 
also  in  den  FäUen  n » —  1  und  n^-'k*  eine  einfachere 
Form  an: 

~  (21/  -  3)^Z,.,  +  (21/  -  4)yZ,.,  -  {2v  -  5)dZ,_, 
=■ -—7  +  konst., 

so  daß  sich  bei  den  Annahmen  t/  =»  2,  3,  4  •  •  •  nach  und  nach 
J^i,  Z„  Z,  •  •  •  darstellen  lassen  in  der  aUgemeiuen  Form: 

(5)  Z^  ==  konst.  Zo  +  konst.  Z.^  +  — ^^^- £  +  konst, 

(1  +  nx*) 

WO  wieder  jedesmal  g(x)  ganze  rationale  Funktionen  von  x 
vorstellt. 

Nach  Nr.  444  ist  nun  aber  Z.^  in  der  Form: 

Z.i  =  Hl  +  nx^  ^x  ■"  ^0  +  nY,  +  konst. 

durch  Tq  und  Y^  ausdrückbar.  Ferner  ist  Z^  «  Tq.  Sobald 
also  n  =  —  1  oder  n  «  —  A*  ist,  lehren  die  Formeln  (5),  daß 
iüle  Integrale  Z^  durch  die  schon  betrachteten  Integrale  aus- 
drückbar siud.  Ist  jedoch  n  weder  gleich  —  1  noch  gleich 
—  i',  so  zeigt  (4),  daß  die  Berechnung  der  Integrale  Z^ 
schließlich  nur  noch  die  des  Integrals 

z  «.  r ^ 

^1     Jll-^nx^X 
verlangt. 
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Satz  8:  Alle  elliptischen  Integrale  von  der  Form: 

dx 


h 


(1  +  na;yy  (1  —  x»)  (1  —  *«««)' 

worin  v  eine  positive  gaiue  Zahl  größer  als  Eins,  n  eine  Kon- 
stante und  k^  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet,  lassen  sidi^ 
darstellen  als  Summen  von  der  Form: 

konst.  f ,.^ +  konst,  /U^4^^^ 

+  konst,  f--     ^'^ +  ^^^^^^^  ^'^-^^  -1-'-'"^  +  honst., 

wobei  g(x)  eine  gange  rationale  Funktion  von  x  ist.  Wenn 
insbesondere  n  =  —  1  oder  n  =■  --  i*  ist,  so  fehU  in  dieser 
Summe  das  erste  Glied;  alsdann  gut  der  Säte  auch  für  v  ^1. 
Wir  sind  also  schließlicli  zu  dem  Ergebnisse  gelangt^  daB 
zu  den  beiden  in  Nr.  446  berechneten  elliptischen  Normal- 
integralen erster  und  zweiter  Gattung  nur  noch  ein  wesent- 
liches Integral  hinzutritt^  nämlich  das  sogenannte  elliptische 
Normalintegral  dritter  Gattung: 


/< 


dx /ifc«  <  1 


(1  +  na;")  >/(l  —  x*)  (1  —  k^x^ 


Die  Konstante  i*  <  1  heißt,  wie  schon  in  Nr.  445  erwähnt 
wurde,  der  Modul,  Die  Eonstante  n  dagegen  wird  der  Para- 
meter des  Normalintegrals  dritter  Gattung  genannt.  Ist  er  gleich 
—  1  oder  —  k',  so  läßt  sich,  wie  wir  vorhin  sahen,  dies  Integral 
auf  die  beiden  Normalintegrale  erster  und  zweiter  Gattung^ 
zurückfahren. 

Auf  die  Berechnung  des  Normalintegrals  dritter  Gattung 
gehen  wir  nicht  näher  ein. 

448.  Überblick   Aber    die   elliptlsohen  Integrale. 

Die  Gesamtheit  unserer  Untersuchungen  über  elliptische  Integrale 
lehrt,  daß  sich  jedes  elliptische  Integral  als  eine  Summe  daz^ 
stellen  läßt,  deren  Summanden  außer  algebraischen,  logarith- 
mischen und  zyklometrischen  Funktionen  noch  die  mit  Kon- 
stanten multiplizierten  drei  Normalintegrale  sind.  Allerdings 
müssen  wir  hinzufügen,  daß  wir  bei  der  Anwendung  der 
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Parfcialbraclizerleguiig  in  Nr.  444^  wie  dort  schon  hervorgehoben 
wurde,  keine  Rücksicht  darauf  genommen  haben,  ob  die  Zer- 
legung auch  rein  reeU  ist.  Trotzdem  zeigen  die  gemachten 
Schlüsse,  daß  die  drei  Normdlintegrale  hei  der  Untersudiung  der 
eUiptischen  Integrale  die  grundlegende  RoUe  spielen. 
Es  sind  diese  drei  Int^prale: 


(1) 


^  r dx _  r x*dx 


dx 
i/o 


+  nx^  }/(l  —  X*)  (1  — ik»««) 


Dabei  ist  der  Modul  A:*  ein  echter  Bruch  und  der  Parameter  n 
Ton  w  konstant.  Die  Quadratwurzel  nehmen  wir  positiv  an. 
Der  Variabilitatsbereich  von  x  geht  von  —  1  bis  +1. 

Eine  besonders  einfache  Form  erhalten  die  Normalintegrale, 
wenn  eine  neue  Veränderliche  9  vermöge  der  Substitution 

(2)  o;  *—  sin  9) 

eingeführt  wird,  was  gestattet  ist,  da  x  auf  das  Intervall  von 
^  1  bis  +  1  beschränkt  ist.  Wir  dürfen  alsdann  q>  auf  das 
Intervall  von  —  ^  ar  bis  +  ^  3r  einschranken,  so  daß  cos  q>  —  V  f  —  ^ 
stets  positiv  ist  Die  positive  Wurzel  aus  1  —  Vx^  wird  femer 
gleich  der  aus  1  —  k^  sin^  9).  Man  pflegt  sie  mit  z^^  zu  bezeichnen: 

(3)  ^9  -  yi  -  *«  sin«  9). 
Nun  sind  die  drei  Normalintegrale: 


(4) 


dtp 


Weitergehende  Untersuchungen,  auf  die  wir  nicht  eingehen, 
lehren,  daß  sich  die  drei  Normalintegrale  bei  beliebiger  An- 
nahme der  Werte  von  h^  und  n  in  der  Tat  nicht  durch  die 
elementaren  Funktionen  ausdrücken  lassen.  Das  ist  jedoch 
möglich,  wenn  der  Modul  ä;«,  der  ja  ein  positiver  echter  Bruch 
ist,  einen  der  Grenzwerte  Null  oder  Eins  hat.  Dies  zeigen 
wir  in  den  beiden  nächsten  Nummern. 
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449.  Bie  Normallntegrale  mit  dem  Kodnl  ITnll. 

Ist  k^ «  0,  so  wird: 

X  X  z 

/* dx ^  r  x^dx  ^  r dx 

V~l~^^'     ^     J  yT^"i*'     ^'^1(1^  nx^  >/l^ «»' 

Zunächst  ergibt  sich  sofort: 
(1)  u  =»  arc  sin  x, 

wobei  der  Winkel  im  Intervalle  von  —  j  ä  bis  +  j  ä  zu 
wählen  ist.  Die  Integrale  v  und  w  lassen  sich  zwar  nach  der 
in  Nr.  437  angegebenen  ersten  Methode  berechnen,  doch  wollen 
wir  hier  anders  vorgehen: 

Weil  —  )/l  —  a;*  die  Ableitung  x  :  VT^  x^  hat,  gibt  teil- 
weise Integration: 

X  X 

v-Cx-  -7==  dx  -  [-  «i/r^»]^  +  Cyr^^x*  dx 

0  0 

X 

^  —  X  yi  —  X*  +  f  ^  ^^  -  dx^  —  X  yi  —  x^  +  u  —  V. 
J  yi--x* 


Bringen  wir  das  letzte  Glied  links  hin  und  dividieren  wir  dann- 
durch  2,  so  kommt  wegen  (1): 

(2)  t;  —  —  ^x  yi  —  X*  +  I  arc  sin  x. 

Das  Integral  w  unterwerfen  wir  der  Substitution 

t  ,  dt 

wodurch  der  Integrand  rationalisiert  wird.    Da  ^»-0  f&r  a:-«0 
ist,  so  kommt:  ^ 


Ist  1  +  n  >  0,   so   setzen  wir  femer  "/i  +  n  •  <  —  5  und  er- 
halten: 


"-/xVn/ 


dz  \  . 

-T-, — i  =« arctffjer. 

1  +  «»       l/14-n        ^ 


1/1 +n 
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Ist   dagegen  1  +  n<^0  und  etwa  gleich  —  m,  so  daß  m  >  0 
isty  so  kommt: 


tc 


Im  Falle  1  +  n  —  0  wird  w  einfach  gleich  t   Führen  wir  überall 
wieder  die  ursprüngliche  Veränderliche  x  ein,  so  haben  wir: 


_  _L  _  xyi  +  n 

i/rt^«-ctg^j^-~, 


(3)«;  =  ^^=^-. 

^  ^  Vl  —  x* 


In 


>/i—  jg'  +  a?y— 1  —  n 


für  n  >  —  1, 

fürn 1, 

für  w  <  —  1. 


21/— 1  — n       l/i— X»  — X|/^i —n 

Im  ersten  Falle  ist  der  Arkus  auf  das  Interrall  von  —  j  sc 
bis  +  |-  Ä  zu  beschränken.  Die  Wurzel  aus  1  +  n  bzw.  —  1  —  n 
darf  positiy  angenommen  werden. 

460.  Bie  ITormaUntegrale  mit  dem  Kodnl  Blns. 

Im  FaUe  i« «  1  ist: 

XXX 

r  dx  /*  x^dx  /*  dx 

Die  Integranden  sind  rational,  so  daß  die  in  §  1  gegebenen 
Methoden  sofort  liefern: 


(1) 

(2) 


««iln 


i        1  — X 


Femer  ist: 


w 


^l+nj  (i+naj^  +  1-ajV^^-l+nJ  1 


dx 


In 


l+a: 


+  naj»^2(l+n)     1— a; 


Das  rechts  noch  vorhandene  Integral  wird  wie  das  Integral  w 
in  der  vorigen  Nummer  behandelt.  Es  ergibt  sich  auf  diesem 
Wege: 
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(3)  w  -  ^ 


j^arctg(./-n)  +  ,-^^lnJ±-|         farn>0, 
ilnl±|  fttrn^O, 

2(l  +  n)        l-Äl/-n^2a+^)       1-^ 

Im  ersten  Falle  ist  der  Arkus  auf  das  Intervall  von  —  \x 
bis  +  j  «  einzuschriLnken.  Die  Wurzel  aus  n  bzw.  —  n  darf 
positiv  angenommen  werden. 

§  4.  Integration  transzendenter  Fanktionen. 

461.  ZnrüokflBhmng  tranuendenter  Integraadan 
anf  algebraisohe.  Nachdem  wir  uns  bisher  in  diesem  E^apitel 
.ausschließlich  mit  Integralen  von  (ügAraischm  Funktionen  be- 
schäftigt haben  ^  woUen  wir  in  diesem  Paragraphen  Klassen 
von  Integralen  betrachten,  deren  Integranden  l/raiisssendent  sind. 

Da  für  die  Integrale  der  ersteren  Art  in  den  vorher- 
gehenden Paragraphen  manche  Berechnungsmethoden  gewonnen 
wurden^  so  wird  es  häufig  zweckmäßig  sein,  Integrale  yon 
transzendenten  Funktionen  durch  passende  Substitutionen  in 
Integrale  von  algebraischen  Funktionen  zu  verwandeln.  Dies 
ist  natürlich  nicht  immer  möglich.  Es  gelingt  aber  bei  den- 
jenigen Integralen,  die  wir  hier  übersichtlich  zusammenstellen: 

Jfir')dx,  ffOnx)^, 

ff{Bmx)dx,  rf(igx)dx, 

ßiüTC  sin  x)  :^=-^ ,      Jf{a.TC  tg  x)  j-^, , 

WOZU  sich  noch  einige  analoge  gesellen.    Hierin  soll  überall  f 
eine  algebrodsche  Funktion  der  bei  f  angegebenen  Gh-öße  sein. 
Vermöge  der  sechs  Substitutionen: 

f^emx^      ^  =  lnrr,       ^«sina?,      ^  — tgx, 
t  «  arc  sina;,      t  —  arc  tga;, 

-die  auf  die  einzelnen  sechs  Integrale  auszuführen  sind,  werden 
«ie  augenscheinlich  Integrale  von  algebraischen  Funktionen 
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TOS  t,  da  nämlich  f  eine  algebraiache  Funktion  in  t  wird  und 
außerdem  in  den  einzelnen  Fällen  ist: 

j  ät        dx       j,         j  dt 

ax  ^ — T,      — -•  ar,      ax  ^ 


dx 


,  dt  da;  ,,  dx  -,, 

14-**'      i/i  _  .ri  '       1  +  a;' 


462.  Integration  gonlometrisoher  Funktionen.  Liegt 
insbesondere  ein  Integral  von  der  Form 


/ 


f(fimx,  cosx,  tgo;,  Qigx)dx 

Tor,  wo  der  Integrand  eine  rcUionaie  Funktion  von  sinrr,  coso;, 
tgx,  ci^a;  ist,  so  läßt  sich  der  Integrand  rationalisieren^  indem 
man  t'^tgjx  setzt.     Denn  dann  ist: 

2t                    1  ^t*    ,              2*        i.            1  —  *' 
sm  X  -  j-qj^,  cos  X  -  j-py„  tg  j;  -  j^-„  ctg  a; g^-, 

i.  Beispiel:  j  g^—  =«  /   --  ="1^^  + tonst. —In tg|^a;+kon$t. 
2,  Beispiel: 

/^. -/i^ -/if-, +/i4!-,  -  >. :  i: + kont 

-  k  ^-^4^  +  konst.  -  In  tg  {\x  +  ^^)  +  konst. 

5.  Beispiel:    j  tg  xdx  =-  /  ^  ^4  •    Setzen  wir  fi  «=  jer,  so 
kommt: 

/  tg  xdx  =  /  ^  _-^  "="  ^^  1 Z]  ^  +  tonst.  =  In  ^  _  ,  +  konst. 
-=  —  In  (cos*  jX—  sin*! a?) + tonst. = — In  cosaj + konst. 

4.  Beispiel:  /ctg  xdx    wird    vermöge    der   Substitution 
X  ^  \%  —  t  auf  das  vorige  zurückgeführt,  so  daß  kommt: 


/« 


ctg  rctZa;  =>  In  sin  X  +  konst. 
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4BS.  Wiederholte  teilweise  Integration.  Es  seien 
u  und  V  Funktionen  von  x,  und  n  bedeute  eine  positive  ganze 
Zahl.     Kann  man  alsdann  n  +  1  Funktionen 

«i;    ^t>    ^8,    •  •  •    ^ny   <^«+l 

finden,  deren  Ableitungen  bzw.  gleich 

sind,  so  kann  man  auch  das  Integral 

berechnen.  •^ 

Denn  nach  Voraussetzung  ist 


so  daß  wiederholte  teilweise  Integration  nach  Satz  17,  Nr.415,  gibt: 

1  u^'-^uv^dx  =  I  u'^-^v^'dx  «  w""^«;,  —  (n—  1)  /t«*"*w'v,dir:, 

/  wM't;„_i  da;  «  1  wvida;  =  wt;„  --  /  u'vndx, 

I  uvndx=- 1  Vn+idx^  Vn  +  i  +  koust. 

Werden  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1,  -n,  w(n-l),  ...(-l)"-in(n-l)...3.2,(-l)«n(n-l)...2.1 

multipliziert  und  dann  addiert,  so  kommt: 

(2)      I  W'vdx  =«  w««!  —  nw'-^tJj  +  n(n—  l)w""*r5 

+(-l)»-*n(w-l)-.-3.2Mt?n+(--l)«n(n— l)...2.1t?«+i  +  konBt. 
Beispiel:  Ist  w  =  arc  sin  a;,  ü  =  1,  also  Vi^-a;,  so  kommt: 

_  <  -  v^H^ 


X  d^— VI— rr';         ,  ,  ^; 5 

^1**  ^,-7?=^'=  d[i ^     daher  t;,--yT=^, 


v^u'  =  -  1  -  -^^5^,  daher  t;,  ^ a;, 

—  X  dyi—X*  j  -  _^^:i 5 

^»^  ^yr=-a:» 5^~'  daher  t;,  =  VT-^ 

usw.     Aus  (2)  folgt  alsO;  falls  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist: 
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(3)     /  (arcBina:)"da;=-kon8t.+a;[(arc8ma;)"— n(n— l)(arc8mir)""**+  ••] 
+yi'-x^  [n(arc  sina;)«-*  —  n(»—  1)  {n-'2)  (arc  sina:)—»  +  ...]. 

Vermöge  der  Substitution  x  ^  Bing  geht  hieraus  hervor: 

(4)   /  jei"cosjprfjer=*konßt.+siii2f[ie?"— n(n— l)j?""*H — ] 

+cos0[nii— ^-n(»-l)(n— 2)jef^-'+--J. 

Die  Endglieder   der  in  (3)  und  in  (4)  auftretenden  Summen 
fEÜlen  verschieden  aus^  je  nachdem  n  gerade  oder  ungei*ade  ist. 

454.  Auswertung  reeller  Integrale  mit  Kllfe  des 
Imaginären.  Wir  haben  die  Integration  im  Bereiche  der 
komplexen  Zahlen  noch  nicht  besprochen.  Dennoch  wollen  wir 
hier  an  einem  lehrreichen  Beispiele  zeigen,  wie  man  mitunter 
durch  Anwendung  imaginärer  Größen  zu  reellen  Integralformeln 
gelangen  kann,  die  sich  ihrer  umständlichen  Form  halber  der 
direkten  Berechnung  leicht  entziehen.  Um  aber  völlig  korrekt 
zu  verfahren,  werden  wir  nachträglich  die  Eichtigkeit  der 
gewonnenen  Formeln  durch  direkte  Differentiation  prüfen 
und  dadurch  wie  schon  in  Nr.  432  den  eingeschlagenen  Weg 
legitimieren. 

In  der  Integralformel  (1)  von  Nr.  418  wollen  wir  für 
—  m  die  komplexe  Eonstante  a  +  ib  setzen.    Alsdann  kommt: 


/' 


(a4.»6)-+iL  11       ^        2!  ^^        >'  nl       J  ^ 

Nun  ist  nach  (3)  und  (5)  in  Nr.  373: 

Ist  Q  der  absolute  Betri^  und  cc  die  Amplitude  von  a  +  ib, 
also  a  +  ib  nach  Satz  1,  Nr.  355,  gleich  q  (cos  a  +  isia  cc), 
so  ist  nach  der  Moivreschen  Formel  in  Nr.  358  für  jede  ganze 
positive  Zahl  k: 

(a  +  iby  =»  p*  (cos  kcc  +  i  sin  Aa). 
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Also  ist 

11  1 


(a  +  t5)»+i        /  +  *    co8(n  +  l)a  +  t8in(n+l)a 
__  COB  [—  (w  +  1)  «]  +  i  sin  [—  (n  +  1)  a] 
,«  +  ^ 

Füliren  wir  diese  Werte  in  die  Integralformel  ein,  kehren  wir 
dabei  die  Reihenfolge  der  rechtsstehenden  Summanden  um  und 
schreiben  wir  z  statt  ty  so  ergibt  sich: 

/  jif*e^*  cos  bzdz  +  i  1  si^^*  sin  hzdz 

«  konst.  +  c*»*  { cos  \bz  —  (n  +  1)  a]  +  %  sin  \hz  —  (n  +  1)  a] }  • 

•  I  [cos  na  +  i  sin  na] [cos  (n  —  1)  a  +  i  sin  (n  —  1)  «]  — f— 

+  [cos  (n-2)a  +  isin  (n-2)a]  V^^l^y^J.  + 

+  (-  1)"-'  [cos  a  +  i  sin  a]  -^ —^n +  (-  1)"  "n+i  [  • 

Multiplizieren  wir  die  beiden  geschweiften  Klammem  aus,  in- 
dem wir  wiederholt  von  der  Formel 
(cos  A'\-  %  sin  Ä)  (cos  B-\-i  sin  B)  =  cos  (-4  +  JB)  +  i  sin  (-4  +  ^ 

Gebrauch  machen,  und  trennen  wir  die  reellen  Glieder  von  den 
rein  imaginären,  so  ergeben  sich  zwei  von  imaginären  Größen 
völlig  freie  Formeln,  die  wir  in  eine  einzige  zusammenfassen 
können: 


(1)  / 


^n^a*  C^8  }^zdz 
8in 


-  konrt.  +  n!  e'"^,^^^^  ^  [6,  -  (*  +  1)  „]. 

Hierin  gilt  entweder  überall  das  Funktionszeichen  cos  oder 
überall  das  Zeichen  sin.  Außerdem  haben  q,  cosa  und  sina 
die  Bedeutungen: 

(2)     p  =-  Va^  +  V.     cos  a  =  --    ^r^,     sin  a  »   , , 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist. 

Nachträglich  beweisen  wir  die  Richtigkeit  der  Formeln 
(1)  dadurch,  daß  wir  zeigen:  Die  rechte  Seite  von  (1)  gibt^ 
nach  z  diflferenziert,  in  der  Tat  ir^c***  cos  bz  bzw.  jer"c**  sin  bz. 
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Wenn  wir  die  rechte  Seite  yon  (1)  dififerenzieren;  bo  ist 
zu  bedenken,  daß  z  rechts  einmal  vor  dem  Snmmenzeichen  und 
zweimal  imter  dem  Summenzeichen  auftritt.  Infolgedessen  er- 
geben sich  für  jede  der  Zahlen  Ä  —  1,  2,  . . .  n  drei  mit  £i""* 
behaftete  Glieder,  nämlich  diese: 

^^ ^—i { -    .    [bz  —  (i  +  1)  a]  IC  -        [hz  —  (h  +  l)a\ 

wo  entweder  überall  die  oberen  oder  überall  die  unteren  Zeichen 
gelten.  Nach  (2)  ist  der  Inhalt  der  geschweiften  Klammer 
gleich  NuE  Bei  der  Differentiation  der  rechten  Seite  von  (2) 
fallen  also  alle  mit  jg®,  z^y  z^,  ...  jf*^^  behafteten  Glieder  fort. 
Dagegen  ergeben  sich  zwei  mit  £f  behaftete  Glieder,  nämlich 

l  9   Bin  ^  ^    ^  ^  COB  ^  ^} 

Dies  aber  ist  wegen  (2)  der  Integrand.  Also  gibt  die  Differentiation 
der  Formel  (1)  in  der  Tat  eine  richtige  Gleichung.  Damit  ist 
die  Formel  verifiziert. 

Wir  heben  hervor,  daß  sich  aus  (1)  für  n  =  0  und  wegen 

(2)  die  oft  angewandten  Formeln  ergeben: 

(3)  Je-'  cos  bzdz  -  6-  ^'^^^/,  +  ^r^"  +  konst., 

(4)  /  e***  sin  bzdz  =«  c*'  ^^"^   ^«^5«^^      +  konst., 

die  man  auch  leicht  durch  teilweise  Integration  wie  im  3.  Bei- 
spiele von  Nr.  416  findet. 

4a6.  Die  Integrale /eo8  {ax  +  b) cos (a'x  +  b')...dx. 

Ist  in  ff{x)dx  die  Funktion  f{x)  ein  Produkt  von  mehreren 
Sinus  oder  Kosinus  linearer  ganzer  Funktionen  von  Xy  so  lassen 
sich  alle  Faktoren  durch  den  Kosinus  ausdrücken.  Femer  läßt 
sich  nach  der  bekannten  Formel 

cos  J.  cos  jB  =  jcos  {A  -\-  B)  +  \qo^  {A  —  E) 

jedes  Produkt  von  zwei  solchen  Kosinus  in  eine  Summe  zer- 
legen, in  der  wieder  Kosinus  von  linearen  ganzen  Funktionen 
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von  X  anftreten.  Wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  zeigt 
alsO;  daß  schließlich  jedes  Integral  von  der  Form 

/  cos  (ax  +  b)  cos  (ax  +  V)  cos  (a''x  +  6")  •  •  •  rfa: 

und  ebenso  jedes  Integral;  das  hieraus  herrorgeht,  wenn  die 
Kosinus  zum  Teil  oder  sämtLLch  durch  Sinus  ersetzt  werden, 
in  eine  Summe  von  der  Form 


^^J  Qos(px  +  q)dx 


2' 

verwandelt  werden  kann.     Da 

Tcos  (^x  +  q)dx  =  ^^(P^  +  g)  +  konst.  für  p  +  0, 

j  cos  qdx  =^  cos  q  -  x  +  konst. 
ist,  so  läßt  sich  das  Integral  auswerten. 

466.  Anwendnng  B,ut  feos'^xdx  für  gannahllges 
positives  n«  Nach  der  soeben  entwickelten  Methode  er- 
gibt sich 

2  cos*  X  =  cos  2a;  +  1, 

2*  cos*  X  =  (cos  3x  +  cosa;)  +  2  cos  x  =  cps  3a?  +  3  cosrr, 

2*  cos*  X  =  [cos  4:X  +  cos  2a;]  +  3  [cos  2a;  +  1] 

«  cos  4a;  +  4  cos  2a;  +  3, 
2*  cos*  X  =  [cos  5x  +  cos  3a;]  +  4  [cos  3a;  +  cos  x]  +  6  cos  x 
«  cos  bx  +  5  cos  3a;  +  10  cos  x, 
2*cos*a;  ==  [cos  6a;  +  cos4a;]  +  5  [cos4ar  +  cos2a;]  +  10  [cos2a;  +  1] 
=  cos  6a;  +  6  cos  4a;  +  15  cos  2a;  +  10 

usw.  Man  erkennt ,  daß  die  Koeffizienten  der  Kosinus  rechts 
die  Binomialkoeffizienten  sind;  da  jeder  solche  Koeffizient  als 
Summe  zweier  aufeinanderfolgenden  Koeffizienten  der  vorher- 
gehenden Formel  entsteht.  In  den  Formeln  für  gerade  Potenzen 
von  cos  X  tritt  eine  additive  Konstante  auf;  die  jedesmal  gleich 
dem  Koeffizienten  von  cos  x  in  der  vorhergehenden  Formel  ist 
Daher  ist  allgemein: 
455,  456] 


%  i.  Integntion  transzendenter  Funktionen.  103 

2*"-*co8*«-^a:  -  co8(2n  -  l)x  +  ?^^  coB(2n  -  S)x 

,  (2n— l)(2n  — 2)        .^        p..      ,         ,  (2n— l)(2n— 2) -.(n+l) 
+ 1  -2 -'co8(2n-5) j;+ ...  +^ 1  2  .>  (n- i)      ^^^^^^ 

2«i.-ico8««j;-(K)82na;+^co8(2w-2)a;+^^^^^^ 

gn(2n-l)..(n+2)         g  (2n- l)(2n~  2)  ■ -(^1+ 1) 

E8  bedeutet  hierbei  n  eine  po8itire  ganze  2^hl. 
Integration  dieser  Formebi  liefert  nun: 

J  2n--l        ^       1  2n  — 3 

^  (2n  — l)(2n~-2)8in(2n  — 6)0?  ,  (2n--l)(2n— 2)..(n+l)  sina;     , 

■^  1-2  2n-6~"*"'""*"  1.2...(n-Tr  j"  "f-KOnst., 

2««-i  rpnn»">r/fy^"°^**^  I  «♦^«'^(^^-g)^  .  2n(2n-l)Bin(2n^4)a? 
J  '*'  2«     "^  1        2n— 2       ■*"        12  2n  — 4       "^ 

2n(2n-l)...(n4-2)  8in2a;      (2n-l)(2n-2). » (n+l)  , 

"*"         r2..(n-l)  2"  "*"  r2..(n-l)  ^  "^  ^^^^'^• 

Ersetzt  man  x  durch  a;  +  i»;  so  ergeben  sich  Formeln  für 
/  sin*"  "*  xdx     und     1  sin*"  a;rf:r. 

457.  Berechniing  von  f^in'^xeos'^xdx.  Dies  Integral 
läßt  sich;  falls  m  und  n  rationale  Zahlen  sind,  mittels  der  in 
Nr.  452  angegebenen  Substitution  ^  »  tg  j  :r  auf  eine  solche 
Form  bringen ;  wo  der  Integrand  eine  algebraische  Funktion 
wird.  Insbesondere  ist  diese  Funktion  rational,  wenn  m  und  n 
ganze  Zahlen  sind. 

Wir  können  auch  die  Substitution  sin  2;  »  yt  machen,  wo- 
durch sich 

sin"»  rr  COS"  :r  rfa:  «  I  /  ^  ~r- (1  —  ^)~2~  d^ 
ergibt.   Wenn  wir  ^  =  1  — jer*,  d.h.  cobx^js  setzen,  so  kommt: 

/.  r»  »n  —  1 

sin'^rccos^icrfa;  =  —  f  (1  —  ;?*)~  i~  s^dZy 

und  diese  Umformung  wird  man  bequem  benutzen  können,  wenn 
\{m  —  1)  eine  ganze  Zahl,  d.  h.  m  eine  ungerade  Zahl  und  n  ra- 
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tional  ist.  Denn  wenn  dann  n^p:qiBt,wop  und  q  ganze  Zahlen 
bedeuten,  so  setzt  man  nach  Nr.  434  die  Größe  Yz  gleich 
einer  neuen  Veränderlichen. 

Wenn  wir  dagegen  in  (1)  die  Substitution  t  =^  e^  machen, 
also  Bmx'^0  setzen,  so  kommt: 

/  sin*"  X  cos"  xdx  =»  /  xf"*  (1  —  0~*~  dZy 

also  eine  analoge  Form.  Sie  gestattet,  das  Integral  zu  be- 
rechnen, falls  n  eine  ungerade  Zahl  und  m  rational  ist. 

Setzen  wir  endlich  t=^e^:{l +e^)  in  (1)  ein,  so  ergibt  sich: 


1  sin"*  X  cos^xdx  =  /  - 

•^  Ja 


Z'^'dß 


und  diese  Form  gestattet  die  Berechnung  des  Integrals,  falls 
m  ^n  eine  gerade  Zahl  und  m  rational  ist. 

In  jedem  dieser  drei  Fälle  läßt  sich  das  Integral  weiter- 
hin durch  teilweise  Integration  yereinfachen,  ehe  man  die  all- 
gemeinen Methoden  für  die  Integration  rationaler  Funktionen 
anwendet. 

468.  Bareohnimg  von  /sin""  x  cos**  xdx  für  gßxa» 
Zahlen  m  und  n.  Statt  der  vorher  auseinandergesetzten 
Methode  kann  man  aber  auch  von  vornherein  die  teilweise 
Int^ration  zweckmäßig  anwenden,  sobald  m  und  n  ganze 
Zahlen  bedeuten.     Denn  es  ist 

I  sm"*  X  cos** xdx  =  1  qos^~^x  •  ^-  ( — -:  —  j dx, 

so  daß  teilweise  Integration  liefert: 

/•  ™         n    j        coß""^a;8in"*+*Ä; 
sm"*  j:  cos"  xdx  ^ 1— . 

+  — rr  /  8in"*+*a;  cos"~*a;rfa;. 
m  +  lj 

Im   letzten  Int^rale   ersetzen   wir  einen  Faktor  sin^rr  durch 
1  —  cos^a;,  wodurch  dies  Integral  in 

/  sin^x  cos^~^  xdx  —  1  sin*"a;  cos"  xdx 
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übergeht^  so  dftfi  in  (1)  rechts  zum  ScUusse  wieder  das  in  (1) 
linkssiehende  Integral  erscheint.  Bringen  wir  es  auf  die  linke 
Seite ^  so  erhalten  wir: 


/  8in**a: 


.     ,  sin"*"*"^  X  coB**   ^x 

cos^xax  —  - 


^  tn4-n 

tn  +  nj 

Ersetzen  wir  x  durch  ^x  •—  x   und  also  dx  durch  —  dx  und 
vertauschen  wir  außerdem  m  mit  n,  so  folgt: 


1  sin"*ic 


_     ,  sin*"    *aj  OOB***"*« 

Qos^xdx  -=  — 


H i —  /  sin"*"*a:  coB^xdx. 

m  +  nj 

Ersetzen  wir  femer  n  in  (2)  durch  n  -\-  2  und  m  in  (3)  durch 
m  +  2  und  bringen  wir  alsdann  jedesmal  das  rechtsstehende 
Integral  auf  die  linke  Seite^  so  erhalten  wir  die  beiden  Formeln: 


(4) 


(5) 


/■ 


.   „           ,.      ,               ßm'"^    Ä  coB  ^   a; 
Sin*"  X  cos'*  xdx  — .-  ^ 


+  ^"^?"!^--  /  sin"*a;  cos"+*a:rfj;, 
/sii 


sin^'a;  cos"a;rfrr  =  - 


w+l 


Dies  sind  Bekursionsfonndn,  die  zur  sukzessiven  Vereinfachung 
der  Integrale  dienen.  Die  Formeln  (2)  und  (3)  sind  anzu- 
wenden, falls  n  bzw.  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist^  die  Formeln 
(4)  und  (5),  falls  n  bzw.  m  eine  negative  ganze  Zahl  ist.  Die 
Formeln  (2)  und  (3)  sind  unbrauchbar,  wenn  m  +  w  =  0  ist, 
aber  die  Formel  (2)  ist,  wenn  w  +  n  «  0  ist,  durch  die  aus 
(1)  folgende  Formel  zu  ersetzen: 

(6)  JV ^rf^  -  ^Irpr  - JV^ ' ^d^> 

die  als  Rekursionsformel  dient,  wenn  m  eine  negative  ganze 
Zahl  ist.   Wenn  wir  hierin  m  statt  m  +  2  schreiben  und  das 
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Integral  rechts  auf  die  linke  Seite  bringen^   so   erhalten    wir 
die  Reknrsionsformel: 

die  anzuwenden  ist^  falls  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Die  Formel  (4)  ist  unbrauchbar,  wenn  n  «  —  1  ist,  die 
Formel  (5),  wenn  m  =  —  1  ist.  Aber  es  ist  zu  bemerken, 
daß  wiederholte  Anwendung  dieser  Formeln  die  Integrale,  in 
denen  n  bzw.  m  eine  negative  ganze  Zahl  bedeutet,  auf  die 
besonderen  Integrale 


/Bin     X  *j          ,                  /^C08    X  j 
dx     bzw.     I  —. dx 
C08  X                                  J      %YD.X 


zurückführen,  sobald  n  bzw.  m  eine  ungerade  Zahl  ist.  Auf 
das  erste  dieser  beiden  Integrale  wenden  wir,  wenn  m  eine 
positive  Zahl  ist,  die  Formel  (3)  für  n  —  —  1  an,  so  daß  es 
sich  weiter  reduziert,  und  wenn  m  eine  negative  ganze  Zahl 
ist,  die  Formel  (5)  für  n  =  —  1.  Ebenso  wenden  wir  auf  das 
zweite,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  die  Formel  (2) 
für  m  »  —  1  an,  und  wenn  n  eine  negative  ganze  Zahl  ist, 
die  Formel  (4)  fQr  w  =  —  1. 

Man  erkennt  also,  daß  das  Integral 


/ 


sin"*  a?  cos"  a: (irr, 

worin  m  und  n  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind, 
durch  wiederholte  Anwendung  der  Rekursionsformeln  zurück- 
geführt werden  kann  auf  solche  Integrale  von  derselben  Form, 
in  denen  m  und  n  die  Werte  —1,0  oder  1  haben.  Es  sind 
dies  die  Integrale 

I  dx  =  X  +  konst. , 
/  sin xdx  =  ■—  cos x  +  konst.,        1  cos  xdx  =  sina;  +  konst. 

j  smx  cos  xdx  =  J-  /  sin  2xd  (2x)  =  —  J^  cos  2rr  +  konst. 

=  —  ^  cos^a?  +  konst.  =  j  sin*  x  +  konst. 
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J  ^fe  ''^*8  2  ^  +  toii8t.,J  ^^=«lntg(^fl?  +  ^3r)  +  kon8t., 
/  ^^  dx^  I  tg  xdx  —  —  In  cos  a;  +  konst., 

/cos  CR  i 

. —  dx  ^  I  ctg  xdx  =  In  sin  rr  +  konst., 
Bin  A?  t/ 

wie  sich  nach  Nr.  452  ergibt ,  sowie  das  Integral: 

r  dx 

J  aina^coBj; 
In  diesem  machen  wir  die  Substitution  x  ^\t  und  erhalten: 

/- . — - —  ==  /  ^— :  =  In  tg  1^  +  konst.  «  In  tcf  a:  +  konst. 

Wir  können  also  auf  diesem  Wege  jedes  Integral 

I  sin^'a;  oos^xdx, 

in  dem  m  und  n  positive  oder  negaUve  ganze  Zählen  sind, 
berechnen, 

459.  Die  Integrale  f^isk^xdx  und  feo^^xdx  für 
ganse  positive  Zahlen  m.  Die  Formel  (3)  der  vorigen 
Nummer  gibt  im  Falle  n  =  0: 


Bin^xdx  « I  sm*"^ 

m  m  J 


xdx. 


Ist  m  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wollen  wir  die  Fälle  unter- 
scheiden, in  denen  m  ungerade  oder  gerade  ist.  Ist  m  ungerade, 
gleich  2k  — Ij  so  kommt: 

/  sin**"^  a;da;  —  —  2k  — i  su^**"*^  ^^  ^ 

+  2F=Tjsin"-«a:da;; 

ist  m  dagegen  gleich  2k ,  so  kommt: 

(2)      /  sin** xdx^  —  g^.  sin**"  ^  ic  cos rr  H — ^^  1  sin**"  ^xdx. 

Jede  dieser  Formeln  ist  eine  Bekursionsformel. 

[458,  459 


108  Kap.  II.    Integrale  von  elementaren  Funktionen. 

Wenn  wir  in  der  ersten  h  nacheinander  durch  i—  1,  i  — 2, 
...  2  ersetzen,  so  erhalten  wir  insgesamt  Tc  —  1  Gleichungen, 
die  wir  bzw.  mit 

.        2Jfe-~2       (8A;-~2)(aifc  — 4)  (2fc  —  2)(2A;-~  4)  •  •  •  4 

'     2A:— 1'     (2ifc  — 1)(2Ä;  — 8)'    '"    (2*  — 1)(2Ä?  — 8)  •  •  •  5 

multiplizieren  und  alsdann  addieren.     So  finden  wir: 

(3)  j  sia^^'^xdx-^ 

2A:-lL®"^  ^^^2ä;-8^*^         ^^(2A;-8)(2ifc-5)®^^         ^+ 

,    (2Jfc— 2)(2Ä;— 4)...4    .    2       ,    (2Ä;  — 2)(2Ä:— 4)...4.21    ,    ,         . 
+  P^2-ifc=:6)— 3  «^'^^  +  ;2Jfc-8)(2Jfc^5)...8.lJ  +  '^^^«*- 

Die  Gleichung  (2)  dagegen  liefert,  entsprechend  behandelt: 

(4)  /sin**rcrfa?  = 

cosxr  .«LI      ,  2k  — 1    .    «1    •      ,   (2Ä;— 1)(2Ä;  — 3)    .    oi    s      . 
-^L'^"^^  +  2ir.-2«^"''^  +  S27r=^ 

(2Ä;-l)C>fe-8)...3  -1  (2ä:-1)(2^-^3)...8 

^  (2Ä:-2)(2A:-  4)  •  • .  2^"^^J  ^  2Ä;(2A:- 2)(2A:- 4)  •  •  •  2    ^  ^  ^^'^^ 

Durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  \n  —  x  erhalt 
man  entsprechende  Formeln  für  die  Integrale  der  ganzen  posi- 
tiven Potenzen  des  Kosinus.  Wir  erinnern  daran,  daß  wir  diese 
Int^rale  in  Nr.  456  in  anderer  Weise  dargestellt  haben,  nämlich 
als  Summen,  die  nach  goniometrischen  Funktionen  der  Viel- 
fachen des  Winkels  fortschritten,  während  jetzt  die  Summen 
nach  Potenzen  goniometrischer  Funktionen  fortschreiten. 


460.  Das  Integral  r^,^^  .^f^^^^  .  ^'   Da  dies  Inte- 


dx 

^  sin  oe;  4-  ^  cos  a;  4-  «^ 

gral  öfters  vorkommt,  behandeln  wir  es  als  letztes  Beispiel  nach 
der   in  Nr.  452   angegebenen  Methode,   indem    wir  tg^x  » 
setzen,  wodurch  hervorgeht: 

(.^       C       dx r idt 

^^^  J  asmx  +  hcoBX  +  c     J  {c  —  h)t*  +  2at  +  {c+b)' 

Nach  §  1  ergeben  sich  verschiedene  Behandlungsweisen  je  nach 
der  Beschaffenheit  der  im  Nenner  des  Integranden  stehenden 
ganzen  Funktion  zweiten  Grades. 
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Hat  diese  ganze  Fanktion  zwei  reelle  verschiedene  Noll- 
stellen  ^  und  ^,  so  wird  das  Integral  gleidi 

e -bj  (t - 1,)(« -i,)~(e- b)\t,  - «,)  L J  « - <i     J  t-i,] 


In 


t-t. 


(c-6)(<.-<,)  "t-t. 


2 


In^i^+konst. 


i2)ß 


(c-6)(*,~t,)*"tgia;-t, 
Es  sind  hierbei  t^  und  ^  die  Werte 

ti  1      -  o  ±yä«  +  &«-  c* 

so  daß  sich  also  för  c*  <  a*  +  6'  ergibt: 
A^ _._  _l_  -ln'^"'^_+!'-"'"-(^--^*fi^*^+kon8t 

Wenn  zweitens  die  in  (1)  auftretende  quadratische  Funktion 
konjugiert  komplexe  Nullstellen  h  ±  ik  hat,  so  wenden  wir 
auf  das  in  (1)  rechts  stehende  Int^ral  die  Formel  (11)  von 
Nr.  433  aU;  indem  wir 

P-O,     C-,-_:-j,    P'-c-b'    «-Ä 
setzen,  wobei 

ist,  also  f&r  die  in  der  angegebenen  Formel  (11)  auftretende 
Oroße  t  oder  (x  —  h):  k,  d.  L  also  jetzt  för  (t  —  K):k  der  Wert 

zu  setzen  ist.     Demnach  ist  für  c*  >  a*  +  V\ 


(3)/ 


-^5_ ^„     2__      arctir^'":^^*'^+^+konst 


E[at  endlich  die  in  (1)  auftretende  quadratische  Funktion 
zwei  gleiche  Nullstellen  t^,  so  wird  das  in  (1)  rechtsstehende 
Intq^  gleich 

c~bf(i^lö* (c-b)(t-t,)  +  ''°»«*- 
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Es  ist  dann  c*  =  a*  +  V  und  ^  =  a  :  (6  —  c).    Demnach  ei^bt 
sich  im  Falle  c*  =  a*  +  6*: 

(4)  1  — : r-^ —    ,     =  — ,  X  "~  ,v .  1 — h  konst. 

Es  kann  femer  sein^  daß  sich  die  quadratische  Funktion 
in  (1)  auf  eine  lineare  reduziert,  nämlich  wenn  h  ^c  ist.  Als- 
dann wird  das  Integral  (1)  gleich 

-  In  (a<  +  6)  +  konst., 

so  daß  sich  ergibt: 

(5)  f— — XT7 ■J-T^  =  -  In  (a  tgi^  +  6)  +  konst. 

Ist  außerdem  a  =>  0,  so  wird  die  quadratische  Funktion 
eine  Eonstante,  und  es  kommt: 

Hiermit  sind  alle  Möglichkeiten  erledigt. 

461.  Bamerkiing  Aber  die  Logarithmen,  die  sich 
beim  Integrieren  ergeben.  Indem  wir  hier  die  YorfELhrung 
von  Beispielen  beenden,  in  denen  die  Integrale  ausgewertet 
werden  können,  erscheint  es  rötlich,  noch  einmal  auf  eine 
Bemerkung  von  Nr.  402  zurückzukommen,  wo  wir  betonten, 
daß  die  Formel: 

lux  •\-  konst. 


/^ 


unvollständig  ist,  falls  man  sich  auf  den  Bereich  der  reellen 
Zahlen  beschränkt,  da  ja  auch: 


ß 


—  =  ln(—  a;)  +  konst. 


richtig  ist.  Die  zweite  Formel  geht  allerdings  aus  der  ersten 
hervor,  wenn  die  darin  auftretende  additive  Eonstante  durch 
In  (~  1)  +  konst.  ersetzt  wird.     Aber  In  (—  1)  ist  imaginär. 

Bei  den  Anwendungen  aller  derjenigen  Integralfcrmdny  m 
denen  sich  auch  logarUkmische  Funktionen  ergä>eny  muß  man 
also  beachten,  daß  die  Numeri  dieser  Logarithmen  a/uch  stets 
460,461] 


/. 


§4.   Integration  traoBzendenter  Funktionell.  111 

mit  —  1  midtiplijriert  werden  dürfen.  So  z.  B.  ist  die  Formel  (2) 
der  Torigen  Nummer  eigentlich  noch  zu  ergänzen  durch  diese: 

Man  wird  bemerken^  daß  sich  jene  Formel  (2)  in  diese  ergänzende 
Formel  nicht  etwa  einfach  dadurch  verwandeln  läßt;  daß  man 
der  Wurzel  das  entgegengesetzte  Zeichen  gibt;  vielmehr  nur 
dadurch;  daß  man  zur  additiven  Eonstante  die  imaginäre  Eon- 
stante ln(— 1)  hinzufügt. 

Beachtet  man  diesen  Umstand  nicht;  so  kann  man  leicht 
bei  Anwendungen  der  Integralformeln  ganz  wesentliche  Fälle 
übersehen. 

462.  Über  soncitige  elementar  auswertbare  Inte- 
grale. Außer  den  vorgeführten  Integralen  lassen  sich  noch 
manche  andere  mittels  der  elementaren  Funktionen  ausdrücken. 
Bei  ihnen  erkennt  man  häufig  sofort;  welche  Substitutionen 
sich  als  zweckmäßig  erweisen,  oder  ob  die  teilweise  Integration 
zum  Ziele  führt.     Z.  B.  wird  man,  um  das  Integral 


/' 


auszuwerten;  sofort  die  Substitution  ^  =  sin  ^  machen;  wodurch 
das  Integral  auf  das  in  Nr.  454  unter  (3)  berechnete  zurück- 
kommt.    Andererseits  liegt  bei  dem  Integrale 


/; 


axctg^^^^^ 


{1  +  xy 

da  1  :  (1  +  a;)*  der  Differentialquotient  von  —  1  :  (1  +  rc)  ist, 
die  Anwendung  der  teilweisen  Integration  nahe,  wodurch  der 
Integrand  des  noch  auszuwertenden  Integrals  rational  wird. 

Allerdings  gibt  es  viele  FäUe;  bei  denen  der  einzuschlagende 
Weg  nicht  so  deutlich  erkennbar  ist;  vielmehr  Eunstgriffe  zum 
Ziele  führen.  Jedoch,  was  eigentliche  Methoden  betrifft;  so 
bieten  solche  Integrale  nichts  lehrreiches;  so  daß  wir  von  ihrer 
Behandlung  füglich  hier  absehen  können. 

Auf  das  Verfahren;  Integrale  durch  Entwicklung  in  un- 
endliche Reihen  zu  berechnen,  kommen  wir  später  zurück. 
In  Nr.  446  haben  wir  übrigens  schon  zwei  derartige  Beispiele 
vorgeführt. 
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Drittes  Kapitel. 
Theorie  der  bestimmten  Integrale. 


§  1.   Grenzwerte  bestimmter  Integrale. 

468.  Das  Ziel  der  folgenden  Betraohtnngen.  Wenn 
f{x)  eine  im  Intervalle  von  A  bis  B  stetige  Funktion  von  x 
bedeutet  und  x^  und  X.  irgend  zwei  Werte  innerhalb  dieses 
Intervalles  sind,  so  ist  das  Integral 


(1)  Jmdx 


nach  Satz  6,  Nr.  410,  eine  stetige  und  differenzierbare  Funktion 
4er  oberen  Grenze  X,  Da  ferner  nach  Satz  8,  Nr.  412  das  von 
Z  bis  Xq  erstreckte  Integral 


/' 


f{x)dx 


den  entgegengesetzten  Wert  hat,  so  ist  das  Integral  (1)  auch 
•eine  stetige  und  differenzierbare  Funktion  der  unteren  Grenze  x^ 

Wir  können  also  sagen,  daß  das  Integral  (1)  eine  stetige 
und  differenzierbare  Funktion  der  oberen  oder  unteren  Grenze 
ist,  je  nachdem  man  die  obere  oder  untere  Grenze  als  ver- 
änderlich auffaßt,  und  zwar  ist  der  Yariabilitatsbereich  derselbe 
wie  der  Variabilitätsbereich  des  Integranden  f{x). 

Alle  Integralformeln  des  zweiten  Kapitels  gelten  zunächst 
nur  unter  der  Voraussetzung,  daß  man  die  Veränderliche  auf 
einen   solchen  Bereich   beschränkt  hat,   innerhalb   dessen  der 
jeweilige  Integrand  stet^  ist. 
463] 
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Bei  den  grundlegenden  Untersnclinngen  in  §  2  des  1.  Kapitels 
liaben  wir  ferner  das  Interrall  von  x^  bis  X  siets  als  ein 
endliches  Intervall  vorausgesetzt. 

Es  ist  hiernach  klar^  daß  wir  nunmehr  0weierlei  zu  er- 
wägen haben 9  nämlich  erstens,  ob  wir  imstande  sind,  das 
IntervaU  bis  ins  Unendliche  auseudehnen^  und  Mweitens,  ab  wir 
imstande  sind,  das  IntervaU  awih  über  Stdlen  hinweg  OMSgu- 
dehnen,  wo  der  Integrand  f(x)  unstetig  wird.  Die  Erörterung 
dieser  beiden  Fragen  ist  der  Gegenstand  des  gegenwärtigen 
Paragraphen. 

464.  Orenzwert  eines  Integrals  mit  der  oberen 
Chrense  +  <x>.  Wir  nehmen  an,  daß  die  Funktion  f{x)  für 
jedes  endliche  x>Xq  stetig  sei.     Alsdann  ist  das  Integral 


'=^Jf{x)dx 


nach  Satz  6,  Nr.  410,  für  jedes  endliche  ^^x^  eine  stetige 
und  differenzierbare  Funktion  von  X  Nach  der  in  Nr.  18 
gegebenen  Definition  dee  Gfrenzwertes  folgt  nun: 

Das  Integrai  J  hat  für  lim  X  »  +  (^  einen  bestimmten 
endliehen  Grenzwert  S,  wenn  es  stets,  wie  klein  otK*  eine  vor- 
gegebene positive  Zahl  6  sein  mag,  eine  positive  Zahl  n  derart 
gibt,  daß  der  Wert  des  Integrals  J  für  jedes  X>n  von  S  um 
weniger  als  6  abweicht: 

X 

(1)  ff(x)dx-S<6. 

Ist  dies  der  FaU,  so  sagen  wir,  daß  das  Integral  für 
lim  X  «  +  oo  konvergent  sei.  AndemfEÜUis  heißt  es  divergent, 
Ist  es  konvei^ent,  so  benutzen  wir  statt  der  umständlichen 
Schreibweise 


die  einfachere: 


lim    ff{x) 

+  « 


dx 


^  f(x)dx -^  S. 
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Eb  ist  vielleicht  nicht  überflüssig,  nochmalB  daran  zu  er- 
innern, daß  wir  nach  Nr.  19  unter  Zahlen  oder  Buchstaben 
stets  endliche  Größen  yerstehen.  Wenn  wir  also  in  der  obigen 
Definition  gesagt  haben,  daß  X>n  gewählt  werden  soll,  so 
bedeutet  dies,  daß  für  X  jede  beliebige  endliake  Zahl  >  n 
genommen  werden  soU.  ' 

Daß  wir  ein  Integral  J  mit  bestimmtem  endlichen  Grenz- 
werte 8  hmvergent  nennen,  hat  seinen  Grund  darin,  daß  jedes 
Integral  nach  Nr.  410  als  Grenzwert  einer  Summe,  d.  h.  also 
als  eine  Summe  von  unendlich  vielen  Gliedern  aufzufassen  ist, 
so  daß  wir  wie  bei  den  unendlichen  Seihen  (ygl.  Nr.  101)  von 
Konvergenz  oder  Divergenz  sprechen  können.  Eigentlich  sind 
auch  die  Untersuchungen  in  §  2  des  1.  Kapitels  Konvergenz- 
betrachtungen. 

1.  Beispiel:  Da  6"'  für  jedes  x  stetig  ist,  so  ist 


■-/- 


e~'dx  =  c"*«  —  6"' 


eine  stetige  Funktion  von  X  für  jeden  Wert  von  Z.  Für 
limZ=-  +  oo  ist  lime^-^^O,  also  limeT"— e"^.  Daher  ist 
J  konvei^ent  für  X  «  +  oo  und  hat  den  Grenzwert  ä  =  6"% 
so  daß  wir  schreiben: 


+  « 

1  e~'dx  =  €"'«>. 


2.  Beispiel:  Da  1  :  (1  +  j;")  für  jedes  x  stetig  ist,  so  ist 
für  jedes  X: 

J  j^^j  =  arctgX- arctga;o, 

wenn  die  beiden  Arkus  in  demselben  Intervalle  von  —  ^  ;r  bis 
+  \x  angenommen  werden.  Für  lim  X  «  +  c»  ist  lim  arc  tg  X 
=  \sc,  d.  h.  es  ist: 

+  00 
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3.  Beispiel:  Es  seien  K  und  k  ebenso  wie  x^  und  X 
positive  Zahlen.     Alsdann  ist: 

X 

sobald  %  -f  1  ist,  dagegen  ffir  i  »=  1  : 

X 

Hieraus  folgt  im  Falle  Jt  >  1: 

+• 

«0 

di^egen  im  Falle  0  <  i  ^  1 : 

Xo 

4.  Beispiel:  Für  jedes  X  ist: 

X 
I  €fdX'=^  6^—^«», 

woraus  folgt: 

+  » 

/  efdx  =  +  oo. 

5.  Beispiel:  Ftlr  jedes  Z  ist: 

X 

cos  xdx  ^  sin  X, 


/" 


Nun   hat   aber   sin  X  ftlr  lim  X  :=  +  <x)   keinen   bestimmten 
endlichen  Grenzwert,  also  hat  auch 

coBxdx 


/« 


keinen  bestimmten  endlichen  Wert 
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466.  KenuselelteB  der  Komrergens  eliM«  Integrals 
mit  der  oberen  Orense  +  oo.  In  den  Beispielen  war  die 
Entscheidung  über  Konvergenz  oder  Divergenz  des  Integrals 
leicht,  weil  wir  das  Integral  für  endliche  Werte  der  oberen 
Grenze  X  jedesmal  auszuwerten  imstande  waren.  Ist  dies  jedoch 
bei  einem  vorgelegten  Integrale  nicht  möglich,  so  können  wir 
die  in  voriger  Nummer  gegebene  Definition  der  Konvergenz 
nicht  anwenden,  weil  in  ihr  der  Grenzwert  S  selbst  auftritt, 
der  ja  von  vornherein  nicht  bekannt  ist.  Wir  sehen  uns  also 
genötigt,  die  Definition  der  Konvergenz  so  umzuformen,  dafi 
sie  frei  wird  von  dem  noch  unbekannten  Grenzwerte  8. 

Eine  ähnliche  Aufgabe  haben  wir  bei  den  unendlichen 
Reihen  erledigt,  indem  wir  die  in  Nr.  101  gegebene  Definition 
ihrer  Konvergenz,  in  der  die  noch  zu  berechnende  Summe  S 
der  Reihe  auftrat,  in  Nr.  102  so  umformten,  daß  sie  von  S 
frei  wurde.  Wir  werden  nun  auch  ganz  entsprechend  wie  damals 
in  Nr.  102  vorgehen: 

Wenn  das  Integral  J  für  lim  X  ^^^  +  cx>  einen  bestimmten 
endlichen  Grenzwert  S  hat,  so  muß  es  nach  Nr.  464  zu  jeder 
beliebig  kleinen  vorgegebenen  positiven  Zahl  if  eine  positive 
Zahl  n  derart  geben,  daß  für  jede  obere  Grenze,  die  größer 
oder  gleich  n  ist,  der  Wert  des  Integrals  von  8  um  weniger 
als  ö  abweicht     Wählen  wir  also  m^n,  so  muß 


m 

\Jf(x)dx- 


<(f 


S 
sein,  und  dasselbe  maß  ftlr  m  =  n  gelten: 

lf(x)dx-S\<«. 

1«/  I 

Nach  Satz  2  in  Nr.  4  ist  nun: 

m  n  ni  n 

\ff(x)dx  -Jf{x)dx  I  = ,  [Jf(x)dx  -S\-  [ffix)dx  -  S]\ 

Xo  Xo  x»  «© 

m  n 

£\Jf{x)dx  -  s|  +  \ffix)dx  -  S I . 
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Die  links  zwischen  den  Strichen  stehende  Differenz  ist 
nach  Satz  9^  Nr.  412;  gleich  dem  von  n  bis  i»  erstreckten 
Integrale ;  während  jeder  der  beiden  Summanden  rechts  nach 
dem  Vorhergehenden  kleiner  als  6  ist.  Demnach  folgt;  wenn 
2d  »  r  gesetzt  wird: 


(1)  \Jf{x)da 


<  T  für  jedes  m  >  w. 


Dies  Ergebnis  ist  der  Formel  (1)  in  Nr.  102  analog.  Wie 
damals  wollen  wir  auch  jetzt  die  Betrac/Uung  umkehren,  also 
nicht  mehr  Yoraussetzen;  daß  das  Integral  J  Ar  lim  X  ^  +  (x> 
konvergiere;  sondern  annehmen:  Zu  jeder  beliebig  kleinen  vor- 
gegebenen positiven  Zahl  t  gebe  es  einen  positiven  Wert  n  derart^ 
daß  für  jedes  w  >  »  die  Ungleichung  (1)  besteht.  Wir  wollen 
alsdann  beweisen,  daß  das  Integral  J  für  lim X^  +  oo  kon- 
vergiert. 

Wie  in  Nr.  102  bezeichne 

^1  >  ^8  >  ^8  >  •  •  •  >  ^<  >  •      • 

irgend  eine  solche  unbegrenzte  Folge  von  abnehmenden  posi- 
tiven Zahlen,  die  nach  Null  strebt  (wie  z.  B.  1,  y^,  Vj  . .  .). 
Es  seien  femer  n^,  n^,  ng; . . .  n^- . . .  solche  zu  diesen  positiven 
Zahlen  t^^  r,;  ^^,...t^.,,  gehörige  positive  Werte  von  n,  für 
die  nach  Voraussetzung  die  Ungleichung  (1)  gilt^  so  daß  allgemein : 

m 

—  T<  <jf{x)dx  <  r..  für  w  >  n, 

ist.  Addieren  wir  hier  überall  das  von  a;^  bis  n^  erstreckte 
Integral;  so  ergibt  sich  nach  Satz  9  von  Nr.  412: 

ff{x)dx  -  r,  <lf{x)dx  <jf(x)dx  +  r,.       für  m  >  n... 

Solche  Ungleichungen  gehen  für  i  »  1;  2;  3; ...  in  beliebiger 
Anzahl  hervor.  Sie  sind  genau  so  gebaut  wie  die  Ungleichungen 
(3)  in  Nr.  102,  ja  sogar  dieselben;  wenn  wir  die  Bezeichnungen: 

ni  m 

a,^-Jf{x)dx,        S^^Jf{x)dx 
*»  *» 
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einfahren.  Also  folgt  gerade  so  wie  dort,  daß  lim  8^  f&r 
lim  m  '^  +  oo  einen  bestimmten  endlichen  Wert  S  hat.  Somit 
geht  der  folgende  Satz  hervor,  der  dem  Satze  2  von  Nr.  102' 
entspricht: 

Satß  1:  Ist  fix)  eine  fwr  x^x^  überall  stetige  Fwnktüm 
von  Xy  so  konvergiert  das  bestimmte  Integral 

+  » 


ff(x)dx 


dann  und  nur  dcMn,  wenn  es  stets,  sobald  eine  bdiAig  kleine 
positive  Zahl  x  vorgeschrieben  wird,  eine  positive  Zahl  n  derart 
gibt,  daß  für  jedes  m>n  ist: 


m 

\ß 


f(x)dx 


<T. 


Vgl.  Satz  20,  Nr.  419,  für  Integrale  mit  endlichem  Interralle. 

4Ae.  Hllflunlttel  mr  Feststellnng  der  KouTergens 
oder  DlTergens  eines  Integrals  mit  der  oberen  Grenae 

+  OD.  Die  Analogie  mit  den  unendlichen  Reihen  läßt  sich 
weiter  verfolgen.  Wie  in  Nr.  105  bemerken  wir,  daß  das  so- 
eben gewonnene  notwendige  und  hinreichende  Merkmal  der 
Konvergenz  meistens  nicht  direkt  anwendbar  ist,  da  man  den 
absoluten  Betrag  des  Wertes  des  von  n  bis  m  erstreckten  Inte- 
grals nur  in  seltenen  Fallen  abzuschätzen  vermag.  Yielmehr 
wird  man  andere  Integrale,  deren  Eonvei^enz  oder  Divergenz 
schon  bekannt  ist,  zur  Yergleichung  heranziehen  auf  Orund 
eines  Satzes,  der  das  Analogon  zum  Satze  10  in  Nr.  105  ist 
und  so  lautet: 

Satß  2:   Wenn  zwei  Integrale 

+  «>  +    OB 

j  u(x)dx      und      j  v{x)dx 

a  b 

vorliegen  und  u(x)  für  jedes  x'^a,  v(x)  für  jedes  x'^b  stetig 
ist,  so  ist  das  erste  Integral  konvergent ,  sobald  das  zweite  kon- 
vergiert und  es  eine  positive  Zähl  a  derart  gibt,  daß  für  jedes 
x'^a  sowohl  v(x)  "^0  als  auch  \  u(x)  \  ^  v{x)  ist.  —  Dagegen 
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ist  das  erste  Integral  divergent  und  zwar  gleich  {_^};  sobald 
das  zweite  nach  +  oo  divergiert  und  es  eine  positive  ZaM  a 
derart  gibt,  daß  für  jedes  x'^a  sowohl  v(x)  '^O  als  auch  u(x) 

1^      ^'l  und  überdies  \u{x)\^v{x)  ist. 

Indem  wir  zum  Beweise  zunächst  die  Voraussetzungen 
des  ersten  Teiles  dieses  Satzes  machen,  entnehmen  wir  aus 
Satz  ly  Nr.  465,  daB  es,  wie  klein  auch  eine  vorgegebene 
positive  Zahl  t  sein  mag,  eine  positive  Zahl  n  derart  gibt,  daß 
fUr  jedes  w  >  n  ^ 

'  v(x)dx<t 


ß 


ist.  Hier  sind  nämlich  die  Zeichen  fCLr  den  absoluten  Betrag 
nicht  notig;  da  wir  n'^  a  annehmen  können  und  v(x)  dann 
nach  Voraussetzung  positiv  ist,  mithin  auch  das  Integral  (nach 
Satz  12,  Nr.  412).  Aus  Satz  16,  Nr.  414,  und  Satz  14,  Nr.  413, 
folgt  nun  sofort: 


m  fii  m 

\Ju(x)dx  j  ^ß u{x)  \dx  £jv(x)dx 


<^f 


womit  die  Eonvei^enz  des  ersten  Integrals  nach  Satz  1,  Nr.  465, 
bewiesen  ist. 

Dem  Beweise  des  zweiten  Teiles  unseres  Satzes  schicken 
wir  die  Bemerkung  voraus,  daß  wir  uns  nur  um  die  von  der 
unteren  Grenze  a  an  bis  +  <^  erstreckten  Integrale  zu  kümmern 
brauchen,  da  ja  nach  Satz  9,  Nr.  412,  sobald  a  <  a,  b  <Ca 
und  X>  a  ist/  auch 

X  a  X  X  a  X 

I  udx  =-  /  udx  + 1  udxj     I  vdx  ^  j  vdx  +  /  vdx 

a  a  a  b  b  a 

ist  und  die  von  a  bis  a  bzw.  von  b  bis  a  erstreckten  Integrale 
beim  Orenzübergange  zu  lim  X  =  +  ^^  unverändert  bleiben. 
Nach  den  Voraussetzungen  des  zweiten  Teiles  unseres  Satzes  2 
ist  u(x)  fdr  x'^a  stets  positiv  oder  stets  negativ.    Weil  nun 

X  X 

f  u(x)dx  «  —  1  —  u(x)dx 
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isLf  so  brauchen  wir  den  Beweis  nur  für  die  erste  Annahme, 
nämlich  für  w(a;)  >  0,  zu  führen,  so  daß  nach  den  Voraus- 
setzungen des  Satzes  u{x)  ^  v(x)  für  x'^a  ist.  Nach  Satz  14^ 
Nr.  413,  ist  also  für  Z  >  a: 

X  X 

I  u{x)dx  ^  /  v(x)dx, 

a  a 

Beim  Grenzübergange  zu  lim  X  =  +  oo  wird  das  zweite  Inte- 
gral gleich  +  ^x>y  demnach  auch  das  erste.  Hiermit  ist  der 
Beweis  beendet. 

Nach  Satz  2  stellen  wir  die  Konvergenz  oder  Divergenz 
eines  Integrals  durch  Vergleichung  mit  einem  anderen  Integrale 
fest.  Indem  wir  dies  zweite  Integral,  das  über  v{x)  erstreckte, 
in  bestimmter  Weise  wählen,  werden  wir  speziellere  Satze 
gewinnen. 

Wir  wollen  insbesondere 

setzen.  Hierbei  sollen  K  und  k  positive  und  insbesondere  von 
NuU  verschiedene  Konstanten  sein,  so  daß  v(x)  für  a;  >  O 
stetig  und  positiv  ist.  Nach  dem  3.  Beispiele  in  Nr.  464  isi 
alsdann  das  zweite  in  Satz  2  auftretende  Yergleichnngsintegral 
für  t  >  1  konvei^ent,  während  es  für  *  ^  1  den  Grenzwert 
+  CO  hat.  Wenn  wir  also  in  dem  Satze  v(x)  den  angegebenen 
Wert  erteilen  und  u(x)  nunmehr  wie  gebräuchlich  mit  fix} 
bezeichnen,  so  geht  sofort  der  Satz  hervor: 

Satz  3:  Ist  f(x)  für  jedes  x^Xq  stetig,  so  konvergiert  de» 
Integral    . 


ff{x)dx, 


sobald  es  zwei  positive  Zahlen  a  und  K  und  eine  ZaM  i  >  1 
derart  gibt,  daß  \a^f{x)\^K  für  jedes  x'^a  ist.  —  Eshal  dagegen 

den  Grenzwert  {_  ^^  K  sobald  es  zwei  positive  Zahlen  a  und'  K 

und  eine  positive  Zahl  k^l  derart  gibt,  daß  für  jedes  x'^a 

erstens  f{x)  \^  *  *!M  und  zweitens    x^f(x)  \'^K  ist, 
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Dieser  Sats  ist  ein  Aiudogon  scum  Satze  11  oder  12  in 
Kr.  105  über  unendliche  Reihen.  Wie  wir  jeaen  Säteen  in 
Satz  13  and  14  ebenda  noch  speziellere  Formen  gaben,  können 
wir  es  jetzt  auch  mit  dem  Satze  3  tun.  Wir  wollen  nämlich 
jetzt  insbesondere  annehmen^  daß  f{x)  für  lim  x^  +  oo  mit 
1  IX  in  einer  bestimmten  Ordnung  verschwinde,  vgl  Nr.  127. 
Die  Ordnungszahl  sei  Ä,  d.  h.  es  habe  |  s(f^f{x)  i  fttr  lim  o: «—  +  cx> 
einen  bestimmten  endlichen  positiven  und  von  Null  verschiedenen 
Grrenjnvert  A.  Dies  bedeutet:  Ist  eine  beliebig  kleine  positive 
Zahl  r  vorgegeben;  *so  gibt  es  eine  positive  Zahl  a  derart^ 
daß  \a^f{x)\  för  jedes  x^a  zwischen  A  —  x  und  Ä+t 
liegt.  Ist  nun  A  >  1,  so  wählen  wir  K  '^  A  +  t,  ist  i  ^  1, 
so  wählen  wir  K=^  A  —  t  und  wenden  den  letzten  Satz  an. 
So  kommt: 

Säte  4:  Ist  f{x)  für  jedes  cc'^.x^  stetig,  so  konvergiert  das 
Integral  ^^ 

^f{x)dx, 


ff 


sobald  f(x)  für  lim  x^  +  oo  in  höherer  als  erster  Ordnung  mit 
1  :  X  verschwindet.  —  Es  hol  dagegen  den  Grrenzwert  {_      L 

sobald  f(x)  für  lim  a;  =  +  oo  in  niederer  als  erster  oder  gerade 
in  erster  Ordnung  mü  1 :  x  verschwindet  und  f(x)  von  einem  ge- 
wissen Werte  a  an  für  jedes  x  ^  a  beständig  V^^^  ^  1  ist. 

Wenn  übrigens  f{x)  für  lim  x^  +  oo  den  Ghrenzwert 
+  oo  oder  —  oo  hat,  so  erkennt  man  sofort  aus  Satz  1,  Nr. 
465,  die  Divergenz  des  Integrals.  Dasselbe  gilt,  wenn  f{x)  für 
lim  x^  -\-  oo  einen  bestimmten  endlichen  und  von  Null  ver- 
schiedenen Grrenzwert  hat.     Also  fügen  wir  hinzu: 

Säte  5:  Ist  f(x)  für  jedes  x  ^  x^  stetig,  so  ist  das  Integral 
+  • 
^f(x)dx 


ß 


gewiß  nicht  hmoergent,  wenn  f{x)  für  lim  x  ^  +  <x>  den 
Qrengwert  +  oo  oder  —  oo  oder  einen  endlichen  und  von  NuU 
verschiedenen  Orenäwert  hat. 
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467.  Integrale,  deren  Grenseii  Irgendwie  nack 
ITnendlioli  streben.  Wir  wollen  jetzt  aDnehmen,  daß  f{x) 
fdr  jedes  x  ^Xq  stetig  sei^  und  X<,Xq  wählen«  Alsdann  soll 
untersucht  werden,  ob  das  Integral 

X 

(*f(x)dx 


ff 


für  lim  X  »  —  cx)  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat. 
Wir  machen  die  Substitution  x  ^  —  t,  dx^  —  dt  und  finden: 

X  -X 

ffix)dx--Jf(-t)dt. 
Also  ist  der  fragliche  Grenzwert  durch  die  Formel 

—  00  +00 

Jf{x)dx^-Jf{-t)dt 

2U  definieren  und  dadurch  auf  den  bisher  betrachteten  Grenz- 
wert eines  Integrals  mit  der  oberen  Grenze  +  <^  zurückgeführt. 
Da  der  Wert  des  rechts  stehenden  Integrals  unabhängig  von 
der  Bezeichnung  der  Veränderlichen  des  Integranden  ist,  so  folgt: 

—    »  +00 

(1)  ff(x)dx ff(-  x)dx. 

Soll  die  untere  Grenze  eines  Integrals  nach  +  <x>  oder 
—  <x>  streben,  so  läßt  sich  die  Untersuchung  leicht  auf  die 
bisher  betrachteten  Fälle  zurückfahren.    Nach  Satz  8,  Nr.  412, 

"*  j*  X  ^ 

Jf{x)dx^--Jf{x)dx, 

«0  X 

woraus  sofort  beim  Grenzübei^ange  zu  lim  ^o  ^  ±  ^^  folgt: 

X  +00 

(2)  jf{x)  dx  =  -Jf(x)dx. 

+  00  X 

Schließlich  ist  es  denkbar,  daß  beide  Integralgrenzen  nach 
Unendlich  streben,  z.  B.  die  obere  Grenze  X  nach  +  oo  und  die 
untere  Grenze  Xq  nach  —  oo.    Hier  verfahren  wir  so:  Es  sei  a 
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irgend  ein  zwischen  x^  and  X  gelegener  Wert.  Dann  ist  nach 
Satz  9,  Nr.  412: 

Jf(x)dx  ^Jf{x)dx  +  ff{x)dx. 
Beim  Grenzübergange  folgt  also: 

+  00  a  +  flo 

(3)  Jfi!i^)dx  ~Jf{x)äx  +Jf(x)dx. 

—  00  —  0»  a 

Hierdurch  ist  der  gesuchte  Grenzwert  auf  solche  zurückgefGlhrt, 
die  wir  schon  vorher  betrachtet  haben. 

Wir  sagen  in  allen  soeben  besprochenen  I^eU;  daß  das 
fragliche  Integral  konvergiert  oder  divergiert^  sobald  der  Grenzwert 
bestimmt  und  endlich  ist  oder  nicht.  Im  Falle  (3)  ist  noch  zu  be- 
merken: Das  links  stehende  Integral  heißt  nur  dann  konvergent, 
wenn  jedes  der  beiden  rechts  stehenden  Integrale  konvergiert. 

Es  ist  auch  leicht  einzusehen,  daß  die  Definition  (3)  des 
Grenzwertes  von  dem  gewählten  Zwischenwerte  a  unabhängig 
ist.  Denn  wenn  b  irgend  ein  anderer  Zwischenwert  ist,  so 
folgern  wir  aus  Satz  9,  Nr.  412: 

a  b  b 

ffix)dx  ~Jf{x)dx  -JfQc)dx, 

X  b  X 

ff(x)dx  ^ff(x)dx  +Jf{x)dx, 

a  a  b 

woraus  sich  för  lim  x^^  —  oo,  lim  X  «  +  oo  ergibt: 

a  b  b 

ff(x)  rfar  ^ff{x)  dx  -Jf(x)dXy 

—  00  —  OB  a 

+  00  b  +  « 

ff(x)dx  -Jfix)dx  +  ffix)dx. 

a       '  a  b 

Addieren  wir  beide  Formeln,  so  kommt: 

+  00  b  +00 


ff(x)dx  +ff{x)dx  ^Jf(x)dx  +Jf(x)dx. 

OD  a  —  OD  b 
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Dies  aber  besagt,  dafi  der  Zwischenwert  a  durch  einen  anderen. 
Zwischenwert  b  ersetzbar  ist.  Es  braucht  kaum  bemerkt  zu 
werden,  daß  wir  natürlich  bei  der  Betrachtung  des  Grenzwertes 
(3)  vorausgesetzt  haben,  daß  f(x)  fftr  alle  Werte  von  x  stetig 
s^,  ebenso  wie  wir  bei  der  Betrachtung  des  Grenzwertes  (2) 
stillschweigend  amiahmen,  daß  f(x)  fdr  jedes  x'^X  bzw.  x^X. 
stetig  sei,  je  nachdem  in  (2)  die  untere  Grenze  +  oo  oder  —  oo 
sein  solL 

Unser  Ergebnis  ist: 

Sata  6:  Die  Definition  in  Nr.  464  und  die  SäUse  1 — S 
von  Nr.  465  und  Nr.  466  lassen  sich  sinngemäß  auf  sdkhe 
Integrale  übertragen,  deren  Chreneen  irgendwie  nach  Unendlich 
streben,  indem  sich  jedes  solche  Integral  a/uf  Integrale  mit  der 
oberen  Crrenee  +  oo  sfurückführen  laß. 

Wenn  die  Funktion  f(x)  insbesondere  eine  sogenannte 
gerade  Funktion  ist,  d.  h.  eine  Funktion,  der  dieselbe  Eigenschaft 
f(x)  -*/'(—  ic)  wie  jeder  geraden  Potenz  rc*,  a?*,  . . .  zukommt, 
so  folgt  aus  (2)  far  X  -  0  und  wegen  (1)  för  Xq  -  0: 

0  —00  +«  +00 

ff(x)dx  -  -Jf{x)dx  -  +Jf{-  x)äx  ^Jf{x)dx, 

-00  0  0  0 

so  daß  aus  (3)  bei  der  Annahme  a  «»  0  hervorgeht  der 

Satz  7:  Ist  f(x)  eine  gerade  Funktion  von  x  und  ist  das 
über  f(x)  von  0  bis  +  oo  erstreckte  Integral  konvergent,  so  istz 

+  00  +00 

Jf{x)dx  -  2jf{x)dx. 

—  oo  0 

468.  Beispiele. 

1,  Beispiel:  Es  ist  e"^  eine  gerade  Funktion.  Für  *>  1 
und  lim  a;  =  +  c»  ist  nach  dem  4.  Beispiele  in  Nr.  131  der 
Grenzwert  von  a^e***  gleich  Nul^.  Nach  Satz  7  und  nach 
Satz  3  in  Nr.  466  ist  daher  das  Integral 

+  00  +00 

je''^dx^2  je-'^dx 

—  00  0 

konvergent. 
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2.  Beispiel:  Ist  f{x)  för  jedes  x  stetig  und  '/*(a?)'  stets 
kleiner  als  eine  gewisse  positive  Zahl  a,  so  hat  auch  ^f{x)e'~^ 
fftr  limrc  —  +  oo  und  für  limir  =»  —  oo  den  Grenzwert  NulL 
Daher  sind  dtte  Integrale  über  f{x)e~'^  konvergent,  z.  B.  die 
Integrale 

j  Binxe^'^dx      und      j  coBxe-'^dx, 

—  00  —00 

von  denen  das  erste  wegen  sin(—  x)  ^  -—  sinx  nach  Formel  (3) 
von  Nr.  467  (für  a  =  0)  gleich  Null  und  das  zweite  wegen 
cos  (—  x)  -=»  cos  X  nach  Satz  7  das  Doppelte  des  Integrals  von 
0  bis  +  oo  ist. 

3.  Beispiel:  Aus  dem  2.  Beispiele  in  Nr.  464  folgt: 

+  «  +00 

/'  dx  gy  r  dx 

—  00  0 

4.  Beispiel:  Sind  die  beiden  ganzen  rationalen  Funktionen 
F(x)  und  f{x)  relativ  prim  (vgl.  Nr.  379)  und  ist  x^^  größer 
1^  die  größte  reelle  Nullstelle  von  f(x\  so  ist  die  gebrochene 
Funktion  F{x)  if{x)  fftr  a;  ^  iC^  stetig.  Sie  hat  för  lim  a?  —  +  oo 
einen  Grenzwert  ^^  oo,  wenn  der  2iahler  von  höherem  Ghrade 
als  der  Nenner  ist,  dagegen  einen  von  Null  verschiedenen  end« 
liehen  Grenzwert,  wenn  der  Zähler  von  demselben  Grade  wie 
der  Nenner  ist,  und  den  Grenzwert  Null,  wenn  der  Zähler  von 
niederem  Grade  als  der  Nenner  ist.  Nach  Satz  4  und  5  von 
Nr.  466  ist  also  das  Integral 

+  « 

J  m  '^^ 

nur  dann  konvergent,  wenn  der  Grad  des  Zählers  F{x)  um 
mindestens  üem  Einheiten  kleiner  als  der  des  Nenners  f{x)  ist. 
Bedeutet  x^  andererseits  eine  Zahl  kleiner  als  die  kleinste  reelle 
Nullstelle  von  f{x)y  so  ist  F{x) :  f(x)  fftr  jedes  x  ^x^  stetig, 
und  es  folgt  ebenso,  daß 


/ 


[4«8 


(2) 
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dann  und  nur  dann  konvergiert^  wenn  der  Grad  von  F{x)  mn 
mindestens  zwei  Einheiten  kleiner  als  der  Ton  f{x)  ist 

Hat  f{ic)  nur  imaginäre  Nullstellen,  so  schließen  wir,  daß 


j 


fix) 


ebenfalls  unter  denselben  umständen  konvergiert.  Ein  spezieller 
Fall  hiervon  wurde  im  3.  Beispiele  behandelt. 

469.  Integrale,  bei  denen  die  KonTergensmerkmale 
versagen.  Daß  die  Eonvergenzmerkmale  in  den  Sätzen  von 
Nr.  466  nicht  stets  ausreichen,  erlautem  wir  an  den  beiden 
Beispielen: 

+  00  -f  00 

(1 )  /  -"*-  dx      und      /  sin  (rc*)  dx. 

Beim  ersten  ist  anzumerken,  daß  sin  o: :  :r  auch  für  o; «»  0  stetig  ist 
und  nach  Nr.  26  den  Wert  Eins  hat  Die  Integranden  wechseln, 
wie  groß  auch  x  gewählt  sein  mag,  immer  noch  bei  weiterem 
Wachsen  von  x  das  Vorzeichen.  Daß  die  Integrale  konvergieren, 
beweisen  wir  daher  auf  anderem  Wege:  Ist  zunächst  die  obere 
Integralgrenze  endlich,  gleich  X  >  0  gewählt,  so  gibt  es  eine 
ganze  positive  Zahl  n  derart^  daß  X  zwischen  nsr  und  (n  +  1)^ 
liegt,  und  ebenso  eine  ganze  positive  Zahl  m  derart,  daß  X 
zwischen  ym%  und  y{m  +  1)%  liegt,  wobei  die  Wurzeln 
natürlich  positiv  sein  sollen.     Daher  ist: 

X  Vn  Yin  Vmn  X 

j  sin(a:*)da?-=  /  Bm(x^)dx+  1  mn{xi')dx-\ h  /  sin(x^dx+  j  Bm(x^da 

Nach  Satz  7,  Nr.  411,  zeigt  schon  die  graphische  Darstellung 
in  Fig.  12  und  13,  daß  die  Summanden  rechts  abwechselnd 
positiv  und  negativ  sind  und  ihre  absoluten  Beträge  bestandig 
abnehmen.  Um  dies  auch  rechnerisch  zu  beweisen,  machen 
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wir  in  den  (i  +  ly^  Summanden  die  Substitution  x=-x  +  t 


bzw.  X'-^Yx  +  fi  und  erhalten: 

l)jt  kn 

jin  05  ,                Ain  *        t       , , 
— —  dx'='—  I  — -j—  dt, 


kn 


K(*4-1)Ä 


(*-l)7r 


/sin (x^dx  =  —  I  sin  (^ -— _.=  d^. 


V{k-l)7t 


7r//^/://^//'i'/M/U/inn 


&C 


ng.  12. 


Alle  Wurzeln  sind  positiv.    Da  ^  :  (ä  +  ^)  und  t :  Yx  + 1^  positiv 
sind,  so  lehrt  der  Mittelwertsatz  22,  Nr.  420,   daß  es  einen 


Pig.  18. 


Wert  t^  im  Intervalle  von  (k  —  l)x  bis  kx  und  einen  Wert  t^ 
im  Intervalle  von  Y(^  —  1)ä  bis  l/Ä^r  derart  gibt,  daß 

{k+l)n  kn 

r^dx 'h     f-'"^dL 


kn 

/(k^)n 


{k-l)n 


Vkn 


Ain  (x^dx  -  -  -7-*^  Ain  (^*)rf^ 

Vkn  y{k  —  i)n 

ist.     Die  Integrale   rechts  sind  nun  die  k^^  Summanden  der 
Entwicklimgen  (2),  denn  wir  dürfen  in  ihnen  t  mit  x  bezeichnen. 
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Weil  ii :  {x  + 1^)  und  t^  lYn  +  ^'  kleiner  als  Eins  sind,  nehmen 
Also  in  der  Tat  die  absoluten  Betrage  der  Glieder  der  Snt- 
wicklungeu  (2)  beständig  ab,  während  die  Glieder  abwechselnd 
positiv  nnd  negativ  sind. 

Die  Substitution  x^(n  —  l)7t  +  t  bzw.  x ^y{m  —1)%  +  ^ 
im  n**"  bzw.  m^^  Summanden  der  Entwicklungen  (2)  ergibt 
femer: 


-1)»  0 

fem  (x*)dx  -  (-  1)— »  /sin  (t*)-^    -- dt. 


n 


|/(m-l)/r 

Da  sin^  und  sin(f')  im  Interralle  von  0  bis  n  positiv  und 
höchstens  gleich  Eins  sind,  so  sind  mithin  die  absohiten  Betiige 
dieses  «*•*  bzw.  m^^  Summanden  der  Entwicklungen  (2)  nach 
Satz  14,  Nr.  413,  nicht  größer  als 

-, TT — T— «In— ^  bzw.  i-;^-       «"Vwjg— V7m— l);r, 

und  diese  Werte  streben  fiir  lim  n  «  + cx>  bzw.  limm  =  +  oo  nach 
Null.  Die  ersten  n  bezw.  m  Summanden  der  Entwicklungeti  (2) 
«ind  also  abwechselnd  positiv  und  negativ,  ihre  absoluten  Betrl^e 
nehmen  beständig  ab,  und  f&r  lim  n »  +  c3o  bzw.  lim  m^^-\'OQ 
haben  sie  die  Gh-enzwerte  Null.  Nach  Satz  9,  Nr.  104,  bilden 
sie  daher  für  lim  w  =»  +  oo  bzw.  lim  m  «  +  oo  hmwsrgefn^  un- 
endliche Reihen.  Die  letzten  Glieder  der  Entwicklungen  (2) 
sind,  da  X  zwischen  nn  und  (w  +  V)n  bzw.  zwischen  V»i« 
und  y^(m+l)3r  liegt,  Bruchteile  ebensolcher  nach  Null  strebender 
Summanden.  Folglich  ergeben  sich  für  lim  X  =  +  oo  die 
konvergenten  unendlichen  Reihen: 

+  «  n  27t  nn 

f^/dx=f^'dx+f^dx+...+f^fäx+..., 

0  0«  («  —  1)« 

4-«  V^  V^t  Vw* 
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470.  Orenswert  eines  Integrale,  deesen  Integrand 
an  der  oberen  Oreme  unstetig  ist.  Wir  gehen  jetzt  zn 
dem  zweiten  in  Nr.  463  angekündigten  Probleme  über.  Es 
sei  nämlich  f{pc)  eine  solche  Funktion  von  Xj  die  für  alle  Werte 
Ton  X  in  einem  endlichen  Intervalle  x^^x  <^X  stetig  ist, 
jedoch  für  x  =  X  unstetig  wird  Bedeutet  x^  eine  Zahl  im 
Intervalle,  die  kleiner  als  X  ist,  so  ist  das  Integral 


.ffix)dx 


nach  Satz  6,  Nr.  410,  wohldefiniert.  Es  fragt  sich,  ob  es 
für  lim  x^^  X  einen  bestimmten  endlichen  Qrenzwert  hat. 
Nach  Nr.  18  ist  zu  definieren: 

Dc^  Integral  J  hat  für 
lim  x^^  X  einen  bestimmten  end- 
lidien  Grenzwert  S,  wenn  es  stets^ 
wie  Mein  auch  eine  vorgegebene 
positive  Zahl  6  sein  ma^i^  einen 
Wert  n  im  Intervalle  XQ^n<X 
derart  gibt,  daß  für  jede  obere 
Grenze  m  im  Intervalle  n  <  w  <  X  der  Wert  des  von  Xq  bis  m 
erstreckten  Integrals  van  S  um  weniger  als  6  abweicht: 


Fig.  14. 


(1) 


\Jf{x)dx-- 


S    <6. 


Ist  dies  der  Fall,  so  sagt  man,  daß  das  von  x^  bis   X 
erstreckte  Integral  Iconvergierty  und  bezeichnet  es  mit 

X 

S  =.  ff{x)dx. 

Andernfalls  heißt  es  divergent.    Zur  Verdeutlichung  der  Lage 
der  Werte  x^,  n,  m,  X  fügen  wir  die  Fig.  14  hinzu. 

Ist  das  Int^ral  konvergent,  so  muß  (1)  aach  für  m  =»  m 
gelten,  so  daß  auch 


\Jf{x)dx- 


8:<4i 
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ist.  Hieraus  und  aus  (1)  folgt  wie  in  Nr.  465,  wenn  26  =^  v 
gesetzt  wird:  ^ 

(2)  \Jf(x)dx\<t, 

n 

Wie  in  Nr.  465  kehren  wir  jetzt  die  Betrachtung  um. 
Wir  setzen  also  nicht  mehr  voraus,  daß  das  von  Zq  bis  X 
erstreckte  Integral  konvergiere,  sondern  daß  es  zu  jeder  beliebig 
kleinen  vorgegebenen  positiven  Zahl  t  eine  Zahl  n  im  Inter- 
valle XQ^n<C  X  derart  gebe,  daß  für  jedes  m  im  Intervalle 
n<m  <  X  die  Ungleichung  (2)  erfüllt  ist.  Es  soll  also  darin 
wohlbemerkt  m  <  X  und  nicht  gleich  X  sein. 

Bedeutet  r^,  r,,  Tj,  ...  wie  in  Nr.  465  eine  abnehmende 
und  nach  Null  strebende  Folge  von  positiven  Zahlen,  die  wir 
in  (2)  nacheinander  für  t  wählen,  und  sind  n^,  n,,  n,,  ...  die 
zugehörigen  Werte  von  n,  so  ist  allgemein: 

m 

-  T^  <lf(x)dx  <tt        für  n,  <  m  <  X. 

Addieren  wir  hier  überall  das  von  x^  bis  n^  erstreckte  Integral, 
80  kommt: 

«i  m  ni 

jf{x)dx  —  ti  <Jf(x)dx  <jf{x)dx  +  T^       für  n,  <  m  <  X. 

Solche  Ungleichungen  gehen  für  ?-  =  1,  2,  3,  ...  in  beliebiger 
Anzahl  hervor.  Sie  werden  genau  dieselben  Ungleichungen  wie 
die  Ungleichungen  (3)  von  Nr.  102,  wenn  wir  die  Bezeichnungen 

einführen.  Also  folgt  wie  dort,  daß  lim  S^  für  lim  m  »  X 
einen  bestimmten  endlichen  Wert  S  hat.     Daher  gilt  der 

Satz  8:  Ist  die  Funktion  f{x)  im  Intervalle  Xq^x<X 
überall  stetig,  dagegen  unstetig  für  rr  =  X,  so  konvergiert  das 
bestimmte  Integral 


ß 


I  f(a:)dx 
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dann  und  nur  dann^  wenn  es  stets,  sobald  eine  hdiebig  Meine 
posüive  Zahl  r  vwgesdvrieben  wird,  eine  ZaM  n  im  Intervalle 
XQ^n<.X  derart  gibt,  daß  für  jedes  m  im  Intervalle  n<w<  X 
die  Ungleidiung  gut: 


1/' 


f{x)  dx\<x. 

Ist  f{x)  aach  für  ^r  *-  X  stetig,  so  ist  dieser  Satz  be> 
kanntlich  auch  richtige  siehe  Satz  20  in  Nr.  419. 

471.  Hllfinnittel  snr  Feststellimg  der  Konvergens 
oder  Bivergens  eines  Integrals,  dessen  Zntegrand  an 
der  oberen  Orense  unstetig  ist.  Die  Bemerkungen^  mit 
denen  Nr.  466  eingeleitet  wurde,  können  wir  auch  hier  machen. 
Als  Hilfsmittel,  das  in  sehr  vielen  Fällen  zur  Entscheidung 
fOhrt,  dient  der 

Satz  9:  Wenn  zwei  Integrale 


j  u{x)dx      und      f  v{x)dü 


vorliegen,  dabei  u{x)  im  Intervalle  a^x<C  X  und  v(x)  im 
Intervalle  b  ^x<,  X  stetig  ist,  während  u{x)  für  x=X  unstetig 
wird,  so  ist  das  erste  Integral  konvergent,  sobald  das  zweite 
konvergiert  vmd  es  eine  ZaM  a  <  X,  die  beiden  Intervallen  an- 
gehört, derart  gibt,  daß  für  jedes  x  im  Intervalle  a^x  <  X 
sowohl  v(x)  ^0  als  auch  \  u{x)  \  ^  v{x)  ist.  —  Dagegen  ist  das 

erste  Integral  divergent  und  zwar  gleich  |_^^},   sobald  das 

zweite  nach  +  oo  divergiert  und  es  eine  Zahl  cc<.  X,  die  beiden 
Intervallen  angehört^  derart  gibt,  daß  für  jedes  x  im  Intervalle 

a^x  <X  sowohl  v(x)  ^0  als  auch  u{x)  [^^^A  ««♦»^  wfter- 
dies  j  u{x)  I  ^  v{x)  ist. 

Der  Beweis  wird  ganz  ebenso  geführt  wie  der  des  Satzes 
2  in  Nr.  466.  Der  einzige  Unterschied  ist  der,  daß  statt  der 
Worte:  jedes  m>n  jetzt  die  Worte:  jedes  m  im  Inter- 
irafle  n  <  w  <  X  zu  setzen  sind,  wie  ja  überhaupt  jetzt  X  an 
die  Stelle  von  +  oo  tritt. 
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Als  das  in  unserem  Satze  9  auftretende  zweite  Integral, 
das  Yergleichungsintegral;  wählen  wir  nun  das  von 

{X  —  x) 

wobei  K  und  k  positive  und  von  Null  verschiedene  Eonstanten 
bedeuten,  so  daß  v{x)  für  jedes  x<.  X  positiv  ist,  also  ein  in 
Satz  9  aufgestelltes  Erfordernis  von  v(x)  von  vornherein  erfüllt 
ist.    Sind  Xq  und  a?^  <  X  gewählt,  so  ist  jetzt,  falls  k  +  1  ist: 

ß(x)dx  -  ^f^^^-i  =  r- fc  [(^  -  ^«y  *  -  (^  -  *i)'-*i 

en,  falls  A'  =  1  ist: 


I  v{x)dx 


X  —  x^ 


Beim  Grenzübergange  zu  lim  x^^X  erkennt  man  hieraus:  Im 
Falle  Tc>l  wird 

X 


j 


v(x)dx  =  +  oo; 


ist  dagegen  Ar  <  1  (aber  positiv),  so  ist  das  Integral 

X 

also  konvergent.  Wenn  wir  außerdem  im  letzten  Satze  u{x) 
mit  f{x)  bezeichnen,  so  gewinnen  wir  den  spezielleren  Satz: 

Satz  10:  Ist  f(x)  im  Intervalle  Xq^x<.  X  stetig,  aber  für 
X  ^  X  unstetig,  so  Jconvergiert  das  Integral 

X 

ff{x)dx, 

sobald  es  eine  ZaM  a  im  Intervalle  XQ<ia  <  X,  eine  posi- 
tive Zahl  K  und  eine  positive  Zahl  ft  <  1  derart  gibt,  dnß 
I  (X— a;)*  f{x)  \'^K  für  jedes  x  im  Intervalle  a^x<X  ist.  —  Es  hat 

dagegen  den  Grenzwert  |_  f^l,  sobald  es  eine  Zahl  a  im  Inter- 
valle XQ^a<X,  eine  positive  Zahl  K  und  eine  Zahl  i  ^  1 

471] 
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derart  gibt,  daß  für  jedes  x  im  Intervalle  a^x  <  X  erstens  f(x) 

{ ^S)  «*«^  ^«^«■'^  I  (^  -  ^M*)  I  ^  ^  ^- 

Auch  dieser  Satz  laBt  sich  wie  Satz  3  von  Nr.  466 
weiter  spezialisieren,  nämlich  wenn  f{x)  für  lim  x  ^  X  mit 
1  :(X  —  x)  in  der  ä*®"  Ordnung  unendlich  groß  wird.  Alsdann 
hat  I  (X  —  xyf{x)  \  für  lim  x^X  einen  bestimmten  endlichen 
positiven  und  von  NuU  verschiedenen  Grenzwert  A,  Dies  be- 
deutet: Ist  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  r  vorgegeben,  so 
gibt  es  eine  Zahl  a  im  Intervalle  x^^a  <i  X  derart,  daß 
(X  —  xff{x) ;  für  jedes  x  im  Intervalle  a^x<,X  zwischen 
A  —  x  und  A  +  X  liegt.  Ist  nun  ä  <  1,  so  wählen  wir  für  K 
die  Zahl  A  +  Xj  ist  Ä^l,  so  wählen  wir  für  K  die  Zahl 
A  —  x  und  wenden  den  letzten  Satz  an.     So  kommt 

Satss  11:  Ist  f(x)  im  Intervalle  Xq^x<X  stetig,  aber 
für  X  ^  X  unstetig,  so  konvergiert  das  Integral 

X 

]  f{x)dXj 


ß 


sobald  f(x)  für  lim  x  ^  X  in  niederer  als  erster  Ordnung  mit 
liiX—  x)  unendlich  groß  wird.  —  Es  hat  da^gegen  den  Grenz- 
wert {_  ^^},  sobald  f(x)  für  lim  x  =  X  in  höherer  als  erster 

oder  gerade  in  erster  Ordnung  mit  1  :{X  —  x)  unendlich  groß 
wird  und  f{x)  von  einem  gewissen  Wert  a  <  X  ow  für  jedes  x 

im  Intervalle  a^x  <X  beständig  {        j^^l  ist. 
472.  Beispiele. 


1,  Beispiel:  Der  Integrand  sei  1  \^1  —  rr*.  Er  ist  unstetig 
für  X  =  1.  Aber  das  Produkt  aus  ihm  und  yi  —  x  ist  für  a;  =  1 
gleich  einer  von  Null  verschiedenen  Zahl.  Der  Integrand  wird 
also  für  lim  x^  \  mit  1 :  (1  —  a?)  in  der  Ordnung  \  unendlich. 
Das  von  0  bis  1  erstreckte  Integral  ist  daher  nach  Satz  11 
konvergent.  In  der  Tat  ist  ja,  wenn  0  <  X  <  1  gewählt  und 
die  Wurzel  positiv  angenommen  wird: 


S-y 


dx  ,     ^ 

=  arc  sm  A, 


u 
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wobei  der  Arkus  zwischen  —  \je  und  +  |flr  liegt.  Für  lim  JC= 
folgt,  hieraus: 

dx 


h 


^^  1 


yr^i^    * 


X. 


2.  Beispiel:  Bei  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattvmg 

(vgl.  Nr.  445): 

dx 


/ 


y{i-x^{i^ic^xy 

wobei  h^  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet  und  die 
Wurzel  positiv  ist,  ist  der  Integrand  ebenfalls  för  a? «  1  un- 
stetig.    Aber  er  wird  wegen 

1  1 


yr^ 


]/(l— ««)(1  — ik'a;«)       1/(1  +  a?)  (1  —  *»«*) 

für   lim  a:  =•  1    in    der  Ordnung  j   mit    1  :  (1  —  rc)    unendlich. 
Also  ist  das  Integral  nach  Satz  11  konvergent. 

3.  Beispiel:  Sind  F(x)  und  f(x)  relativ  prime  ganze 
rationale  Funktionen,  so  ist  F(x):f(x)  nur  für  die  reellen 
Nullstellen  des  Nenners  f{x)  unstetig.  Es  sei  a  eine  solche 
Nullstelle.  Nehmen  wir  an,  daß  Xq  und  X  beide  kleiner  als 
a,  aber  größer  als  die  nächst  geringere  Nullstelle  von  f(x)  sind, 
so  ist  das  Integral 


f 


«0 

wohldefiniert.  Es  sei  nun  a  eine  m-fache  Nullstelle  von  f(x). 
Alsdann  wird  F(x)  :  f{x)  für  lim  x  =>  a  in  m**'  Ordnung  mit 
1  :{a  —  x)  unendlich.     Nach  Satz  11  ist  daher  das  Integral 


/■ 


divergent. 

4.  Beispiel:  Behalten  wir  die  Bezeichnungen  des  letzten 
Beispiels  bei  und  betrachten  wir  das  Integral 


/i 


m-dx 
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für  lim  X  —  a.     Der  Integrand   wird  f&r  lim  o?  —  a  in  der 

Ordnung  jtn  mit  l:(a^x)  unendlich.    Nach  Satz  11   kon- 
Tergiert  also  das  Integral 


^(^^  dx 


Vm 

nur  dann,  wenn  a  eine  einfache  Nullstelle  von  f(x)  ist. 

473.  Integrale  ven  FnnkUenen,  die  irgendwo  im 
Intervalle  unstetig  sind.  Wir  hatten  in  Nr.  470,  471  an- 
genommen, daß  die  obere  Grenze  X  großer  als  die  untere 
Grenze  x^  des  Integrals  sei  und  daß  der  Integrand  f(x)  für 
X  ^  X  unstetig  werde. 

Wir  wollen  jetzt  zunächst  die  erstere  Annahme  fallen 
lassen,  also  Xq>  X  annehmen.  Wählen  wir  m  im  Interyalle 
X  <  w  <  X0  und  machen  wir  die  Substitution  x^  —  tjdx^  —  dty 
so  ist 

ff(x)dx~-fn-t)dt, 

woraus  folgt: 

m  —  f» 

(1)  Um    ff(,x)dx Um     ff{-t)dt. 

Der  links  stehende  Grenzwert  eines  Integrals,  dessen  Integrand 
an  der  oberen  Grenze  unstetig  ist  und  dessen  obere  Grenze  Meiner 
als  die  untere  ist,  wird  hierdurch  auf  einen  Grenzwert  von  der 
bisher  betrachteten  Art  zurückgefQhrt,  da  ja  —  X  >  —  a?Q  ist. 
Ist  dieser  Grenzwert  konvergent,  so  heißt  das  betrachtete  Inte- 
gral konyergent. 

1.  Beispiel:    Nach    dem    ersten    Beispiele    der    vorigen 

Nummer  ist: 

~  1  1 

dx r     dt 1 


fi 


falls  die  Wurzel  positiv  ist. 

Zi4^eüens    wollen    wir   jetzt   annehmen,   f(x)   sei   an   der 
unteren  Grenze  Xq  des  Integrals  unstetig,  sonst  aber  im  ganzen 
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Intervalle  bis  zur  oberen  Grenze  X  stetig.    Wählen  wir  vorerst 
m  innerhalb  des  Intervalles,  so  ist  nach  Satz  8,  Nr.  412: 

X 


daher 

(2) 


I  f{x)dx  =  —  I  f{x)dx, 

m  X 

X  m 

lim     I  f(x)dx  =  —  lim     /  f(x)dx. 

fn  X 


Der  gesuchte  Grenzwert  ist  hierdurch  auf  den  Grenzwert  eines 
solchen  Integrals  zurückgeführt^  dessen  Integrand  an  der  oberen 
Grenze  unstetig  ist,  also  auf  einen  der  schon  besprochenen 
Grenzwerte.  Sobald  dieser  Grenzwert  bestimmt  und  endlich 
ist;  heißt  das  betrachtete  Integral  konvergent.  Nach  Satz  10 
von  Nr.  471  ist  also  das  von  x^  bis  X  erstreckte  Integral 
z.  B.  dann  konvergent,  wenn  es  eine  positive  Zahl  t  <  1  derart 
gibt,  daß  I  {x  —  x^^f{x)  \  für  alle  hinreichend  nahe  bei  x^  ge- 
legenen und  dem  Intervalle  angehörenden  Werte  von  x  nicht 
größer  als  eine  gewisse  endliche  Größe  K  ist. 
2.  Beispiel:  Hiernach  ist  das  Integral 
1 


/ 


Ina;    , 
—  dx^ 

X 


worin  0  <  a  <  1  sei,  konvergent,  obgleich  der  Integrand 
fix)  ^hixxx^  für  a;  =  0  den  Grenzwert  —  oo  hat.  Denn 
wenn  Tc  eine  Zahl  zwischen  a  und  1  bezeichnet,  so  ist  nach. 
Satz  27,  Nr.  130: 

lim  a^f(x)  =  lim  -^-^  =  —  ^  lim  a;*"^  =-  0, 

weil  A  —  a  >  0  ist,  und  dies  bedeutet,  daß  |  c(^f{x)  \  für  hin- 
reichend kleines  positives  x  kleiner  als  eine  beliebig  klein  ge- 
wählte positive  Zahl  K  ist. 

Wir  wollen  nun  drittens  den  Fall  betrachten,  daß  der 
Integrand  f(x)  im  ganzen  Intervalle  von  x^  bis  X  stetig  sei, 
abgesehen  von  einer  Stelle  x^  im  Innern  des  IntervcMes.  Wir 
können  dabei  etwa  a?Q  <  X  annehmen,  da  der  andere  Fall 
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x^>  X  nach  Satz  8,  Nr.  412,  sofort  auf  diesen  Fall  reduziert 
werden  kann.  Wählen  wir  nun  zwei  beliebig  kleine  positive  Zahlen 
ö  und  r,  so  ist  die  Summe: 

Xj  —  a  X 

Jf(x)dx  +Jfix)dx 

wohldefiniert,  da  jedes  ein- 
zelne Integral  über  ein  Inter- 
vall erstreckt  ist,  in  dem 
der  Integrand  f{x)  stetig  ist. 
Wir  schließen  eben  die  Unstetigkeitsstelle  x^  durch  kleine  Inter- 
valle von  den  Längen  6  und  r  vorläufig  aus,  siehe  Fig.  15.  Nur 
wenn  die  beiden  Integrale  für  lim  tf  »  0  und  lim  r  »»  0  bestimmte 
endliche  Grenzwerte  haben,  sagen  wir,  daß  das  Integral 

X 


ff 


}f{x)dx 
konvergiert  und  die  Summe  jener  beiden  (Jrenzwerte  ist: 

X  Xi^a  X 

(3)  Cf{x)dx  =  lim  ff{x)dx  +  lim  ff(x)dx. 

Xo  Xo  aci  + 1 

Die  beiden  rechts  stehenden  Grrenzwerte  gehören  zu  den 
schon  vorher  betrachteten;  der  erste  nämlich  bedeutet  ein 
Integral,  dessen  Integrand  an  der  oberen  Grenze  x^  unstetig 
ist,  und  der  zweite  ein  Integral,  dessen  Integrand  an  der  unteren 
Grenze  x^  unstetig  ist. 

3,  Beispiel:  Es  liege  das  Integral  über  dx  :  V^  ^o^ 
a;  =  —  1  bis  rr«  +  l  vor.  Der  Integrand  ist  f ür  a?  =»  0  un- 
stetig, so  daß  wir  die  Zerlegung  vornehmen: 

+  10  1 


/*dx   rdx         r dx 
Vx^     J  Vx^     J  Vi«  ' 


Das  erste  Integral  rechts  läßt  sich  sofort  durch  die  Substitution 
X  »  —  f ,  dx^  —  dt  auf  das  zweite  zurückfahren,  so  daß  kommt: 

+1 


/' dx a  r  ^^ 

-1    '^  0       '^ 
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Das  Integral  rechts  ist  aber  konvergent ,   denn  es  ist^   wenn 
0  <  t»  <  1  gewählt  wird: 


li 


woraus  für  lim  w  =  0  der  Gfrenzwert  3  hervorgeht   Folglich  ist 

Nach  dem  Vorhergehenden  dürfte  es  nun  auch  ohne 
weiteres  klar  sein,  wie  wir  vorgehen^  wenn  der  Iniegrand  f(x) 
an  mehreren  SUÜen  im  Integrationsintervalle  unstetig  ist,  und  es 
mag  genügen ;  nur  noch  den  Fall  zu  betrachten ,  daß  f(x)  an 
der  unteren  Grenze  x^^  an  einer  Stelle  x^  innerhalb  des  Inter- 
valles  und  an  der  oberen  Grenze  X  unstetig  wird,  wobei  wir 
wieder  rp^  <  X  annehmen  wollen.  Wir  verstehen  unter  tf,  r, 
ff'  und  x'  vier  beliebig  kleine  positive  Zahlen  und  betrachten 
zunächst  die  Summe: 

J  f(x)dx  + 1  f(x)dx. 

Die  beiden  Integrale  erstrecken  sich  auf  Intervalle,  in  denen 

der  Integrand  stetig  ist,  da  wir  die  ünstetigkeitsstellen  Xq,  x^,  X 

durch  Intervalle  von  den 
*^         \  I  I  Langen  t,  6  +  %'  und  6' 

ausgeschlossen  haben,  siehe 
Fig.  16.  Es  sei  nun  a  ein 
beliebiger  Wert  zwischen 
x^  uud  x^  und  h  ein  be- 
liebiger Wert  zwischen  x^ 
und  X.  Alsdann  läßt  sich 
jedes  der  beiden  Integrale 

nach  Satz  9,  Nr.  412,  in  eine  Summe  zerlegen,  so  daß  sich 

die  viergliedrige  Summe  ergibt: 

a  x^  —  a  b  X—a' 

Jf{x)dx  +Jf(x)dx  +ff{x)dx  +ff{x)dx. 


Flg.  16. 


«0  +  « 


»1+«' 
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Machen  wir  jetzt  alle  Tier  Grenzübergänge^  indem  wir  6,  x, 
ff'yz'  nach  Null  abnehmen  lassen,  so  sind  alle  vier  Grengüber- 
gänge  durchaus  unabhängig  voneinander,  indem  sich  jedes  der 
Int^p^e  über  ein  Intervall  erstreckt,  innerhalb  dessen  der 
Integrand  f{x)  jedesmal  überall  stetig  ist,  dbgeseher^  von  nur 
einer  Grenze  des  IniervaUes.  Die  vier  Grenzwerte  sind  solche 
von  der  Art,  wie  wir  sie  schon  vorher  betrachtet  haben.  Nnr 
wenn  oMe  vier  Grenzwerte  bestimmt  und  endlich  sind,  sagen 
wir,  daß  das  von  x^  bis  X  erstreckte  Integral  konvergiert,  und 
bezeichnen  als  seinen  Wert  die  Summe  der  vier  einzelnen 
Grenzwerte. 

Daß  diese  Summe  alsdann  von  der  Wahl  der  Zwischen- 
werte a  und  h  durchaus  unabhängig  ist,  läßt  sich  nach  Satz  9, 
Nr.  412,  ebenso  beweisen,  wie  es  in  Nr.  467  bei  einer  analogen 
Einschaltung  eines  Zwischenwertes  geschah. 

Ebenso  wie  in  dem  soeben  betrachteten  Falle  verfahren 
wir  allgemein,  indem  wir  zwischen  den  Unstetigkeitsstellen  be- 
liebige Werte  einschalten  und  das  Integral  in  eine  Summe  von 
einzelnen  Integralen  zerlegen,  Ton  denen  jedes  einzelne  sich 
auf  ein  Intervall  bezieht,  innerhalb  dessen  der  Integrand  über- 
all stetig  ist,  abgesehen  jedesmal  von  nur  einer  Grenze  des 
Intervalles.  Dabei  ist  es  jedoch  wesentlich,  daß  die  Anzahl  aUer 
UnstetigieUsstelien  des  Iniegranden  endlich  ist.  Sonst  nämlich 
wäre  das  Gesamtintegral  als  eine  Summe  von  unendlich  vielen 
einzelnen  Integralen  zu  definieren,  und  es  stände  noch  der  Beweis 
dafür    aus,  daß  diese  unendliche  Reihe  wirklich  konvergiert. 

unsere  Betrachtungen  zeigen,  daß  wir  immer  wieder  auf 
die  in  Nr.  470  und  471  untersuchten  Grenzwerte  zurückkommen. 
Wir  sagen  daher: 

Satz  12:  Die  DefiniHon  in  Nr.  470  und  die  Sätze  8—11 
von  Nr.  470  und  471  lassen  sich  sinngemäß  auf  solche  Integrale 
übertragen,  deren  Integranden  an  einer  endlidien  Anzahl  von 
Stellen  im  IntegrcUionsintervaUe  unstetig  werden. 

4.  Beispiel:  Wir  verallgemeinern  das  3.  Beispiel,  indem  wir 
das  Integral 


/ 


b 
'dx 
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betrachten ,  wobei  a  und  b  positiy  sein  sollen  nnd  n  eine 
positive  rationale  Zahl^  etwa  n  ^p :  q  sei,  so  daß  p  und  q  ganze 
positive  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  bedeuten.  Wenn  wir 
noch  annehmen,  daß  q  tdngerade  sei,  so  hat  sf^  für  jedes  posi* 
tive  und  negative  x  einen  bestimmten  Wert.  Der  Integrand 
ist  unstetig  nur  für  rc  =  0.     Wir  zerlegen: 

b  -a  b 

X  a^Qj     X  r^oj     X 

—  a  —a  t 

wobei  6  und  t  positiv  sein  sollen.     Es  ist  einzeln  für  n  +  1 : 

?dx  _  (-tf/-"-(-a)'-*'      rdx  _  6^~^-r^"" 
J   «"  l'~w  "   ^  J   aj«  1-n 

TFi^nn  erstens  n  kleiner  als  Eins  ist,  haben  beide  Integrale  für 
lim  <y  =  0  und  lim  r  =»  0  bestimmte  endliche  Grenzwerte,  und 
es  kommt: 

b 


/dx  


1  — n 


Wenn  zweitens  n  größer  als  Eins  ist,  wird  der  Grenzwert  von 

gleich  +00,  falls  q—p  gerade  ist,  und  gleich  —  cx),  falls 
q—p  ungerade  ist,  während  der  (Jrenzwert  von  r^"""  gleich 
+  00  ist.  Sobald  q—p  gerade  ist,  strebt  also  das  erste  Integral 
nach  —  00  und  das  zweite  nach  +  00,  so  daß  das  Gesamt- 
integral keinen  bestimmten  Grenzwert  hat;  sobald  q—p  un- 
gerade ist,  streben  beide  Einzelintegrale  nach  +  00,  dasselbe 
gilt  daher  vom  Gesamtintegral.  Wenn  drittens  n  gleich  Eins 
ist,  so  haben  wir  die  Formeln: 


/*dx ,     tf         Cdx ,     b 
Ic          ^  ä^    J  X   ^       t' 


80  daß  das  erste  Integral  den  Grenzwert  —  00,  das  zweite  den 
Grenzwert   +  00   hat,    das    Gesamtintegral    also    keinem    be- 
stimmten Ghrenzwerte  zustrebt. 
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5.  Beispiel:  Es  seien  F(x)  und  f{x)  relativ  prime  ganze 
rationale  Funktionen  von  x,  so  daß  F{x)  :  f{x)  folglich  für  jede 
reelle  Nullstelle  von  f{x)  unstetig  ist.  Enthält  das  Intervall 
von  Xf^  bis  X  insgesamt  m  verschiedene^  so  zerlegen  wir  das 
Integral 

in  Einzelintegrale  ^  von  denen  sich  ein  jedes  auf  ein  solches 
Intervall  bezieht,  das  nur  an  einer  seiner  beiden  Grenzen  eine 
der  m  NullsteUen  aufweist.  Nach  dem  3.  Beispiele  in  Nr.  472 
sind  aber  diese  einzelnen  Integrale  sämtlich  divergent;  dasselbe 
^ilt  also  auch  vom  GesamtintegraL     Dagegen  ist  das  Integral 


nach  dem  4.  Beispiele  in  Nr.  472  dann  und  nur  dann  kon- 
vergent, wenn  alle  im  Intervalle  von  x^  bis  X  enthaltenen 
Nullstellen  von  f{x)  einfach  sind. 

474.  Integrale  mit  endlosem  Intervalle  nnd  Vn- 
stetigkeitnrtellen  des  Integranden.  Schließlich  haben 
^r  noch  die  beiden  Betrachtungsreihen,  die  mit  Nr.  464  und 
Nr.  470  begannen,  miteinander  zu  vereinigen.  Denn  es  kann 
der  Fall  vorliegen,  daß  ein  Integral 

X 


/' 


f{x)dx 


zu  berechnen  ist,  von  dem  eine  oder  beide  Grenzen  +  oo 
oder  —  cx>  werden  sollen  und  bei  dem  der  Integrand  f{x) 
mehrere  Unstetigkeitsstellen  hat.  Liegen  alle  Unstetigkeits- 
stellen  von  f{x)  im  Intervalle  von  a  bis  6  >  a,  so  können  wir 
die  Zerlegung  in 

a  b  X 

Jf{x)dx  +Jf{x)dx  +Jf(x)dx 

anwenden.      Beim    Grenzübergange    zu    lim  Xq^  —  (x>    oder 
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lim  X  =  +  (X)  liegen  alsdann  drei  Integrale  vor^  von  denen  das 
erste  und  letzte  zu  den  in  Nr.  464  bis  Nr.  469  betrachteten 
gehört;  das  mittlere  dagegen  zu  den  in  Nr.  470  bis  Nr.  473 
betrachteten.  Wir  sagen,  daß  das  Gesamtintegral  dann  und 
nur  dann  konvergiert,  wenn  die  drei  Einzelintegrale  konver- 
gieren und  bezeichnen  alsdann  die  Summe  der  Werte  der  drei 
Einzelintegrale  als  den  Wert  des  Gesamtintegrals.  Es  leuchtet 
wieder  leicht  ein,  daß  dieser  Wert  von  der  Wahl  der  Stellen 
a  und  b,  zwischen  denen  alle  Unstetigkeitsstellen  von  f(x) 
gelegen  sind,  unabMngig  ist. 

Zum  Schlüsse  noch  eine  Bemerkung  allgemeiner  Art: 
Für  die  regulären  Integrale,  d.  h.  für  solche  mit  endlichem 
Intervalle  und  mit  überall  stetigem  Integranden,  haben  wir  in 
den  vorhergehenden  Kapiteln  eine  Reihe  von  Sätzen  aufgestellt. 
Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  Sätze  auch  für  Grenzwerte  von 
Integralen  gelten.  Es  würde  aber  zu  weit  führen,  wollten  wir 
diese  Frage  in  allen  einzelnen  Fällen  klaren.  Daher  mag  die 
allgemeine  Bemerkung  genügen,  daß  man  zur  Entscheidung 
hierüber  zunächst  jene  Sätze  auf  reguläre  Integrale  anwendet 
und  dann  ihre  Intervalle  durch  Grenzübergang  soweit  ausdehni^ 
daß  sie  entweder  Unstetigkeitsstellen  des  Integranden  enthalten 
oder  sich  ins  Unendliche  erstrecken.  Man  hat  dann  jedesmal 
festzustellen,  in  wie  weit  dabei  die  in  den  Formeln  vorkommenden 
Ausdrücke  zu  bestinmiten  endlichen  Grenzwerten  streben.  Z.  B. 
die  Sätze  8—10  in  Nr.  412  über  die  Vertauschung  der  Grenzen 
eines  Integrals  und  über  die  Zerlegung  eines  Integrals  in  eine 
Summe  von  Integralen  durch  Zerteilung  seines  Intervalles 
gelten  auch  für  Grenzwerte  von  Integralen,  faUs  aUe  vor- 
kommenden Integrale  konvergent  bleiben.  Man  wird  nämlich 
bemerken,  daß  die  Grenzwerte  in  Nr.  467  und  Nr.  473  unter 
Aufrechterhaltung  dieser  Sätze  definiert  worden  sind.  Daß 
unter  denselben  Umständen  auch  Satz  13  von  Nr.  413  über 
die  Integration  einer  Summe  von  Funktionen  und  Satz  15  in 
Nr.  414  über  die  Multiplikation  eines  Integrals  mit  einer 
Eonstanten  gilt,  ist  unmittelbar  klar. 

476.  Integrale  ven  Funktionen  mit  Spmngstellen. 

Ein  besonders  einfacher,  aber  wichtiger  Fall  ist  der,  wo 
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der  Integrand  f(x)  eines  Integrals  nur  solche  ünstetigkeits- 
stellen  hat^  an  denen  er  von  einem  endlichen  Werte  zu  einem 
anderen  endlichen  Werte 
übergeht  Eine  solche 
Stelle  soll  eine  Sprung- 
steile  der  Funktion  f{x) 
heißen.  Im  Intervalle 
von  x^  bis  X  mögen  die 
Sprungstellen  x^^  x^,..,x^ 
liegen  y  während  f{x)  sonst  überall  im  Intervalle  stetig  sein 
soll.  Siehe  Fig.  17.  Nach  Nr.  473  ist  alsdann,  wenn  wir 
Xq<C.  X  annehmen: 


X^-Oi 


xj-a. 


/  f(x)dx  =*  lim  /  f(x)dx  +  lim  /  f{x)dx 


+ 


*i+*i 


+  lim  /  f(x)  dx, 


wobei  tfj,  tfg, 


6^  und  Ti, 


hf  ...  t^  positive  Zahlen  bedeuten^ 
die  nach  Null  streben.     Hieraus  folgt: 

X  X,  «,  X 

X  «  \  t\x)dx  -\- 1  f(x)dx  + h 


Jf(x)dx  ^Jf(x)dx  +ff(x)dx  +  . . .  +ff{x)dx, 

Xo  «o  «I 

vorausgesetzt,  dafi  für  f(x)  an  der  Stelle  x^  im  Integrale 

Jf{x)dx 

«1-1 

derjenige  Wert  gewonnen  wird,  den  f{30)  mit  bis  x^  wachsendem 
X  erreicht^  dagegen  im  Integrale 

ff(x)dx 
«i 

derjenige  Wert,  den  f(x)  mit  bis  x^  abnehmendem  x  erreicht 
8at0  13:  Ist  f(x)  im  Intervalle  Xq^x ^X  iiberaü  stetig, 
abgesehen  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen,  an  denen  f(x) 
jedesmal  van  einem  endlichen  Werte  eu  einem  andern  endlichen 
Werte  springt,  so  ist  das  über  das  ganze  Intervall  erstreckte 
Integral  von  f{x)  konvergent, 

[475 
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Es  ist  hier  wohl  zu  beachten,  daß  zwar  das  Integral 


X 

F(x)  =Jf{x)dx, 


falls  die  obere  Grenze  x  im  Intervalle  x^^x^X  beliebig  ge- 
wählt wird;  stetig  ist,  jedoch  nicht  überall  eine  bestimmte  Ab- 
leitung f{x)  hat.  Denn  an  der  Unstetigkeitsstelle  x^  z.  B.  hat 
F{x)  zwei  Ableitungen,  indem  die  Grenzwerte 

für  positives  h  gleich  den  beiden  Werten  sind,  die  f(x)  mit 
bis  x^  wachsendem  und  mit  bis  x^  abnehmendem  x  erreicht. 
Man  erkennt  dies  sofort,  wenn  man  den  in  Nr.  410  für  die 
Formel  (5)  daselbst  gegebenen  Beweis  unter  der  Voraussetzung 
verfolgt,  dafi  f{Xf  —  A)  und  f(Xf  +  h)  für  positives  h  und 
lim  A  «=  0  zwei  verschiedene  Werte  erreichen.  Vgl.  auch  Fig.  17, 
S.  43  des  1.  Bandes. 

476.  Btatuptwert  eines  bestimmten  Integrals  und 
singnl&re  bestimmte  Integrale.  Wenn  die  Funktion  f{x) 
im  Intervalle  ^o  ^  ^  ^  ^  ^^^  ^^  einer  einzigen  Stelle  x^  un- 
stetig wird,  so  daß  nach  Nr.  473  die  Definition  gilt: 

X  Xi  —  a  X 

(1)  f f(x)dx==  lim  ff {x)dx  + Um    \f{x)dx, 

«o  *o  «1  +  « 

in  der  6  und  r  positiv  sind,  so  kann  es  vorkommen,  daß 
der  eine  Grenzwert  +  oo  und  der  andere  —  oo  ist  (wie  im 
4.  Beispiele,  Nr.  473),  daß  aber  die  Summe  beider  Grenzwerte 
«inen  bestinmiten  endlichen  Wert  hat,  falls  man  noch  die 
Bedingung  stellt,  daß  stets  tf » r  sein  soll.  Allerdings  ist 
dann  das  Intervall  (1)  dennoch  nicht  als  konvergent  zu  be- 
zeichnen, da  zur  Konvergenz  nötig  ist,  daß  jeder  der  beiden 
Grenzwerte  rechts  für  sich  endlich  und  bestimmt  sei.  Immer- 
hin hat  aber  doch  der  Grenzwert 


lim  ^f(x)dx  +Jf{x)dx^ 
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eine  gewisse  Bedeutung^  und  man  nennt  ihn  nach  Cauchy  den 
JBaupttceri  des  Integrals. 

Nehmen  wir  an,  daß  die  beiden  in  (1)  rechts  stehenden 
Integrale  unabhängig  voneinander  konvergieren,  daß  also  das 
Integral  (1)  konvergent  sei.  Alsdann  muß  der  in  (1)  an- 
gegebene Grenzwert  auch  dann  hervorgehen,  wenn  man  6  und 
X  so  nach  Null  streben  läßt,  daß  ihr  Verhältnis  ö :  x  stets 
einen  von  Null  verschiedenen  bestimmten  Wert  behält.  Diese 
Wirkung  wird  erzielt,  wenn  man  unter  k  und  ft  zwei  positive 
Zahlen  versteht,  tf  =  A£,  t  =  ^«  setzt  und  darauf  die  positive 
Zahl  B  nach  Null  streben  läßt.   Alsdann  ist  der  Grenzwert  gleich 

lim  \Jf{x)dx  +Jf{x)dx^. 

Derselbe   Wert    muß    alsdann    bei    der   besonderen    Annahme 
JL  «  ft  =«  1  hervorgehen: 

af,  —  »  X 


lim[  jf{x)dx  +Jf{x)d:^, 


=0  1 


Die   Differenz    dieser   beiden   Grenzwerte   muß   folglich   gleich 
Null  sein.     Daher  ergibt  sich  nach  Satz  9,  Nr.  412: 


lim  r  ff(x)dx  +  lf{x)dxj  =  0. 


Das  erste  Integral  erstreckt  sich  über  ein  Intervall  von  der 
Länge  (A  —  l)e,  das  zweite  über  ein  Intervall  von  der  Länge 
(ji  —  1)  £;  das  erste  Intervall  liegt  vor  der  kritischen  Stelle  x^, 
das  zweite  folgt  auf  die  kritische  Stelle. 

Hieraus  können  wir  nun  den  mitunter  nützlichen,  wenn 
auch  negativen  Satz  ableiten: 

Satg  14:  Ist  f{x)  im  Intervalle  Xq<x<X  überall  stetig, 
ebgesehen  von  der  Stelle  x^  im  Innern  des  IntervaUes,  wnd  gibt 
es  zwei  positive  Zahlen  k  und  (i  derart,  daß  der  Crrenzwert  von 

Jf(x)dx  +  jf{x)dx 

Xi  —  X»  a?i  +  • 
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für  nach  Null  strd>end€S  positives  €  nicht  verschwindety  so  ist 
das  über  f(x)  von  Xq  bis  X  erstreckte  Integral  divergent. 

Die  Grenzwerte  der  beiden  im  Satze  14  anftretenden 
Integrale  heißen  nach  Cauchy  zur  Stelle  x^  gehörige  singulare 
bestimmte  Integrale. 

Beispiel:  Es  ist 


80  daß   der   in  Satz  14   erwähnte  Grenzwert   gleich  In  (ji :  k) 
ist.    Da  er  nicht  gleich  Null  ist,  so  ist  das  Integral 


6 
X 


für  a  >  0  und  6  >  0  divergent.  Dies  erkannten  wir  schon  im 
4.  Beispiele,  Nr.  473. 

§  2.  Berechniuig  bestimmter  Integrale  ans  unbestimmteii« 

477.  ZuBammenstellung  einiger  bestimmter  Inte* 
grale.  Der  nächstliegende  Weg  zur  Berechnung  eines  be- 
stimmten Integrals  ist  nach  Nr.  411  der  folgende:  Man  berechnet 
zunächst  das  zugehörige  unbestimmte  Integral  und  bildet  als- 
dann die  Differenz  seiner  Werte  für  die  obere  und  untere 
Grenze  des  bestimmten  Integrals.  Dabei  können  sich  Schwierig- 
keiten ergeben,  wenn  der  Integrand  ünstetigkeiten  hat  oder 
wenn  das  Integrationsintervall  endlos  ist.  Alsdann  muß  man 
die  im  vorigen  Paragraphen   entwickelten  Theorien  anwenden. 

Wir  wollen  hier  zunächst  eine  Reihe  von  bestimmten 
Integralen  zusammenstellen,  deren  Berechnung  leicht  ist.  Nach 
den  Formehl  (1),  (6)  und  (4)  von  Nr.  402  ist: 

y^^^  =  ^i  +  C(fiirn  +  -l),      fe-^'dx^^-^  +  C  (^LTa-^O), 
f^a^-a  arctg|  +  C(füra+0),  J-^=arcsinf +  (7(fära+0). 

Die  beiden  letzten  Integrale  gehen  nämlich  durch  die  Sub- 
stitution X  =-  at  in  die  Integrale  (5)  und  (4)  von  Nr.  402^ 
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multipliziert  mit  a  bzw.  1,  über.     Aus  diesen  Formeln  folgt 
nun  ohne  weiteres: 

+  00 


(1) 


Jafdx  =  ^1  (fürn  >  -  1),  Je-"dx  -  |  (fflr  a  >  0), 

0  0 

^vvobei  die  im  letzten  Integrale  aaftretende  Wurzel  positiv  sein  soll. 
Ans  (3)  und  (4)  in  Nr.  454  folgt: 

+  C0  -f-oo 

(2)Je-^'coshxdx^^^f^,,  Je'^'Binbxdx'^—^,  (fara>0). 

0  0 

Die  Formeln  (3)  und  (4)  von  Nr.  459  liefern  die  Werte 
der  dort  angegebenen  Integrale^  falls  die  Gh-enzen  0  und  |^  sind. 
Ehe  wir  sie  notieren,  bemerken  wir  noch,  da£  diese  Integrale 
in  andere  erwähnenswerte  Integrale  übergehen,  wenn  \x  —  x 
bzw.  sin  X  als  neue  Veränderliche  eingeführt  wird.  Es  ergibt  sich: 

(3)  /L..-w,-/-L"-...x-/^'-;4l^?, 

0  0  0 

\n  4^  1 

(4)  Jsm^'xdx  =JcoB*'xdx  -f:f^, ° ' " '-i. e-^-^al '^ ' I ' 

0  0  0 

Dabei  bedeutet  k  eine  ganze  positive  Zahl,  und  die  Quadrat- 
wurzel ist  positiv. 

Aas  (2)  in  Nr.  458  ergibt  sich,  wenn  m  und  n  ganze 
positive  Zahlen  sind  und  n  >  1  ist: 

in  ^n 


I  ün^xcos'^xdx  =•      ,  1  /  sin^^arcos^'^arrfa?. 

0  0" 


«-1  r  « 

m  +  nj 


Dies  ist  eine  Bekursionsfonnel.  Ersetzen  wir  in  ihr  n  nach 
und  nach  durch  n  —  2,  n  —  4,  •  •  •,  so  kommt  eine  Reihe  von 
Gleichungen,  die  wir  bzw.  mit 

n  — 1  n  —  s 

10*  [477 


148  Kap.  UI.    Theorie  der  bestiminten  Integrale. 

multiplizieren  und  dann  zur  angegebenen  Gleichung  addieren. 
Je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade,  also  von  der  Form  2ä:+  1 
oder  2k  ist,  gehen  dadurch  die  Formeln  hervor: 

Jsin'"a?co8**+^icdx=-, — ,  -=.-7 — '.   '.  "'     ,  orrTC  I  8in"»x cosxrfx, 
0  0 

in  In 

I  sm*"ii;cos**a;aa;  =, — r^r-, — T-k — 7 — r-^is  I  sml^xdx. 

J  (in  +  2)(m  +  4)...(fn  +  2Ä:)J 

0  0 

Es  ist  nun  aber: 

I  sin"* a; cos o; da;  =    r--    «  — r--, 

0  0 

so  daß  die  erste  Formel  für  ganzes  positives  m  und  h  liefert: 

/e\         /    •    «.  «>xi      j  2.4-G.--2Ä: 

(5)      f  sm"»a;cos^*+^a;aa?  =  , — r-rrf — r-^ 7 — ,  ^^   ,  ^, 

^  ^^     J  (w+l)(m  +  3)...(w+2Ä;  +  l)' 

0 

während  die  zweite  wegen  (3)  und  (4),  je  nachdem  m  =-  2Z  +  1 
oder  m  =»  2Z  ist,  für  ganzes  positives  l  und  k  ergibt: 

J2.4-..2M-3-(2fc  — 1) 
sin«'+ia;cos"a;da;  «       1 -s- ..(2Z+ 2ifc  +  i)     > 
0 

i" 

^    .   ,,  ,i     ,  1-3  •••(2J  — l)l-3.-(8il;  — 1)    « 

0 

1 
478.  Bas  Integral  / yzL "  ^'^-  ^^  ^^^  folgenden 

Nummern  betrachten  wir  einige  wichtige,  zuerst  von  Eul&r 
untersuchte  bestimmte  Integrale.     Das  Integral 

(1)  -=ß7-:-<^^> 

0 

in  dem  die  Konstante  p  ein  positiver  echter  Bruch  sein  soll, 
ist  konvergent,  da  der  Integrand  im  Intervalle  überall  stetig  ist, 
ebenso  an  der  Grenze  x  ^  l  (nach  Nr.  129),  während  er  an  der 
477,  478] 
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Grenze  x^O  mit  1  :  a:  in  derjenigen  Ordnung  unendlich  groß 
^w^ird,  die  durch  die  größere  der  beiden  Zahlen  p  und  l—'P 
angegeben  wird  (vgl.  Satz  11,  Nr.  471,  und  Satz  12,  Nr.  473). 
Mittels  der  Substitution  x  ^  1  :t  geht  dasselbe  Integral, 
doch  multipliziert  mit  --  1,  hervor,  und  seine  Grenzen  sind 
+  <x>  und  1.  Vertauschung  der  Grenzen  gibt  nach  Satz  8, 
Nr.  412,  wenn  wir  t  wieder  mit  x  bezeichnen,-  was  ja  geschehen 
darf: 

(2)  S'^f-^-- 

1      . 

Addition  von  (1)  und  (2)  liefert: 

(3)  u^if^f^dx. 

0 

Wir  wollen  das  Integral  in  dieser  Gestalt  zunädist  unter 
der  besonderen  Annahme  atLSwerten^  daß  p  die  Form  (2  m  +  1) :  2» 
habe,  wo  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  und  m  <  n 
sein  soll.     Es  ist  dann,  wenn  wir  x  ^  z^"  setzen: 

+  « 


«./« 


^2/n       .8n-8m— 2 

—  dz, 


i-je^" 


daher  nach  Satz  7,  Nr.  467: 


Jim       ^2fi-9m-2 
Z       —  Z  j 

•-    -  dz. 


Da  der  Integrand  rational  ist,  wenden  wir  die  Partialbruch- 
Zerlegung  an.  Die  Nullstellen  z^^  des  Nenners  sind  die  ^n^"^ 
Einheitswurzeln,  die  wir  nach  Nr.  358  in  der  Form 

z^  =  cos  CD^  +  i  sin  Oj^ 

annehmen  können,  sobald 

o*«±-5r  (Ä^l,  2,  ...  w- 1) 

gesetzt  wird.  Von  den  Nullstellen  i^  =  ±  1  ist  abzusehen,  da 
sie   auch  Nullstellen  des  Zählers  sind.     Alle  Nullstellen  sind 
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einfach.  Also  benutzen  wir  die  in  Nr.  386  gegebene  Partialbrach- 
zerlegung.     Der  zur  Nullstelle  z^  gehörige  Partialbruch  ist 

-^-^-^^ oder  --i"* =^^- , 

weil  jer|" »  1  ist.  Um  aber  zu  einer  reellen  Partialbruch- 
Zerlegung  zu  kommen^  werden  wir  diesen  Bruch  mit  demjenigen 
Bruche  vereinigen;  der  zur  konjugiert  komplexen  Nullstelle 
gehört,  also  zu  cos  co^  —  i  sin  m^.  Nach  der  Moivreschen  Formel 
in  Nr.  358  ist  die  Summe  beider  Brüche: 

i       ^m{^m-^l)m  {     sin  (2m +  1)«^         flina^Bin(2«»  +  l)a^ 

2  «  —  coB  0»  —  f  Bin  fl»    '    2  z  —  cos  ©  +  »Bin oj^  (ä  —  coa « J* + ain'«  ' 

80  daß  sich  ergibt: 

n-l  +* 

m    m  /*  sin  fO 

M  «  >* sin  (2m  +  1)(D.  I  ,-    -      -  .-•-*! — =^1 —  dz. 

1  —'00 

Wird  zunächst  nur  von  •—  Z  bis  +  Z  integriert,  wobei  Z  end- 
lich sei;  so  hat  das  hier  auftretende  Integral  den  Wert: 

Z  —  cos  09  Z-\-  COB  fl» 

arc  tff  — ; +  arc  tg  — ; ~ , 

^      Bin  ö  ®      Bin  fl»       ' 

wobei  die  Arkus  auf  das  Intervall  von  —  jx  bis  -f-  ja  zu 
beschränken  sind.  Diese  Summe  hat  f{ir  lim  Z  =  +  cx>  den 
Wert  Ä.     Also  ist: 

w-l  n-l 

u  =  3t  ^  sin  (2m  +  l)©^^  —  ar  ^  sin    ^r    ^      . 
1  1 

Setzen  wir  für  den  Augenblick  (2m  +  1)«  :  2n  «=  a,  so  wird 
u  «  äS,  wobei  S  =■  sin  2a  +  sin  4«  +  •  •  •  +  sin  2(w  —  l)a 

ist.     Nun  aber  haben  wir: 

2S sin  a  -=  (cos a  —  cos  3a)  +  (cos  3a  —  cos  5a)  +  •  • . 
+  [cos  (2n  —  3)a  ~  cos  (2»  —  l)a]  «  cos  a  --  cos  (2n  —  l)a. 

Wegen  der  Bedeutung  von  a  ist  jedoch  (2n— l)a  gleich 
(2w  +  l)3r  — a,  also  cos(2n~-l)a  gleich  —  cosa,  so  daß 
S  —  ctg  a  wird.    Folglich  ergibt  sich,  wenn  wir  den  Wert  von 

478] 


§  2.   ßerechnnng  bestimmter  Integrale  aus  unbestimmten.       151 

«e    wieder    eiDsetzen    und    auch    (2fn  +  1)  :2n   wieder   mit  p 

bezeichnen: 

1 

(5)  J      ^2x     dx^ncigpic, 

0 

sobald  p   irgend   ein   positiver   echter  Bruch   von   der   Form 
(2m  +  1)  :  2n  ist. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  daß  diese  Formel  auch  dann 
richtig  ist,  wenn  p  eine  hdidnge  Zahl  im  Intervalle  0  <|>  <  1 
bedeutet.  Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  davon  aus,  daß  wir 
jede  solche  Zahl  p  zwischen  zwei  Zahlen  p^  und  p^  von  der 
Form  (2  m  +  1)  :  2fi  einschließen  können  und  zwar  beliebig 
eng,  da  alle  Zahlen  von  der  Form  (2m  +  1) :  2n  überaU  dicht 
liegen  (vgl.  Nr.  1  und  2).    Wir  haben  nun: 

i>i<P<A- 
Ist  X  zwischen  0  und  1  gelegen,  so  nimmt  x^  von  1   bis  x 
ab,  wenn  p  von  0  bis  1  wachst.     Also  ist 

x^^  >x^>  x^y    x^-^^  <  x^-P  <  x^-^, 
folglich 


\—x  1  —  x  \—x 

Für  a:  =•  1  haben  die  Brüche  nach  Nr.  129  die  Werte  1  —  2p^^ 
1  —  2p y  1  —  2p^y  die  in  derselben  Rangordnung  stehen.  Wenn 
nun  6  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  ist,  so  folgt  nach  dem 
Satze  14,  Nr.  413: 

a  a  a 

Für  lim  tf  »  0  hat  das  erste  Integral  nach  (5)  den  Wert 
jrctgj^i^r  und  das  letzte  den  Wert  J7rctg|>,3r,  weil  die  Formel  (5) 
f&r  p^  und  p^  gilt.  Das  mittlere  Integral  ist,  wie  wir  sahen, 
eben&lls  konvergent  für  lim  <T  «  0.     Also  folgt: 

^  ^^SP\ ^>  I       .  ^^ —  dx>  Jt  ctg^, X, 


Da  Pi  und  p^  die  Zahl  p  beliebig  eng  einschließen,  so  folgern 
wir,  daß  die  Formel  (5)  ßr  jedes  p  im  Intervalle  0  <  j)  <  1  gut. 
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1 
479.  Das  Integral  / j— dx.     Dies  Integral 

unterscheidet  sich  von  dem  in  voriger  Nummer  betrachteten 
nur  durch  die  geänderten  Vorzeichen  und  läßt  sich,  wenn  p 
zwischen  0  und  1  liegt,  in  entsprechender  Weise  auswerten. 
Ehe  wir  dies  tun^  machen  wir  darauf  aufmerksam,  dafi  es 
sich  auf  eine  wichtige  andere  Form  bringen  läßt.    Denn  es  ist 

6  0  ü 

Machen  wir  im  letzten  Integrale  die  Substitution  a:  =*  1 :  ;^,  so 

kommt: 

1  +» 


I' 


.   ,      dx 

+  ao 


--fT^'^^"^JT-^^^'■ 


Schreiben  wir  hierin  x  statt  z,  so  folgt  also  aus  (1): 

0  Ol 

Ü  0 

Daß  das  Integral  rechts  konvergiert,  folgt  daraus,  daß  der 
Integrand  f ür  a;  «=  0  mit  1  :  a;  in  der  Ordnung  \—p  unend- 
lich wird  und  für  x  =  +  cx)  mit  1  :  a;  in  der  Ordnung  2  —  ^ 
verschwindet.    (Vgl.  Nr.  473  und  Satz  4,  Nr.  466.) 

Wir  behandeln  das  Integral  in  der  in  (2)  rechtsstehenden 
Form  analog  wie  das  der  vorigen  Nummer,  indem  wir  zunächst 
wieder  annehmen,  daß  %y  die  Form  (2w  +  1)  :  2n  habe,  wo 
m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  und  m  <  n  sein  soll. 
Vermöge  der  Substitution  x  ^  z^^  ergibt  sich  dann  mit  Hilfe 
von  Satz  7,  Nr.  467: 

0  0  —  OB 
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Der  Integrand  des  letzten  Integrals  ist  rational;  und  es 
sind  die  Nullstellen  z^^  seines  Nenners  sämtlich  einfach,  so  daß 
sich  die  Partialbruchzerlegung  in  Nr.  385  anwenden  läßt. 
Zur  Nullstelle  js^  gehört  der  Partialbruch 

^^2m  ^«m  +  1 

^weil  g^*^  —  l  ist.   Ferner  hat  e^  den  absoluten  Betn^  Eins  und 
ist   daher   in   der   Form    cos  (o^  +  i  sin  cDj^   darstellbar ,   so  daß 
nach  der  Moivreschen  Formel  von  Nr.  358 
cos2n(D4  +  isin.2no4  =  — 1,  d.h.  cos2MC};t  =  — 1,  Bmincoj^^O 
ist.     Wenn  wir  also 

"»^--^l-«     (Ä:  =  0,l,2,...n-1) 

setzen^  so  liegen  alle  2n  Nullstellen  des  Nenners  in  den  Formen: 
cos  o^  +  i  sin  o^     und     cos  (—  Oj^)  +  i  sin  (—  o^^) 

Tor.  Die  Summe  der  beiden  zu  diesen  konjugiert  komplexen 
Nullstellen  gehörigen  Partialbrüche  ist  nach  der  Moivreschen 
Formel  gleich 

co8  2»i(o^  — co8(2w+  1)g)    Ä 
Jz  —  cos  ö  )•  +  sin*  0» 

Wir  formen  den  Zähler  ein  wenig  um  und  erhalten  dann: 

/*nz*^dz       "'^     /•'—  cofl  (2m-\'l)(o^-{z  —  cos  m^  +  sin  (2  w  +  1)  o»  •  sin  m 
J    1  -fz*"""  ^  J    "  (£:  — C08Cö^)«+8in«a)^  ^' 

Das  rechts  stehende  Integral  werten  wir  zunächst  zwischen 
endlichen  Grenzen  —  Z  und  +  Z  aus  und  zwar  am  bequemsten^ 
indem  wir  davon  Gebrauch  machen,  daß  die  in  Nr.  432  angegebene 
Funktion  (10)  die  dort  unter  (6)  stehende  Ableitung  hat. 
Wenn  wir  in  jenen  Formeln  h  und  k  durch  cos  Oj.  und  sin  cö;^, 
2M^_i  und  2^^_i  durch  —  C08(2m+l)a)jt  und  — sin(2m  +  l)oj;t 
ersetzen,  so  finden  wir  also,  daß  das  von  —  Z  bis  +  Z  erstreckte 
Integral  den  Wert 

—  5  COS  (2m  +  1)03^  •  In  j-rj—. —    -  \i-, — •  ,- 
2  ^  '      >'    *  (Z+co8a)J*  +  sin'a) 

r  Z —  cos  cö  Z-\-  cos  cö  "I 

+  sin  (2m  +  Ijc»*  •    arc tjr  — r +  arctjr  — -. 

^  '      >'    *     |_         °      sm  ü)         '  ®      sin  w      J 
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hat^  in  dem  die  beiden  Arkus  zmschen  — \x  und  +jx  liegen, 
80  daß  sie  beim  ßrenzübei^nge  für  lim  Z  =^  +  oo  beide  zu  y  sr 
werden^  wobei  der  Numerus  des  Logarithmus  gleich  Eins  wird. 
Folglich  kommt: 


/ 


»»-«^^^C^^w  +  l)®*- 


Dasselbe  Verfahren  wie  in  voriger  Nummer  lehrt,  daß 


n-l 


^Isin(2w  +  l)ojt=«  — , 
0  sin- 


2n 

ist.     Wenn   wir   schließlich   (2w  +  1):   2n   wieder  mit  p  be- 
zeichnen,  so  folgt  aus  (3),  daß 

+  00 


smpn 

0 


ist;  sobald  p  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet,  der  die 
Form  (2  m  +  1)  '•  2n  hat.  unter  derselben  Voraussetzung  ist 
also  nach  (2):  ^ 


w        f^^:- 


7C 


dx  = 

hinpn 

0 


um  nun  zu  zeigen,  daß  die  Formel  (4)  auch  dann  gilt^ 
wenn  p  irgend  einen  Wert  im  Intervalle  0  <|)  <  1  hat,  genügt 
es,  dasselbe  für  die  Formel  (5)  nachzuweisen.  Dies  läßt  sich 
jedoch  wegen  der  geänderten  Vorzeichen  nicht  so  leicht  be- 
werkstelligen wie  in  voriger  Nummer  der  Beweis  der  Formel  (5). 
Wir  schließen  vielmehr  so:  Wäre  die  Formel  (6)  richtig,  so 
würde  aus  ihr  und  aus  der  Formel  (5)  der  vorigen  Nummer 
durch  Addition  folgen: 

T-7 dx  +  I z — dx  «=  -^—  +  Ä  ctg  OST 

1 -|- a;  ^J  1  —  x  Binpn    '  ®^ 

oder,  wenn  wir  beide  Integrale  vereinigen,  die  Integranden  auf 
einen  gemeinsamen  Nenner  bringen  und  die  Hälfte  nehmen: 

(6)  ^j:zL-4iäx-i.ctg?-:- 


/'- 


2 
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Es  genügt  demnach,  die  Richtigkeit  dieser  Fonnel  für 
0<Cp<Cl  zu  beweisen.  Dabei  machen  wir  davon  Gebrauch, 
daß  sie  sicher  nach  dem  Vorhergehenden  richtig  ist,  fitlls  p 
die  Form  (2w  +  1)  :  2n  hat,  wobei  m  <Cn  ist. 

Wie  in  voriger  Nummer  schließen  wir  |)  beliebig  dicht  durch 
zwei  Zahlen  pj^  und  p^  von  dieser  besonderen  Form  ein,  so  daß 

0<Pi<p<Pi<l 

ist.    Weil  X  zwischen  0  und  1  liegt,  so  folgt  für  0  <x  <.!: 


;t— > 


Analog  wie  in  voriger  Nummer  schließen  wir  hieraus: 


X 

i«  ctg  ?f  >y^^:!  A^  >  I«  ctg  ?y 


2 

0 


und  weiter,  daß  die  Ergebnisse  (6)  und  (5)  für  jede  Zahl  p 
im  Intervalle  0  <|>  <  1  richtig  sind. 

480.  Partlalbnioliierlegimg  von  Xigx  und  otgo?. 

Die  Formel  (5)  der  vorletzten  Nummer  führt  zu  interessanten 
Entwicklungen  von  tg  x  und  ctg  x  in  unendliche  Reihen  von 
Partialbrüchen.    Es  ist  nämlich: 

1— x  '1 —X     ' 

—  ^ =  n?P  -  X^'^  +  ^— i 

1  —  x  '1  —  X 

usw.,  daher  ergibt  sich  aus  n  derartigen  Formeln: 

0 

Mithin  ist: 
1  „_i     1  1 

0  0     0  0 

Weil  p  —  \  und  -—  p  größer  als  —  1  sind,  gibt  die  Anwendung 
der  ersten  Formel  (1)  in  Nr.  477: 

0  0 
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wobei  der  Rest  R^  die  Bedeutung  hat: 

0 

Der  im  Reste  B^  auftretende  Integrand  ist,  falls  »  >  2 
gewählt  wird,  auch  für  x  ^  l  stetig.  Wir  können  ihn  nach 
dem  Mittelwertsatze  22  in  Nr.  420  umformen,  indem  wir 

'  1  — X 

setzen  und  bedenken,  daß  v  überall  im  Intervalle  0  <  a;  <  1 
einerlei  Vorzeichen  hat.  Sind  6  und  r  beliebig  kleine  positive 
Zahlen,  so  ist  danach: 

J — r^x — dx^x^J    ,__^—dx, 

wobei  a?!  im  Intervalle  0  <  ^r^  <  1   liegt.     Hieraus  folgt  beim 

Grenzübergänge    zu    lim  6  =-0    und    lim  t  =»  0    nach    (5)    in 

Nr.  478: 

jB^  =  x^"  %  ctg  p%. 

Mithin  ist  lim  B„  =  0  für  lim  w  =  +  oo,  so  daß  aus  (2)  für 
lim  M  =»  +  (X)  eine  konvergente  unendliche  Reihe  hervorgeht. 
Da  die  linke  Seite  von  (2)  gleich  %  Q.igpx  ist,  so  haben 
wir  also: 

(3).ctgp«  =  g-,y  +  (^-.,:^)  +  (-|^-3A_)+.... 

Fassen  wir  jedes  zweite  Glied  in  einer  Klammer  mit  jedem 
ersten  der  folgenden  Klammer  zusammen,  so  finden  wir  die 
übersichtlichere  Formel: 

(4)  «ctgi,«  =  i-(j^^--|^)-(2^-^^)-.... 

Wenn  wir  bierin  pn  =  x  und  in  (3)  p«  =  \it  —  x  setzen, 
so  kommt: 

(5)  ctga;  =  -  —  [^-zrx  —  iTfTi)  —  fc -~i  ~  ^jT+lr)  ' 

(6)    tgx  -  (^-^^  - ^^-ip^)  +  [^^'--  -  ^y  +  • .  •. 
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Weil  0  <  p  <  1  war,  so  gelten  diese  Formeln  zunächst  nur 
für  0  <ix<,n  bzw.  für  — l^<,x<,jn.  Aber  man  sieht, 
daß  sich  die  Reihen,  sobald  x  durch  x  +  x  ersetzt  wird,  nur 
insofern  ändern,  als  endlich  benachbarte  Glieder  vertauscht 
werden,  und  weil  ctg  (ic  +  jr)  «  ctg  rr  und  tg(x -\- Jt)  ^  tgx 
ist,  so  gelten  die  Formeln  (5)  und  (6)  für  jeden  Wert  von  rr, 
abgesehen  von  solchen  Werten,  für  die  einer  der  Partialbrüche 
den  Nenner  Null  bekommt. 

Da  esc  o;  gleich  der  halben  Summe  von  tgjo;  und  ctg|^rr 
ist,  so  folgt  aus  beiden  Reihen  durch  gliedweise  Addition: 

(7)  CSC  a:  =  ^  +  (^__^  -n-fx)  "  (ä^-^TS  ""  2^+^)  +  ' '  * 

mit  abwechselnden  Vorzeichen  und  hieraus,  indem  wir  x  durch 
\x  —  X  ersetzen: 

(8)  8ecfl;=(j;^-  +  ^^y-(^-'— +  p^y  +  ... 

mit  ebenfalls  abwechselnden  Vorzeichen.  Allerdings  ist  die 
gliedweise  Addition  der  Formeln  (5)  und  (6)  nicht  ohne 
weiteres  gestattet,  doch  dies  Bedenken  wird  dadurch  gehoben, 
daß  wir  die  Reihen  (7)  und  (8)  aus  der  Formel  (5)  von  Nr.  479 
direkt  ebenso  hätten  finden  können,  wie  die  Reihen  (5)  und  (6) 
aus  der  Formel  (5)  von  Nr.  478  soeben  abgeleitet  wurden. 

481.  Bie  Formel  von  Wallis.    Ist 

u^^  I  8m^xdx, 

0 

so  folgt,  weil  sin"»  x  mit  wachsendem  positiven  m  abnimmt,  nach 
Satz  14,  Nr.  413: 

In  (3)  und  (4),  Nr.  477,  sind  nun  die  Werte  von  u^  für 
fn^2k  —  1  imd  m  ^2k  ermittelt,  wobei  k  eine  ganze  positive 
Zahl  bedeutet.     Daraus  folgt: 

2    4    -^fc  1.3- .  '^k  —  1)     n        2'A"  •  (2k— 2) 

1  •  3  .  • .  (2A;  +  1)  "^       2  .  4"^.  2^         ¥^1.3"  '\¥k^^l) 

oder 

2   2     4     4       2Ä:--2       2k_       2J:     ^^^2     2   ^  4t     '2^fc  — 2      -Jk 
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Der  Quotient  aus  dem  links  und  rechts  stehenden  Produkte  ist 
2k:  (2k+  1)^  nähert  sich  also  mit  wachsendem  k  der  £ins. 
Die  beiden  Produkte^  von  denen  das  eine  kleiner  und  das 
andere  größer  als  jsr  ist,  müssen  sich  daher  umsomehr  der 
Zahl  jÄ  nahern,  je  größer  k  gewählt  wird.  Folglich  ist  \x 
der  Grenzwert  jedes  der  beiden  Produkte  für  lim  i  =  +  oo, 
d.  h.  j7t  ist  als  Produkt  von  unendlich  vielen  Faktoren  dar- 
stellbar: 

1    —  ^1    ^    ^    ^    1        _^         2fc 
»^  ~  1  '  8  '  3  '  ¥  "ö  '  Y  *  *  ■  2F^ i  '  2F+I 

Diese  merkwürdige  Formel  wurde  von  Waüis  noch  vor  der 
Erfindung  der  Differentialrechnung  aufgestellt. 


§  3.  Die  Methode  der  Substitution  bei  bestimmten 
Integralen. 

482.  Über  die  Transformation  konvergenter  Znte- 
Sfrale.  Wir  kommen  hier  noch  einmal  auf  die  Substitutions- 
methode von  Nr.  417  zurück,  die  wir  im  vorhergehenden  Para- 
graphen gelegentlich  angewandt  haben  und  die  überhaupt  bei 
der  Berechnung  von  bestimmten  Integralen  von  großem  Werte 
ist.  Es  erscheint  angebracht,  hier  einige  auf  diese  Methode 
bezügliche  Einzelheiten  genauer  zu  erörtern. 

Machen  wir  zu  diesem  Zwecke  folgende  sehr  bestimmte 
Voraussetzungen : 

Es  soll  t  eine  Funktion  von  x  in  dem  Variabilitatsbereiche 
von  Xq  bis  X  sein.  Für  x  ^  x^  sei  t  =  t^  und  Sir  x  ^  X  sei 
t^  T.  Es  soll  femer  x  eine  Funktion  von  t  in  dem  Varia- 
bilitatsbereiche von  ^  bis  T  sein.  Nach  der  Definition  der 
Funktion  in  Nr.  6  bedeutet  dies:  Zu  jedem  x  im  Bereiche  von 
Xq  bis  X  soll  ein  Wert  von  t  im  Bereiche  von  t^  bis  T  ge- 
hören, und  umgekehrt.  Wir  setzen  femer  voraus,  daß  diese 
beiden  zueinander  inversen  Funktionen: 

(1)  t^Q^{x),     X-ip{t) 

überall  im  Variabilitätsbereiche  von  Xq  bis  X  bzw.  von  ^  bis  7 
stetige  Ableitungen  haben,  also  auch  selbst  stetig  seien  (nach 
Satz  1,  Nr.  27). 
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Ist  nun  f{x)  eine  im  Intervalle  von  x^  bis  X  stetige 
Funktion   von  x^   so  liefert  die  Anwendung  der  Substitution 

X  T 

(2)  Jmdx  --JfW{t)W{i)dt. 

Der  neue  Integrand  f{(p)ip'  ist  nach  Satz  8^  Nr.  22^  und  nach 
Satz  15,  Nr.  23,  eine  steHge  Funktion  von  t  im  Intervalle  von 
^0  bis  T. 

Umgekehrt:  Ist  F(t)  eine  stetige  Funktion  von  t  im 
Intervalle  von  t^  bis  T,  so  liefert  die  Anwendung  der  inversen 
Substitution  t^  <l>(x): 

T  X 

(3)  JF{t)  di  ^Jf[^{x)]  9'{x)dx, 

und  der  neue  Integrand  F{0)^'  ist  eine  stetige  Funktion  von 
X  im  Intervalle  von  x^^  bis  X. 

Ist  n  irgendwie  im  Intervalle  von  x^^  bis  X  gewählt  und  m 
irgendwie  im  Intervalle  von  n  bis  X,  so  gehört  zu  o?  «=  n  ein 
Wert  t^  V  im  Intervalle  von  t^  bis  T  und  zu  x  ^m  ein 
Wert  /i  von  t  im  Intervalle  von  v  bis  T.    Alsdann  ist: 

m  ft 

(4)  ff{x)  dx  ^Jfwm  »p'mt . 

Wir  können  nun  die  Substitution  (1)  auch  auf  Grenzwerte 
von  Integralen  anwenden.  Z.  B.  mag  f(x)  im  Intervalle  von  x^ 
bis  X  überall  stetig  sein,  abgesehen  von  der  Stelle  x  ^  X^ 
Ist  alsdann  das  Integral 

X 

Jf(x)dx 

konvergent,  so  ist  der  Integrand  f{<p)g)'  des  neuen,  in  t  aus- 
gedrückten Integrals  (2)  für  jedes  t  im  Intervalle  von  t^  bis  T 
stetig,  abgesehen  von  der  Stelle  ^  =  T,  so  daß  noch  bewiesen 
werden  muß,  daß  das  neue  Integral  ebenfalls  konvergiert.  Dies 
aber  folgt  sofort  aus  Satz  8,  Nr.  470,  und  aus  der  Formel  (4). 
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Denn  nach  diesem  Satze  muß  es  eine  Zahl  n  derart  im  Inter- 
valle You  Xq  bis  X  geben,  daß  die  linke  Seite  von  (4)  absolut 
genommen  kleiner  als  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  positive 
Zahl  r  ist,  wie  auch  m  im  Intervalle  von  n  bis  X  gewählt  sein 
mag,  abgesehen  von  m  =  X  selbst.  Dasselbe  gut  daher  von  der 
rechten  Seite  von  (4),  so  daß  aus  demselben  Satze  8,  Nr.  470, 
die  Konvergenz  des  neuen  Integrals  folgt. 

Mittels  der  Formel  (4)  beweisen  wir  ganz  ebenso:  Wenn 
X  =»  -f-  (X)  ist  und  das  ursprüngliche  Integral  konvergiert,  so 
konvergiert  auch  das  neue. 

Es  beruht  dies  darauf,  daß  alsdann  der  Satz  1,  Nr.  465, 
für  das  ursprüngliche  Integral  gilt,  woraus  nach  (4)  sofort 
folgt:  Ist  T  endlich,  so  gilt  für  das  neue  Integral  der  Satz  8, 
Nr.  470. 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken:  Wenn  a:  =-  -f-  oo  ist  und  f(x) 
für  jedes  x'^Xq  stetig  ist,  so  wissen  wir  vom  Integranden  des 
neuen  Integrals,  das  von  t^  bis  T  erstreckt  ist,  daß  es  für  jedes 
t  von  tQ  bis  T  stetig  ist,  abgesehen  von  der  Stelle  t  ^  T,  wo 
die  Stetigkeit  fraglich  ist;  und  deshalb  ist  es  nötig,  den  Kon- 
vergenzbeweis für  das  neue  Integral  auch  dann  zu  führen,  wenn 
T  endlich  bleibt. 

Die  in  Nr.  467,  473  und  474  gegebenen  Entwicklungen 
zeigen  nun  unmittelbar,  daß  überhaupt  stets  die  Konvei^nz 
des  einen  Integrals  die  des  anderen  nach  sich  zieh!  Wir 
können  also  die  Substitutionsmethode  in  der  folgenden  strengen 
Fassung  ausdrücken: 

Satz  15:  Ist  x  =  q>{t)  eine  Svbstitution,  die  so  beschaffen 
ist,  daß  zu  jedem  Werte  von  x  im  Intervalle  von  Xq  bis  X 
gerade  ein  Wert  von  t  im  Intervalle  von  t^  bis  T  gehört,  daß 
femer  umgekehrt  vermöge  der  inversen  Substitution  t  =  9{x)  eu 
jedem  t  im  Intervalle  von  t^  bis  T  gerade  ein  Wert  von  x  im 
Intervalle  von  x^  bis  X  gehört  und  überdies  (p(t)  für  jedes  end- 
lidie  t  im  Intervalle  von  t^  bis  T  und  ^{x)  für  jedes  endliche  x 
im  Intervalle  von  x^  bis  X  eine  stetige  Ableitung  hat,  so  geht 
das  Integral 


ß 


'  f{x)  dx 
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vermöge  der  Substitution  x  »  q>{ß)  in  das  Integral 


T 


und  das  Integral 


Jfl9>(tW(f)dt 

T 

ß 


'F{t)dt 
vermöge  der  inversen  Substitution  t^  0{x)  in  das  Integral 


JL 

ß 


F[<[^(xy]Q\x)dx 
«b 

über.  Ist  aisdann  eines  der  Integrale  konvergent,  so  ist  OMch 
stets  das  transformierte  Integral  konvergent.  Dabei  können  die 
Grrenzen  der  Integrale  endlich  oder  unendlich  sein. 

Wir  dürfen  also  die  Substitutionsmethode  auf  konvergente 
Integrale  stets  ohne  weiteres  anwenden.  Ja  selbst^  wenn  wir 
noch  nicht  wissen,  ob  ein  vorgelegtes  Integral  konvergiert, 
dürfen  wir  die  Substitution  machen.  Denn  wenn  sich  dann 
herausstellt^  daß  das  neue  Integral  konvergiert  oder  divergiert^ 
so  gilt  dasselbe  von  dem  ursprünglichen  Integrale. 

483.  Lineare  Snbstitntionen.  Sind  wieder  x^  und  X 
die  Grenzen  des  ursprünglichen  Integrals^  und  soll  dies  Integral 
Termoge  einer  Substitution  x^(p(t)  in  ein  Integral  mit  den 
vorgeschriebenen  Grenzen  tQ  uud  T  übergehen,  so  ist  es  leicht, 
insbesondere  eine  lineare  Substitution: 

x  ^  a  +  ht 

ausfindig  zu  machen,  die  das  verlangte  leistet.  Denn  man  hat 
die  Eonstanten  a  und  b  so  zu  wählen,  daß  b-^0  und 

XQ^a  +  bt^y    X^a  +  bT 
ist.     Daher  hat  die  Substitution  die  Form: 

(1)  a;-^o  +  ^(<-<»)- 
Die  inverse  Substitution  ist: 

(2)  t~t,  +  ^^^(x-x,). 
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Hierbei  wurde  yorausgesetzt;  daß  Xq,  X  und  t^,  T  sämtlich 
endlich  seien. 

Sind  Xq^  X  und  t^  endlich,  während  T  =  oo  sein  soll,  so 
ist  es  leicht^  eine  linear  gebrochene  Substitution 

herzustellen,  die  das  verlangte  leistet.  Denn  man  hat  die 
Eonstanten  a,  hy  a\  b'  so  zu  wählen,  daß  erstens  die  rechte 
Seite  nicht  frei  von  t  wird,  d.h.  daß  aJ'  — a'&  +  0  ist,  und 
daß  zweitens 

0  +  5*0  Y-  ^ 

wird.  Ist  t^  4"  0,  so  können  wir  z.  B.  a'  »  0,  2»'«  1  annehmen, 
wodurch  sich  aus  (3)  ergibt: 

(4)  x~X-iX-x,)^     und     t  =  t,^^. 

Ist  dagegen  t^  »  0,  so  leistet  die  Substitution: 

(6)  ^  =  ^ITT-*    ^°^    *--i^-. 

das  gewünschte. 

In  analoger  Weise  können  wir  verfahren,  wenn  irgend 
eine  der  vier  Grenzen  Xq,  X,  <q,  T  gleich  +  00  oder  gleich  —  00 
ist,  ja  auch,  wenn  eine  der  Grenzen  x^,  X  gleich  +  cx>  oder 
—  00  und  zugleich  eine  der  beiden  Grenzen  t^  und  T  gleich 
+  (x>  oder  —  00  ist.  Denn  wenn  z.  B.  X  =»  +  cx),  T  =  +  cx> 
sein  soll,  so  leistet  die  lineare  Substitution: 
(6)  x^  XQ  +  t  —  tQ    und    t'^tQ  +  X  —  Xq 

das  verlangte. 

Hieraus  und  aus  Satz  15  der  vorigen  Nummer  folgt: 

Sat£!  16:  Liegt  ein  konvergentes  Integral 

X 

^f(x)dx 

vor,  von  dessen  Grenzen  wenigstens  eine  endlich  ist,  so  gibt  es 
stets  eine  lineare  oder  linear  gebrochene  Substitution 

x^'  a  +  bt    oder    x  =  ^  ,  ,.^ 
a  -+-0  t 

483] 
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derart,  daß  das  Integral  vermöge  ihrer  in  ein  konvergentes  Integral 

T 

^F(t)dt 


T 

ß 


Übergeht,  dessen  Grenzen  irgend  zwei  vorgeschrid)ene  verschiedene 
Werte  hohen,  von  denen  wenigstens  einer  endlich  ist. 

Besonders  häufig  wendet  mail  eine  linear  gebrochene 
Substitution  an^  um  ein  von  0  bis  +  oc  erstrecktes  Integral 
in  ein  von  0  bis  1  erstrecktes  Integral  zu  yerwandeln.  Es 
liege  also  das  Integral 

(7)  ff{x)dx 

vor.     Dabei  sei  f(x)  für  jedes  rc  ^  0  stetig.     Das  Integral  ist 
nach  Satz  4  in  Nr.  466  insbesondere  dann  konvergent^   wenn 

/g\  lim   I  a^f^x)  I  =  K 

einen  bestimmten  endlichen  und  von  Null  verschiedenen  Wert  hat 
und  2;>  1  ist.    Vermöge  der  linear  gebrochenen  Substitution: 

(9)        ^-tLi>   dh-    i^rl-.,   «^^        '* 


geht  das  Integral  (7)  über  in: 

J  f(r:rt)  (i—€)f' 
Bezeichnen  wir  es  mit 

J* Fit) dt,    Bodaß    J'(<)  =  /-(^^).^-. 

ist,  so  wissen  vdr  nach  den  gemachten  Voraussetzungen,  daß 
F{t)  im  Intervalle  0  ^  ^  <  1  stetig  ist,  während  es  dahin  ge- 
stellt bleibt,  ob  F(t)  auch  für  ^ «  1  stetig  oder  unstetig  wird. 
Die  Substitution  (9)  verwandelt  nun  die  Bedingung  (8)  in: 


lim 

#=1 


11* 
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oder,  da  ^  =  1  für  ^  =  1  ist,  in: 

\im\(l-ty-'F(t)\^K. 

Ist  nun  k<,2,  also  zwischen  1  und  2  gelegen,  so  heißt 
dies,  daß  F{t)  für  ^  =  1  mit  1  :  (1  —  ^)  in  niederer  als  erster 
Ordnung  unendlich  groß  wird.  Ist  dagegen  A;  ^  2,  so  bleibt  F(t) 
für  ^  »  1  endlich.  Wir  können  also,  obgleich  es  nach  Satz  15 
der  vorigen  Nummer  schon  feststeht,  von  neuem  die  Konvergenz 
des  in  t  ausgedrückten  Integrals  nachweisen:  Im  Falle  k<,2 
folgt  sie  nämlich  aus  Satz  11  in  Nr.  471,  und  im  Falle  k^2 
ist  jP(^)  auch  für  f  =  1  stetig.  Diesen  letzteren  Umstand 
kann  man  gelegentlich  verwerten,  weshalb  wir  ihn  so  for- 
mulieren: 

Satz  17:  Ist  das  Integral 


/' 


f{x)dx 


konvergent  u/nd  verschwindet  f{x)  für  lim a;  =  +  <x>  mit  l:x  in 

kf""  Ordnung,  wobei  k>l  ist,  so  geht  das  Integral  vermöge  der 

linearen  Substitution 

t 

in  ein  konvergentes  Integral 


1 
fF(t)dt 


Ober,  dessen  Integrand  /wr  ^  =■  1  stetig  bleibt ,  falls  k^2  ist, 

484.  Yersohledene  Snbstitntionen  In  vemohiedeneii 
Teilen  des  Integrattonaintervalles.  Da  ein  Integral  nach 
Satz  9  und  10  von  Nr.  412  in  eine  Summe  von  Integralen 
zerlegt  werden  kann,  von  denen  jedes  einem  Teile  des  Gesamt- 
intervalles  zugehört,  so  kann  man  für  verschiedene  Teile  des 
Intervalles  verschiedene  Substitutionen  anwenden.  Daß  dies 
zuweilen  nützlich  ist,  erläutern  wir  an  dem  Beispiele 

dm 
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worin  die  obere  Ghrenze  X  positi?  sei.     Setzen  wir 
(1)  x3  +  J___2 

und  nehmen  wir  hierbei  yj  positiv  an,  so  ist 

,o^  ^     VT^l/r^^»   dx     Vi-j/r— «'        c^a?  dt 


so  daß  das  Integral 

/'     dx      ^  _1      rdt 
Vr+^  ■"  2|/2  J  vr=T*' 


also  elliptisch  wird  (ygl.  Nr.  440).  Wenn  nun  )/l  —  <*  >  0 
angenommen  wird^  so  erreicht  o;,  falls  t  bis  Null  abnimmt^ 
nach  Nr.  129  den  Wert  Null.  Wächst  t  von  0  bis  1,  so  gilt 
dasselbe  von  x.  Dagegen  för  ^  >  1  gibt  die  erste  Formel  (2) 
imaginäre  Werte  von  x.  Also  ist  die  Substitution  nur  für  das 
Intervall  0  ^  o;  ^  1  zu  gebrauchen.  Für  das  übrigbleibende 
Intervallstück  1  ^x  ^X  wählen  wir  dieselbe  Substitution, 
aber  mit  abgeändertem  Vorzeichen  von  j/l  —  t^: 


dt 


2V2vTyi— t» 


Denn  jetzt  hat  Xy  falls  t  bis  Null  abnimmt,  den  Grenzwert  +  oo. 
Wächst  t  von  0  bis  1,  so  nimmt  x  von  +  oo  bis  1  beständig 
ab.  Der  Grenze  rv  —  X  des  alten  Integrals  entspricht  nach  (1) 
die  obere  Grenze  für  t: 

T         ViX^ 

die  zwischen  0  und  1  liegt  und  für  X  =«  1  ebenfalls  gleich 
Eins  ist 

Ist  also  X  <  1,  so  brauchen  wir  nur  die  Substitution  (2), 
und  es  kommt: 

Z  T 


/*   dx     ^  ji_  r  dt 


Ist  dagegen  X>  1,  so  zerlegen  wir  das  Integral  in  das  von 
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0  bis  1  und  das  Yon  1  bis  X  erstreckte  und  wenden  für  das 
zweite  die  Substitution  (3)  an^  so  daß  kommt: 

Z  1  T 


/*  dx    ^  _i    r  dt i_  r  dt 

1  1  r 

1  T 

^  1^  r  dt i_  r  dt 

In  jedem  Falle  also  ist  das  Integral  auf  elliptische  Integrale 
zurückzuführen. 

485.  Yerwandliing  wUlkfirliober  oberer  Orensen 
in  bestimmte.  Wir  erwähnen  noch  eine  eigenartige  Um- 
formung von  bestimmten  Integralen^  die  gelegentlich  von  Wert 
ist.     Liegt  das  Integral 

X 

ff{x)dx 

0 

vor^  dessen  obere  Orenze  X  willkürlich  sei^  während  die  tmtere 
Grenze  gleich  Null  ist,  so  gibt  die  Substitution  x » Xt, 
dx  «  Xdt: 

XI  1 

/}(x)dx  ^Jf{X()Xdt  -  xJf{Xt)dt 
0  0 

Das   neue  Integral  hat  also  die  beiden  vöUig  festen  Grenzen 
0  und  1,  während  das  ursprüngliche  Integral  eine  willkürliche 
obere  Grenze  X  hatte. 
So  kommt  z.  B.: 

X  1 

Jx^'e-'dx  =«  X"+i /Ve--^'d^. 

0  0 

Im   Integrale    rechts   spielt   X  die   Rolle   einer   willkürlichen 

Konstanten. 
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Ferner  ist  ebenso: 


1 


r dx^ ^  r dt^ 

Hierdurch  wird  das  dliptische  NormalifUegräl  erster  OcMung 
(ygL  Nr.  445) ,  bei  dem  die  obere  Grenze  X  willkürlich  ist^ 
durch  ein  elliptisches  Integral  zwischen  den  beiden  festen 
Grenzen  0  and  1  ausgedrückt. 


%  4.  Differentiation  und  Integration  der  Integrale  nach 
einem  Parameter. 

486.  Yorbemerkungen.  Wir  wollen  annehmen,  daß 
eine  Funktion /yon  x  noch  Ton  einer  willkürlichen  Konstanten  a, 
einem  sogenannten  Parameter  (vgl.  Nr.  93),  abhänge,  weshalb 
wir  sie  mit  f(Xf  a)  bezeichnen.  Ein  zwischen  bestimmten 
Grenzen  Xq  und  X  genommenes  Integral  von  f(x,a)  wird  als- 
dann einen  von  a  abhängigen  Wert  haben,  also  eine  Funktion 

F  von  a  sein: 

z 

(1)  ff{x,a)dx~F(a). 

Wir  werden  zeigen,  daß  man  diese  Formel  unter  gewissen 
Voraussetzungen  in  der  Art  nach  deni  Parameter  a  differenzieren 
darf,  daß  man  links  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen 
ausführt,  so  daß  folgt: 


(2)  ß^^--P'(- 


). 


Ist  diese  Art  der  Differentiation  erlaubt,  so  ergibt  sich 
daraus  eine  wichtige  Methode  zur  Gewinnung  der  Werte  gewisser 
bestimmter  Integrale.  So  z.  B.  haben  wir  in  Nr.  477  gesehen, 
daß  für  a  >  0 


e-'^'dx  «  ^ 


isi    Wenn  wir  hier  links  unter  dem  Integralzeichen  nach  a 
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differenzieren,  was^  wie  wir  sehen  werden,  erlaubt  ist,  so  folgt 
sofort:  +aD 


/ 


xe^"*dx  «  ^, 


also  eine  neue  Integralformel. 

Wir  wollen  ferner  zeigen,  daß  man  unter  gewissen  Voraus- 
setzungen die  Formel  (1)  in  der  Art  nach  a  integrieren  darf, 
daß  man  links  die  Integration  unter  dem  auf  x  bezüglichen 
Integralzeichen  ausfahrt.  Und  hieraus  fließt  alsdann  eben&Us 
eine  Methode  zur  Gewinnung  der  Werte  mancher  Integrale. 

Ehe  wir  die  hiermit  skizzierten  Betrachtungen  in  Angriff 
nehmen,  schicken  wir  noch  einige  Bemerkungen  voraus: 

Wenn  die  obere  (Jrenze  X  des  Integrales  (1)  nicht  fest 
gewählt,  sondern  yeranderlich  gelassen  wird,  so  ist  der  Wert 
des  Integrals  nicht  nur  von  a,  sondern  auch  von  der  Ver- 
änderlichen X  abhängig,  so  daß  wir  alsdann  statt  (1)  die  Formel 
ansetzen:  ^ 

(3)  Jf{x,a)dx^F{X,a). 

Wir  haben  es  in  den  folgenden  Betrachtungen  also  mit 
zwei  Funktionen  von  je  zwei  Veränderlichen  zu  tun,  nämlich 
mit  f(Xya)  und  F^X^a),  Von  der  Funktion  f{x,a)  werden 
wir  voraussetzen,  daß  sie  eine  stetige  Funktion  von  x  und  a 
innerhalb  eines  gewissen  Variabilitätsbereiches  sei.  Nach  Satz  7, 
Nr.  22,  bedeutet  dies:  Ist  6  eine  beliebig  kleine  vorgegebene 
positive  Zahl,  so  gibt  es  zu  jedem  Wertepaare  x^a  innerhalb 
des  Variabilitätsbereiches  eine  positive  Zahl  h  derart,  daß  der 
absolute  Betrag  des  Zuwachses  von  f,  nämlich 

(4)  \Jf\^\f{x  +  Jx,  a  +  ^a)^f{x,a)\<6 

ist,  sobald  die  absoluten  Beträge  der  Zunahmen  dx  und  da 
von  X  und  a  beide  kleiner  als  h  sind.  Für  verschiedene  Werte- 
paare XfU  innerhalb  des  Variabilitätsbereiches  kann  diese  zu  ts 
gehörige  Zahl  h  verschieden  groß  ausfallen.  Wählen  wir  nun 
unter  allen  Werten  von  h  den  kleinsten,  so  folgt,  daß  an  jeder 
Stelle  Xy  a  des  Variabilitätsbereiches  die  Bedingung  (4)  erfUlt  ist 
für  I  Jx  <  h  und  |  /la  \  <  A.  Dies  meint  man,  wenn  man 
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sagt,  daß  die  stetige  Funktion  f{x,a)  von  x  und  a  innerhalb 
des  Variabilitätsbereiches  gleichmäßig  stetig  ist,  (Vgl.  Nr.  364 
und  Nr.  425).  Das  Wort  gleichmäßig  bezieht  sich  darauf^  daß 
bei  vorgegebener  beliebig  kleiner  positiver  Zahl  6  an  allen 
Stellen  des  Yariabilitätsbereiches  fQr  denselben  Zahlenwert  h 
jene  Bedingung  erfüllt  ist. 

487.  Das  Integral  als  Fnnktioii  der  oberen  Orense 
und  eines  Parameters.  Es  sei  f(xy  a)  eine  stetige  Funktion 
von  X  und  a  innerhalb  eines  gewissen  Yariabilitätsbereiches^ 
der  z.  6.  durch  zwei  für  x  und  a  vorgeschriebene  Intervalle 
festgelegt  sei.  Sind  x^  und  X  dem  für  x  erlaubten  Intervalle 
entnommen  und  gehört  a  dem  für  a  erlaubten  Intervalle  an^ 
so  ist  das  Integral 

(1)  F(X,a)=Jf{x,a)dx 

mit  veränderlich  gelassener  oberer  Grenze  eine  Funktion  von 
X  und  a  in  demselben  Variabilitätsbereiche^  in  dem  f{x,a) 
als  Funktion  von  x  und  a  stetig  ist.  Nach  Satz  6  in  Nr.  410 
ist  F  eine  stetige  Funktion  von  X.  Wir  wollen  nun  aber 
zeigen,  daß  F  eine  stetige  Funktion  von  X  und  a  ist.  Es 
genügt  dabei  nicht,  nur  noch  den  Nachweis  zu  führen,  daß  F 
eine  stetige  Funktion  von  a  ist,  vielmehr  müssen  wir  den 
Zuwachs  jdF  ins  Auge  fassen,  den  F  erfährt,  wenn  sowohl 
X  um  jJx  als  auch  a  um  jda  wächst.     Er  ist: 

J[+JX  z 

JF^  I f{x,a  +  ^a)dx  —  I f{x,a)dx 
«b  «b 

Z  Z+JZ  z 

=  /  f{x,  a  +  Ja)dx  +  /  f(Xy  a  +  /la)dx  —  f  f{x,  a)dx 

x^  z  x^ 

Z  Z-^JZ 

=  J  \f{^y «  +  -^«)  -  fip^y «)]  ^^  +J  f{^7  «  +  ^cc)dx , 

so  daß  nach  Satz  2  in  Nr.  4 

Z  Z+JZ 

(2)  \JF\ £ \f\f(pc, a  +  ^a)-f{x, a)\dx\  +  \Jf{x, a  +  da)dx 
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wird.  Ist  nun  ö  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  positive 
Zahl  und  ist  h  die  für  den  ganzen  Yariabilitatsbereich  von 
f{x,a)  gültige  zugehörige  positive  Zahl^  für  die  überall  im 
Bereiche  die  Formel  (4)  der  vorigen  Nummer  gilt,  so  ist, 
sobald  \^cc\  <h  gewählt  wird,  insbesondere  auch: 

I  f{x^  a  +  Ja)  —  fix, «)  ;  <  <y. 

Hieraus  folgt  nach  Satz  16,  Nr.  414,  und  Satz  14,  Nr.  413: 

z  X 

(3)     \J[f{XyCL  +  Ja)-f{x,a)\dx\<  \J<idx\  ^6\X-x^\. 

Nach  Satz  20,  Nr.  419,  gibt  es  femer  zu  der  gewählten  Zahl 
6  eine  positive  Zahl  Tc  derart,  daß  unter  der  Voraussetzung 
\dX'  <k  auch 

Z-^JX 


!/' 


f{x,a  +  Ja)dx   <  6 


ist.  Die  Zahl  k  kann  dabei  für  verschiedene  Werte  von  X 
verschieden  ausfallen.  Wenn  wir  nun  h  kleiner  als  die  kleinste 
aller  dieser  Zahlen  k  annehmen,  so  bestehen  die  beiden  letzten 
Ungleichungen  überall  im  Variabilitatsbereiche  für  \JX\<h 
und  !  z/a  <  ä,  so  daß  nach  (2) 

|zfF|<<y(iX-a:o|  +  l) 

ist.  Sobald  X  —  x^  endlich  ist,  können  wir  aber,  falls  eine 
beliebig  kleine  positive  Zahl  r  vorgeschrieben  wird, 

T 


X-^ol  +  l 

annehmen,  so  daß  ;z/F{  <t  wird  imter  den  Annahmen  \j4F\<ih 
und  I  zia  I  <  Ä.  Dies  aber  bedeutet  nach  Satz  7,  Nr.  22,  daß 
F(X,a)  eine  stetige  Funktion  von  X  und  a  ist. 

Satz  18:  Ist  f{x,  a)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  a  inner- 
halb eines  Variabüitätsbereiches  für  x  und  a,  so  ist  auch  das 
bestimmte  Integral 


ß 


^  f(x,a)dx 
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eine  stetige  Funktion  von  X  und  a  innerhalb  dessdben  Bereiches, 
sobaid  das  endliche  IntegraMonsintervaU  von  XqUs  X  und  a  dem 
Bereiche  angehören. 

488.  DUterentiation  des  Integrals  nach  einem 
Parameter.  Wir  behalten  die  Bezeichnungen  der  Torigen 
Nummer  bei  und  wollen  zu  den  dort  gemachten  Voraus- 
aetznngen  nunmehr  noch  die  hinzufügen^  daß  f(x,a)  eine  stetige 
partielle  Ableitung  fa{x,a)  nach  a  innerhalb  des  VariabiUtäts- 
bereiches  habe.  Alsdann  wollen  wir  zeigen,  daß  die  stetige  Funktion 

X 

F{X,a)^ff{x,a)dx 
«b 

Ton  X  und  a  eine  partielle  Ableitung  nach  a  hat.  Daß  nämlich 
F  eine  partielle  Ableitung  nach  X  hat,  wissen  wir  schon,  da 
ja  nach  der  Definition  des  Integrals  Fx{X,a)  gleich  f(X,a)  ist. 
Um  die  Ableitung  von  F  nach  a  zu  gewinnen,  halten 
wir  X  fest  und  lassen  a  um  Ja  wachsen.  Dann  erfahrt  F 
den  Zuwachs 

(1)  JF^Jf{x,a+Ja)dx-jf{x,a)dx^J[f{x,a+Ja)^^ 

Nach  dem  Mittelwertsatze  3,  Nr.  28,  gibt  es  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  einen  positiven  echten  Bruch  6,  für  den 

(2)  f{x,€c  +  Ja)'-f{x,a)  ==  Ju'f^{x,a  +  6  Ja) 

ist;  dabei  kann  0  fElr  yerschiedene  Werte  von  x  yerschieden 
ausfallen.     Mithin  folgt  aus  (1): 

X 

Ist  6  eine  yorgegebene  beliebig  kleine  positive  Zahl,  so  gibt 
es  wegen  der  Stetigkeit  von  fj^x,  a)  eine  positive  Zahl  h  derart, 
daß  fOr  I  Ja  \  <  h  auch 

\f^{x,a+  Ja)^f„{x,a)\<ö 
ist.    Da  dann  auch  { OJa  \  <  h  ist,  so  ist  um  so  mehr 
f^{x,a)  -  6<f^{x,a  +  eja)  <  f„(x,a)  +  6, 
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Da  die  in  der  Mitte  stehende  Funktion  nach  (2)  hinsichtlich 
a  stetig  ist  und  dasselbe  nach  Voraussetzung  von  faip^y^)  P^% 
so  können  wir  alle  drei  Glieder  der  Ungleichung  integrieren. 
Nach  Satz  14,  Nr.  413,  ergibt  sich  dadurch,  daß 

X 

zwischen 

X  X 

Jf„(:x,a)dx-^6{X-x^)    und   Jfa{x,a)dx  +  6{X-x^) 
liegt.    Hieraus  folgt: 

X 

(3)  ^-^^Jax,a)dx, 

vorausgesetzt,  daß  X  —  x^  endlich  ist,  da  nur  unter  dieser 
Voraussetzung  6{X  —  x^)  den  Grenzwert  Null  hat 

Sat0  19:  Id  f{x,a)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  cc 
innerhalb  eines  Vdriäbilitätsbereiches  für  x  und  a  und  hat  sie 
daselbst  eine  stetige  partielle  Ableitung  fa(^,cc)  nach  a,  so  hat 
da^  Integral  ^ 

■     •  F{X,a)^Jf{x,a)dx 

die  partielle  Ableitung  nach  a: 

X 

F,{X,a)^JUx,a)dx, 


faiUs  das  Intervall  von  Xq  bis  X  endlich  ist  und  dem  Varidbüitäts- 
bereiche  angehört. 

Die  Formel  des  Satzes  läßt  sich  auch  so  schreiben: 

9q                                         Xo 

und  besagt  also. 

daß  die  Zeichen 

X 

^     und      1 . .  .dx 
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unter  den  gemachten  Yoraassetzungen  vertauschbar  sind.    Oder 
aoch:  Die  Differentiation  des  Integrals  nach  dem  Parameter  a  darf 
unterhalb  des  IntegraUeichens  am  Integranden  ausgeführt  werden, 
Beispiel:  Da 

X 

— 5-.  ^  -  arctoaX 
0" 

ist,  wenn  der  Arkus  zwischen  —  jtc  und  +  \n  gewählt  wird, 
so  ergibt  sich  hieraus  durch  Differentiation  nach  a,  indem  wir 
links  unterhalb  des  Integralzeichens  nach  a  differenzieren: 
z 

-J  (1  + ««^«  -  -  ^.»r<^tg«^  +  a  •  r+^^-«' 

0 

also  z.  B.  für  ff  »  1 : 

X 

x*dx  ,         i     ^       i      X 


/ 


(r+^'-^"*'*8^-«r+x*' 


eine  Formel,  die  wir  natürlich  auch  durch  direkte  Integration 
hatten  finden  können. 

489.  Itttegration  des  Integrals  nach  einem  Para- 
meter. Wir  machen  wieder  dieselben  Annahmen  wie  in  der 
vorletzten  Nummer.  Dagegen  brauchen  wir  jetzt  nicht  die 
Voraussetzung  der  vorigen  Nummer,  daß  f(x,cc)  eine  stetige 
partielle  Ableitung  nach  a  habe. 

Wir  können  nun  das  Int^ral 

X 


s> 


f(x,a)dx, 

wenn  wir  unter  X  ebenso  wie  unter  Xq  eine  bestimmte  Zahl 
verstehen,  als  eine  Funktion  von  a  betrachten  und,  da  diese 
Funktion  nach  Satz  18,  Nr.  487,  stetig  ist,  auch  hinsichtlich  a 
integrieren^  etwa  von  Oq  bis  A.  Dabei  setzen  wir  voraus,  daß 
das  Intervall  van  cc^  bis  A  dem  Yariabilitatsbereiche  angehöre. 
Wir  finden  so  die  Funktion: 

A  X 

^^^  M-./[/;r(a;,a)rf«]rf«. 
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Andererseits  können  wir  die  gegebene  Funktion  f{x,a), 
indem  wir  x  darin  die  Bolle  des  Parameters  spielen  lasseii 
und  a  als  Yeränderliclie  auffassen,  hinsichtlich  a  von  a^hiß  A 
integrieren.     Das  hervorgehende  Integral: 


A 

f' 


f(x,cc)da 


ist  eine  Funktion  von  x,  wenn  wir  uns  «^  und  Ä  bestimmt 
gegeben  denken.  Da  diese  Funktion  nach  dem  zitierten  Satze 
stetig  ist,  so  hat  sie  ein  über  x  von  Xq  bis  X  erstrecktes  Int^ral: 

X        A 

(2)  V  -^flffi^^ «)  ^«]  ^^• 

Wir  wollen  nun  beweisen,  daß  u  =  v  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  X  und  Ä  als  veränderlich, 
so  daß  u  und  v  Funktionen  von  X  und  A  sind.  Die  in  (1) 
auftretende  eckige  Klammer  enthält  eine  Funktion  von  X 
und  a,  die  eine  Ableitung  f{Xja)  nach  X  hat.  Indem  diese 
Funktion  hinsichtlich  a  integriert  wird,  spielt  X  die  Rolle  des 
Parameters  und  a  die  der  Veränderlichen.  Nach  Satz  19  ergibt 
sich  daher,  daß  außer 

X 


noch 


du 


ist,  da  wir  nach  dem  Parameter  X  unterhalb  des  auf  «  be- 
züglichen Integralzeichens  differenzieren  dürfen.  Hieraas  aber 
folgt: 

(4)  |5=J>(X,«)da. 

Die  Funktion  u  von  X  und  A  hat  also  die  Ableitungen  (3) 
und  (4).  Die  Funktion  v  ist  gerade  so  wie  u  gebaut,  nur 
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haben  X  und  Ä  ihre  Rolle  yertanscht.  Wir  erkennen  also 
ebenso,  daß  f&r  v  diejenigen  beiden  Gleichungen  gelten,  die  aus 
(3)  und  (4)  durch  Vertauschen  Ton  u  mit  v,  von  Ä  mit  X^ 
von  a  mit  x  und  von  a^  mit  Xq  heryorgehen: 

A  X 


hieraus  iiiid 

aus  (3) 

und  (' 

i)  folgt 

dX 

du 
-dx' 

dA  ' 

du 
'  dA 

Nach  Satz  10  von  Nr.  74  ist  daher  die  Differenz  u  —  v  konstant 
Daß  diese  konstante  Differenz  gleich  Null  ist,  erkennen 
wir  daraus,  daß  sie  insbesondere  für  J.  =  «q  den  Wert  Null 
hat.  In  der  Tat  ist  ftr  -4  =  «^  nach  (1)  augenscheinlich  w « 0 
und  nach  (2)  auch  v  =  0,  d.  h.  u  —  v  ^0.  Demnach  ist  be- 
wiesen : 

Satz  20:  Ist  f(x,a)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  a 
innerhalb  eines  Bereiches  für  x  und  a,  dem  die  er^Uichen  Inter-^ 
vaUe  von  Xq  bis  X  und  von  a^  bis  A  angehören,  so  ist 

A  X         A 

J\  ff{x,a)dx\  da  -f\Jf{x,a)dc^  dx. 
In  Worten:  SoU  das  Integral 


JL 

Jf(x,a)i 


)dx 

hinsiddlidi  a  von  a^  bis  A  integriert  werden,  so  da/rf  diese 
Integration  nach  a  unterhalb  des  auf  x  bezüglichen  Integral- 
zeichens auf  den  Integranden  f{x,  a)  ausgeübt  werden. 

Unter  der  Voraussetzung  der  Stetigkeit  von  f(x,  a)  inner- 
halb der  Integrationsintervalle  sind  also  die  Zeichen 

X  A 

I , .  .dx    und     j  ...  da 

vertauschbar. 
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Beispiel:  Zur  Erläuterung  diene  das  folgende  einfache 
Beispiel.  Nach  der  Methode  der  teilweisen  Integration  oder 
auch  nach  (1)  in  Nr.  454  ist 

X 

sin  ccX  —  ccX  008  ccX 


ß 


X  sin  ax  dx  = 

0 

Wir  wollen  über  a  von  a^  bis  A  integrieren  und  können  dies 
links  unterhdlh  des  auf  x  bezüglichen  Integralzeichens  tun, 
also  hier  sin  ax  nach  a  integrieren.  Da  /sin  ax  da  gleich 
—  cos  arc  :  ic  +  konst  ist,  so  folgt: 

X  A 

1/                               A    \    1          /sinaX  —  cfXcosceX  , 
I  (cos  a^a:  —  cos  Ax)  dx  ^  J j da 

0  Oo 


oder: 

sin 


A 

a^X        ain^X  /*sinaX-— aXoosaX    , 


«c 

«. 


Führen  wir  statt  a^y  a,  A  die  Bezeichnungen  e^j  e,  Z  ein 
und  setzen  wir  X=  1,  so  kommt,  wenn  wir  beide  Seiten  der 
Gleichung  vertauschen,  die  Integralformel: 


z 


sin  i?  —  z  coB  0  ,    sin  Zt,        sin  Z 


Z"  z, 


0 


Daß  in  der  Tat 


/ 


sm  r  —  zcQ%z  j               sin «    ,    ,         . 
de  ^ -f-  konst. 

Z'  z 


ist,  läßt  sich  allerdings  auch  leicht  direkt  erkennen. 

490.  Ausdehnnng  der  Ergebnisse  anf  Integral« 
mit  endlosem  Intervalle.  Es  sei  wieder  fixyo)  eine  in 
einem  Variabilitätsbereiche  stetige  Funktion  Ton  x  und  a.  Der 
Bereich  enthalte  alle  Werte  x^x^^j  so  daß  das  Integral 

+  « 

(1)  J^ff(x,a)dx 

gebildet  werden  kaun.    Wir  wollen  annehmen,  daß  dies  Integral 
für  jeden  erlaubten  Wert  von  a  konvertiere. 
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Da  jetzt  das  Intervall  endlos  ist,  können  wir  den  Satz  18 
Yon  Nr.  487  nicht  anwenden.  Wir  werden  aber  beweisen,  daß  J 
auch  jetzt  eine  stetige  Funktion  von  a  ist,  Torausgesetzt,  daß  a 
dem  erlaubten  Bereiche  angehört.  Zu  diesem  Zwecke  lassen 
wir  a  innerhalb  des  Bereiches  um  ^a  wachsen.  Dann  erfahrt 
J  die  Zunahme 

+  00  +00 

^J^  I  f(x,  a  +  Ja)  dx  —  I  f{x,  a)  dx. 

Da  die  beiden  Integrale  auf  der  rechten  Seite  nach  Voraus- 
setzung konvergieren,  lassen  sie  sich  nach  Satz  9,  Nr.  412, 
zusammenfassen  (vgL  die  Schlußbemerkungen  in  Nr.  474): 

+  00 

(2)  JJ  ^f[f(x,  a  +  Ja)-  f{x,  a)]  dx. 

Weil  das  rechts  stehende  Integral  konvergiert,  so  gibt  es,  falls  6 
eine  vorgegebene  beliebig  kleine  positive  Zahl  ist,  nach  Nr.  464 
eine  positive  Zahl  n  derart,  daß  für  jedes  X  ^  n 

X 

(3)  —  tf  <  JJ—J[f(x,a  +  Ja)—f{x,a)]  dx<6 

«b 

ist.    Das  hier  auftretende  Integral  aber  ist  der  Zuwachs,  den 

X 

'  f(x,  a)  dx 

erfahrt,  wenn  a  um  Ja  zunimmt;  und  für  dieses  Integral  gilt 
der  Satz  18,  Nr.  487,  da  hier  die  obere  Grenze  endlich  ist. 
Also  können  wir  { Ja  \  so  klein  wählen,  daß  der  Zuwachs  dieses 
Integrals  absolut  genommen  kleiner  als  6  wird: 


jr 


^ 

:^(^«) 


rfa?'<tf. 


Nach  (3)  ist  aber: 

X  X 


J  jf{x, a)dX'-6<JJ<  jjfix, a) dx  +  <y. 
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Folglich  liegt  JJ  zwischen  —  2tf  und  +  2tf.  Demnach  er- 
kennen wir,  wenn  wir  noch  2<y  =  r  setzen: 

Ist  r  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  positive  Zahl,  so 
wird,  falls  \^a\  hinreichend  klein  ist,  auch  \^J\  kleiner  als  r. 
Mithin  ist  J  eine  stetige  Funktion  von  a. 

Das  Integral  (1)  darf  mithin  hinsichtlich  a  von  cc^  bis  A, 
integriert  werden,  fidls  das  Intervall  von  a^  bis  A  dem  Bereiche 
angehört.     Auf  diesem  Wege  geht 

A  A         +00 

(4)  Jjda  ='f\_ffi^> «)  <^»]  <*« 

hervor.  Wir  wollen  nun  beweisen,  daß  wir  rechts  die  Reihen- 
folge der  beiden  Integrationen  vertauschen  können. 

Da  J  ein  konvergentes  Integral  ist,  so  gibt  es,  falls  ö  eine 
vorgegebene  beliebig  kleine  positive  Zahl  bedeutet,  nach  Nr.  464 
eine  positive  Zahl  n  derart,  daß  für  jedes  X  ^  n 
z  X 

I  f{x,  a)dx  —  6  <CJ<,  I  f(x,  a)dx  +  6 

Xo  Xq 

ist.  Alle  drei  Glieder  dieser  Ungleichung  sind  stetige  Funktionen 
von  «.  Nach  Satz  14,  Nr.  413,  ergibt  sich  daher  bei  der 
Integration  nach  a: 

A         X  A  A  X 

{ö)J^Jf(x,a)dx]da-6{A-ao)<Jjda<J^J^^ 

wenn  wir  -4  >  «q  annehmen.  Wäre  Ä  <  «q,  so  wäre  >  durch 
<  zu  ersetzen.  Auf  die  links  und  rechts  stehenden  Doppel- 
integrale aber  ist  der  Satz  20  der  vorigen  Nummer  anwendbar, 
da  die  Intervalle  endlich  sind: 

X         A  A  X         A 

JlJfX^y  «)<*«]  dx-6{Ä-a^)  <Jjda  <J^Jf(x,a)da^  dx+6{A—a;), 
Demnach  kommt,  wenn  wir  den  Wert  (4)  einsetzen: 

A       +CO  X         A 

I  /  I   lf{x,  a)  dx],  da-  jl  j  f{x,  a)  daj  dx    <  6(Ä  -  Uq), 
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Weil  Ä  —  Uq  endlich  ist,  so  ist  6(Ä  —  aQ).eine  beliebig 
klein  zu  wählende  positive  Zahl  und  X  beliebig  groß  anzunehmen. 
Also  geht  för  lim  tf  =  0,  d.  h.  für  lim  X  «  +  c»  hervor: 

A        +00  +«o         J 

was  zu  beweisen  war. 

Satz  21:  Ist  f{x,a)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  a 
innerhalb  eines  Bereiches  für  x  und  a,  dem  alle  Werte  x'^Xq 
angehören,  und  ist  das  Integral 

+« 

jf(x,a)dx 

innerhalb  des  Bereiches  überaü  Tconvergent,  so  ist  es  eine  stetige 
Funktion  von  a.  86U  diese  Funktion  hinsichäich  a  innerhalb  des 
Bereiches  integriert  werden,  so  darf  die  Integration  unterhalb  des 
auf  x  bezüglichen  Integralzeichens  auf  den  Integranden  f(x,a) 
ausgeübt  werden. 

Wir  haben  hiermit  den  Satz  20  der  vorigen  Nummer  auf 
Integrale  mit  endlosen  Intervallen  ausgedehnt.  Um  nun  auch 
den  Satz  19  von  Nr.  488,  der  sich  auf  die  Differentiation  nach 
dem  Parameter  a  bezieht,  auf  das  konvergente  Integral  J  aus- 
zudehnen, machen  wir  wie  damals  noch  die  Annahme,  daß  f{x,  a) 
überall  im  Bereiche  eine  stetige  Ableitung  nach  a  habe. 

Nach  (2)  ist  nun: 

+  00 

/g\  ^J  ^  rf(x,a  +  Ja)  —  f{x,a)  ^^ 

Hieraus  folgt  beim  Grenzübergange  zu  lim  z^a  »  0,  daß 

+  • 

(7)  ^^=fax,a)dx 

ist,  vorausgesetzt,  daß  das  rechts  stehende  Integral  konvergiert. 
Daher  finden  wir: 

Satz  22:  Ist  f{x,a)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  a 
innerhalb  eines  Bereiches  für  x  und  a,  dem  alle  Werte  x^Xq 

12*  f49o 
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angMren,  hat  femer  f{x,  a)  übercUl  im  Bereiche  eine  stetige 
partielle  Ableitung  f^  (x,  a)  nach  a  und  sind  die  beiden  Integrale 

+  00  +• 

lf(Xfa)dx     und     lfa(x,a)dx 

Jconvergentj  so  ist  das  erste  Integral  eine  stetige  Funktion  von  a, 
deren  ÄUeitung  das  aweite  Integral  angibt,  d.  h.  es  ist: 

+  00  +00 

d 
de 

*0 


fjn...)i..ßr.<^i,. 


Es  bedarf  keiner  weiteren  Auseinandersetzungen,  um  klar 
zu  machen;  daß  die  Sätze  21  und  22  auch  dann  gelten^  wenn 
von  den  Grenzen  der  auf  x  bezüglichen  Integrale  irgend  eine 
gleich  +  cx)  oder  —  cx)  oder  die  eine  gleich  +  oo  und  die 
andere  gleich  —  cx)  ist.  Vgl.  Nr.  467.  Natürlich  sind  dann 
auch  immer  für  f(x,a)  die  auf  das  betreffende  Intervall  be- 
züglichen Annahmen  zu  machen. 

491.  Ansdehniing  der  Ergebnisse  anf  Integrsl« 
mit  nnstetigen  Integranden.  Es  sei  nunmehr  f(x,cc)  eine 
{^T  Xq^x  <CX  und  a^^a^A  stetige  Funktion  von  x  und  cc^ 
dagegen  sei  f{x,  a)  unstetig  für  x^X,    Jedoch  soll  das  Integral 


(1)  J=ff(x,a)da 


konvergent  sein  für  alle  Werte  a  des  Bereiches. 

Wegen  der  Unstetigkeit  des  Integranden  für  x^X  können 
wir  den  Satz  18  von  Nr.  487  nicht  anwenden.  Wir  können 
aber  beweisen,  daß  J  auch  jetzt  eine  stetige  Funktion  von  cc 
ist,  und  zwar  geschieht  dies  ganz  analog  wie  in  voriger  Nummer. 
Denn  es  ist  der  Zuwachs  von  J,  falls  a  um  ^a  zunimmt: 

X 

(2)  ^J  "j'lfix,  a  +  Ja)-  f{x, «)]  dx, 

wobei  das  rechts  stehende  Integral  konvergiert.  Nach  Nr.  470 
gibt  es,  wie  klein  auch  eine  positive  Zahl  6  gewählt  sein  mag, 
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einen  Wert  n  im  Intervalle  x^^nK  X  derart,  daß  für  jedes 
m  im  Intervalle  n  ^  w  <  X 

in 

(3)  —öKJJ  —  j\f{x, a  +  Ja)  -  f{x, a)']dx  <  6 

wird.     Auf  das  Integral 

'  f{x^a)dx 


ff 


ist  der  Satz  18,  Nr.  487,  anwendbar.  Wir  können  also  \Ja\ 
so  klein  wählen,  daß  der  Zuwachs,  den  das  Integral  erfahrt, 
wenn  a  um  Ja  zunimmt,  absolut  genommen  kleiner  als  6  wird. 
Dieser  Zuwachs  ist  das  in  (3)  stehende  Integral.  Also  folgt 
ganz  ebenso  wie  in  voriger  Nummer,  daß  \JJ\<.26  wird, 
womit  bewiesen  ist,  daß  J  eine  stetige  Funktion  von  a  ist. 

Demnach  darf  J  hinsichtlich  a  von  a^  bis  A  integriert 
werden,  und  genau  ebenso  wie  in  voriger  Nummer  ergibt  sich, 
daß  diese  Integration  unterhalb  des  auf  x  bezüglichen  Integral- 
zeichens ausgeübt  werden  darf.  Denn  die  Formel  (5)  der  vorigen 
Nummer  gilt  auch  jetzt,  sobald  wir  darin  X  durch  m  ersetzen. 

Satz  23:  Ist  f(x,a)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  a 
innerlmtb  eines  Bereiches  für  x  und  a,  dem  alle  Werte  von  x^ 
bis  X,  abgesehen  von  X  selbst,  angehören^  während  f{x,a)  für 
x  —  X  unstetig  ist,  und  ist  überdies  das  Integral 

X 

^  f(x,a)dx 

für  dUe  Werte  a  des  Bereiches  konvergent,  so  ist  es  eine  stetige 
Funktion  von  a.  Soll  diese  Funktion  innerhalb  des  Bereiches 
hinsichtlich  a  integriert  werden,  so  darf  die  Integration  unterhalb 
des  auf  x  bezüglichen  Integralzeichens  auf  den  Integranden  f(x,  a) 
ausgeübt  werden. 

Femer  ergibt  sich  analog  dem  Satze  22  der  vorigen 
Nummer: 

Satz  24:  Ist  f{x,a)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  a 
innerhalb  eines  Bereiches  für  x  und  a,  dem  alle  Werte  von  Xq 
bis  X,  abgesehen  von  X  selbst,  angehören,  während  f(x,a)  für 

[491 


ff 
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X  ^  X  unstetig  ist,  hat  femer  f{x,a)  überall  im  Bereiche,  ah- 
gesehen  von  x  ^  X,  eine  stetige  partieüe  Abhitung  f^{x,  a)  nach  a 
und  sind  die  beiden  Integrale 

X  X 

I  fix,  a)  dx    und    j  f^{x,  a)  dx 

Iconvergenty  so  ist  das  erste  Integral  eine  stetige  Funkti^m  von  a, 
deren  Ableitung  das  gweite  Integral  angibt,  d.  h,  es  ist: 

Es  bedarf  auch  hier  keiner  weiteren  Auseinandersetzung 
darüber,  daß  Sätze  analog  den  Sätzen  23  und  24  auch  dann 
gelten,  wenn  f{x,a)  für  mehrere  Werte  von  x  innerhalb  des 
Integrationsintervalles  von  x^  bis  X  unstetig  wird.  Vgl.  Nr.  473. 
Auch  ist  es  klar,  wie  man  darch  Zerlegung  des  Integrations- 
intervalles und  Anwendung  der  vier  Sätze  21  bis  24  auch  den 
Fall  erledigen  kann,  in  dem  erstens  das  Integrationsintervall  für  x 
endlos  ist  und  zweitens  im  Intervalle  Unstetigkeiten  von  f(x,  a) 
vorkommen.    Vgl.  Nr.  474. 

Bei  der  Differentiation  eines  konvergenten  Integrals  nach 
einem  Parameter  a  ist,  wie  die  Sätze  22  und  24  zeigen,  immer 
noch  festzustellen,  ob  dasjenige  Integral,  das  bei  der  Differen- 
tiation des  Integranden  nach  a  hervorgeht,  auch  wirklich  kon- 
vergiert, während  bei  der  Integration  nach  a  von  vornherein 
feststeht,  daß  das  hervorgehende  Integral  konvergent  ist.  Man 
erinnere  sich  daran,  daß  eine  analoge  Bemerkung  bei  der 
Differentiation  und  Integration  einer  gleichmäßig  konvergenten 
unendlichen  Reihe  zu  machen  ist,  vgl.  Nr.  426  und  427. 

§  5.  Anwendungen  auf  Beispiele. 

492.  Die  Integrale  f — ^^-—  nnd   /e-«*jr"-»dap. 

Nach  (1)  in  Nr.  477  ist: 


0 

491,  4M] 


S^+^-^    y-^-'-.        (ftlr«>0). 


§  6.  Anwendungen  auf  Beispiele. 


183 


Dabei  ist  Yä  positiv.  Da  die  rechten  Seiten  Ableitungen 
nach  a  haben,  so  sind  diese  Ableitungen  nach  Satz  22,  Nr.  490, 
gleich  denjenigen  Integralen,  die  sich  durch  Differentiation 
nach  a  unterhalb  der  Integralzeichen  ergeben.  Daß  nämlich  die 
hervorgehenden  Integrale  konvergieren,  erkennt  man  sofort  nach 
Satz  4,  Nr.  466.  Wir  können  wiederholt  nach  a  differenzieren. 
Tun  wir  dies  (n  —  l)mal,  so  kommt: 


(r\  C     ^^       =  18.6.    •(2n  — 3)     sr 

0 

+  00 

(2)       /« 


e-"3f-^dx' 


1  •  2  •  8  •  ■  •  (n  —  1) 


(flu-  «  >  0). 


Dabei  ist  n  eine  positive  ganze  Zahl  nnd  Ya  positiv.    Aus 
(2)  folgt  för  a-1: 


(3) 


+  00 


-^dx  =  (n  -  1)! 


Die  Integration  des  zweiten  der  beiden  zu  Anfang  er- 
wähnten Integrale  hinsichtlich  a  gibt  für  A  >  0  und  ^*  >  0  nach 
Satz  21,  Nr.  490,  da 


h 

+  « 


e   *'-«-*' 


ist: 
(4) 

Insbesondere  folgt  für  ä  «-  1 : 


/' 


rfa;  =  lnj     (för  Ä  >  0,  ifc  >  0). 


(5) 


+  00 


-kx 


rfx  =  In  Ä 


493.    Das    Integral 


+  00 


6-**— e-** 


X 


(für  Tc  >  0). 


COS  hxdx    nnd 


verwandte   Integrale.     Das   erste   dieser  Integrale   ist  im 
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Falle  6»=0,  Ä>0,  Ä>0  schon  soeben  berechnet  worden-    Im 
übrigen  gehen  wir  hie^  von  den  Formehi  (2)  von  Nr.  477  aas: 

h 


/' 


c'^'coBbxdX'^ 


•  +  6«' 


+  00 


e~^'8inbxdx^ 


'  +  6» 


(för  a  >  0). 

Integrieren  wir  sie  hinsichtlich  a  von  Ä  >  0  bis  i  >  0,  so 
kommty  weil  die  Integration  auf  den  linken  Seiten  unter  den 
Integralzeichen  ausgeführt  werden  darf: 


0 

+  « 


+  00 


co8?>a;rfa;-|lnjj±p, 


hx #*"** 


-  8infea;da;=»arctg^ —  arctg  v^ 


(fÜrA>0,*>0). 


Dabei   sind  die  Arkus  zwischen  —  \st  und  +  | «  zu  nehmen. 

Lassen  wir  h  bis  Null  abnehmen^  so  erreicht  die  rechte  Seite 
der  Formel  (2)  den  bestimmten  endlichen  Ghrenzwert  arc  tg  (k :  6). 
Erreicht  dabei  auch  das  links  stehende  Integral  einen  bestimmten 
endlichen  Wert,  so  ist  der  Grenzübei'gang  statthaft. 

Aber  es  liegt  noch  eine  Schwierigkeit  Tor:  Beim  Grenz- 
übergange zu  lim  A » 0  darf  zunächst  nicht  ohne  weiteres 
hmhx^O  gesetzt  werden,  da  ja  a:  bis  +  oo  wachsen  solL 
Wir  wissen  also  nur,  daß  hx  positiv  ist.  Weil  wir  aber  die 
Formel  (2)  so  schreiben  können: 


+  CO 


1  —  e 


-hx\ 

—  JBinbxdx 


,     k  .    h 

arctg^-arctg^ 


und  weil 


1  — c 


-hx 


-hx 


hx 


h 


ist  und  dieser  Ausdruck  für  bis  NuU  abnehmendes  h  stets  den 
Grenzwert  Null  hat,  ob  nun  hx  =  0  oder  endlich  und  positiv  oder 
gleich  +  cx)  ist,  so  folgt  beim  Grenzübergange  für  lim  Ä  «  0: 


(3) 


4»S] 


r- 


—  e 

X 


-** 


sin  hxdx  «  arc  tg  ^       (far  t  >  0), 
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sobald  noch  bewiesen  ist,  daß  das  Integral  konvergiert.  Es 
genügt,  das  letztere  f&r  6  >  0  zu  zeigen.  Wir  machen  die 
Substitution  hx  ^  z  und  setzen  die  positive  Eonstante  Je :  b 
gleich  m,  so  daß  das  Integral  übergeht  in: 

+  « 


/< 


(i_e-«.)^dÄ. 


Der  erste  Faktor  des  Integranden  ist  stets  positir  und  nimmt 
von  0  bis  1  zu,  wenn  g  Ton  0  bis  +  cx)  wächst.     Nach  dem 
dritten  Mittelwertsatze  24  in  Nr.  424  ist  daher  für  Z>0: 
z  z 

wobei  i  im  Interralle  von  0  bis  Z  liegt.  Der  erste  Faktor 
rechts  hat  für  lim  Z  =  +  cx)  den  Grenzwert  Eins  und  der 
zweite  nach  Nr.  469  einen  bestimmten  endlichen  Wert.  Damit 
ist  der  Nachweis  der  Richtigkeit  der  Formel  (S)  beendet. 

Wir  wollen  weiterhin  k  in  (3)  nach  +  cx)  streben  lassen. 
Dabei  liegt  eine  ähnliche  Schwierigkeit  Tor  wie  vorher,  jedoch 
nicht  für  die  obere  Grenze  a:  «=  +  cx),  sondern  für  die  untere 
Grenze  x  ^0.  Denn  für  lim  x  =  0  und  lim  ife  =  +  oo  wird 
lim  Jcx  unbestimmt,  so  daß  wir  also  nicht  ohne  weiteres  für 
lim  Ä;  =  +  (X)  für  Jcx  den  Wert  +  cx)  setzen  dürfen,  für  den 
sich  aus  (3)  ja  ergeben  würde: 

+  00 

(4)  f^  dx  =  I«  (für  h  >  0), 

0 

eine  Formel,  in  der  die  linke  Seite  uach  Nr.  469  konvergiert. 
Vielmehr  müssen  wir  noch  folgendes  feststellen:  Ist  6  eine 
beliebig  kleine  positive  Zahl,  so  muß  gezeigt  werden,  daß 


(^)        / 


^mhxdx 


für  lim  t  =»  +  oo  doch  beliebig  klein  wird.    Da  6  >  0  voraus- 
gesetzt wurde,  ist  der  Integrand  dieses  von  0  bis  6  erstreckten 
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Integrals  positiy.  Nach  Satz  14,  Nr.  413,  ist  der  folglich  positive 
Wert  dieses  Integrals  ftlr  jedes  positive  h  nicht  größer  als 

a 

y*Bin  hx  ^ 

0 

Nun  ist  femer  sinfea;^6a;  in  dem  Intervalle  O^ai^tf,  also 
das  Integral  (5)  kleiner  als 


jbdx  =-6tf, 


womit  der  Beweis  erbracht  ist.  Daher  ist  die  Formel  (4) 
nunmehr  ebenfalls  exakt  begründet.  Insbesondere  folgt  für 
6-1: 


+  • 


(6)  /?^?d:r.i«, 

0 

womit  der  Wert  des  schon  in  Nr.  469  betrachteten  Int^puLs 
gefanden  ist. 

Ersetzen  wir  b  in  (4)  durch  a  ±  6  >  0,  so  kommt: 

+  00  +  oe 

j^±.+Jl^äx~\x,   j'^^^-^'^^dx-^x  (fflr  a>&>0). 

0  0 

Hieraus  folgt  durch  Addition  und  Subtraktion: 


+  «  +00 

^ßin 


/ 


— dx'^^x,     I —    ^ dx-^0    (für  a>6>0). 


Für  a  =  6  >  0  dagegen  ist  nach  (4): 

+  ao  +00 

/Bmaxcosax^    i  /ßin2aa;  ,  i 

X  ^  "~  V  X  ^  "  4  ^  • 

Wir  haben  demnach  gefunden: 

+  00  (\jt  für  a>6>0, 

(7)  ß^±^^^?.^^dx  -Uä  für  a  =  6  >  0, 

«  l    0  für  6  >  a  >  0 . 
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494.   Das  Integral  r^^^^d^.    Wir  benutzen  wieder 
die  Formel  unter  (2)  in  Nr.  477: 

/  e-"'  sin  bxdx  =-  ^rrrp  (ß^  (^  >  0), 

0 

die  wir  mit  cosbib  multiplizieren: 

-'^^-r^«        (ftlro>0). 


~***8in6a;cos6  ,  cos  6 


/ 


Wenn  wir  nun  hinsichtlich  b  von  0  bis  jB  >  0  integrieren,  so 
darf  dies  nach  Satz  21,  Nr.  490,  links  unterhalb  des  auf  x 
bezüglichen  Integralzeichens  geschehen.  Der  Integrand  ist 
nämlich  auch  für  &  »  0  stetig.     Es  kommt: 

(1)         ß-''[J^^^S^dl]d:c^f^^,db     (füra>0). 

0  0  0 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  daß  beide  Seiten  für  lim  jB  =  +  <x> 
bestimmte  endliche  Grenzwerte  haben,  so  daß  dieser  Grenz- 
übergang erlaubt  ist. 

Daß  zunächst  das  rechts  stehende  Integral  für  limjB==  +  oo 
koBTergiert^  folgt  daraus,  daß  sein  Integrand  fQr  lim  b  =  +  <x> 
mit  1  :  &  in  der  Ordnimg  2  verschwindet.  Links  ergibt  sich  als 
Wert  des  Inhaltes  der  eckigen  Klammer  für  lim  B  =  +  oo 
nach  (7)  in  voriger  Nummer,  wenn  dort  x  durch  fc,  a  durch 
X  und  b  durch  1  ersetzt  wird,  entweder  \yt  oder  jut  oder  0, 
nämlich  je  nachdem  o;  >  1 ,  »1  oder  <  1  ist.  Das  in  (1) 
links  stehende  Integral  hat  also  für  limJB»  +  <x>  die  Form: 

+  00 

'"udXj 


ß 


wo  «  =  0  für  OJ  <  1,  gleich  jst  für  x  ^  1  und  gleich  ~n  für 
x>  1  ist,  also  der  Integrand  an  der  Stelle  x  ==  1  springt. 
Nach  Nr.  475  zerlegen  wir  dies  Integral  in  das  von  0  bis  1 
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und   das   Ton  1  bis  +  oo  erstreckte.     Das  erstere  ist  gleich 
Null,  das  letztere  gleich 

+  00  +00 

Je-"\ndx  =  i« [-  ^^-  i«V"' 

1  1 

da  a  >  0  ist.     Somit  geht  aus  (1)  för  lim  JB «  +  oo  hervor: 
Substituieren  wir  hierin  x  vermöge  b^ax,  dh^adx,  so  folgt: 


+  00 


(2)  \^^^dx^\ne-<^  (füro>0> 


496.  Das  Intmgml  f  e^'^dx  nnd  verwandte  Inte- 


+  00  +00 

(1)  Ä  ^Je-^dx  =  2 Je 


grale.    Nach  dem  ersten  Beispiele  in  Nr.  468  ist  das  Integral 

+  00  +00 

e-^dx^2  (e-'^dx 

—  00  0 

konvergent.     Um  seinen  Wert  Ä  zu  berechneu^  substituieren 
wir  X  =^  ai,  dx  ^  adt,  wodurch  sich  ergibt: 

+  00 


2fe-^''ac 


falls   a  >  0   gewählt   wird.     Multiphzieren  wir  mit   e"^,   so 
kommt: 


+  00 

Äe'^^2fe-^^-^'')'^adt 


Nach  Satz  21,   Nr.  490,   dürfen  wir   nun  über  a  von  0  bis 
A  >  0  unterhalb  des  Integralzeichens  integrieren: 


(2) 

0 
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Äje-'^da  -f\j2e-<^+'')'^adtt\dt. 


S  6.  Anwondiutgeii  auf  Beiapiele. 
Es  kommt  aber  vennöge  der  Snbstitation  a'  =^  0: 


189 


(3) 


A  A*  «~A* 

0  0  «»0 


Für  xr  =-  0  dürfen  wir  nicht  ohne  weiteres  (1  +  <*)*?  =  0  an- 
nehmen, weil  das  Integrationsintervall  für  ^  in  (2)  bis  +  cx> 
erstreckt  ist.     Aber  analog. wie  in  Nr.  493  bemerken  wir,  daß 

für  lim  jer »  0  stets  nach  Null  strebt,  da  ja  e  abnehmend  in 
Null  übergeht.    Folglich  ist: 


Also  gibt  (8): 


/ 


2g-(i+«')«.„j„  - 


l_e-(i+«*)A' 
1  +  «'        ■ 


Setzen  wir  diesen  Wert  in  (2)  rechts  ein,  so  kommt: 
Ä  I  e-'^da  -  /  -     '     ,.       dt. 


^/—-/-^^■' 


Hierin   wollen   wir  den  Ghrenzübergang   zu  lim  A  =»  +  oo 

machen.     Dabei    wird   das   links   stehende   Integral   nach   (1) 

gleich  \Ä,   während   der  Zähler   des  Integranden  rechts   den 

Grenzwert  Eins  erreicht,  also  das  Integral  rechts  den  Grenz- 

.  wert  \jt  nach  (1)  in  Nr.  477.     Folglich  kommt: 

|-4«  =  -J-Ä,     d.h.     Ä^Y^. 

Weil  das  Integral  (1)  offenbar  positiv  ist,  haben  wir  also: 

+  » 

(4)  Je'^dx^yx>0. 

—  OD 

Machen  wir  hier  die  Substitution  x  =  tYä,  dx  =  rf^j/a, 
indem  wir  a  >  0  und  /«  >  0  wählen,  so  kommt: 

+« 

(5)  Jc^dt  =.]/^  >  0  (für  a  >  0). 
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Differenzieren  wir  diese  Formel  wiederholt  nach  a,  indem  wir 
links  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  ansfOhren, 
so  gehen  lauter  konvergente  Integrale  hervor.  Dies  Verfahren 
ist  daher  nach  Satz  22^  Nr.  490;  gestattet  und  gibt  nach 
n  Differentiationen: 

+  00 


(6)    Je-' 


«<.^-d<_llilil__(?ln»)j/^>0     (fQr«>0). 


insbesondere  für  a  —  1 : 

+  « 


(7)  fe-^fi''ät  -  Lil:li-L(L"_- ^)y^  >  0. 

—  00 

Ferner  geht  aus  (4)  vermöge  der  Substitution:  X'^t  +  a, 
dx  =  dt  hervor: 

+   0D 

fe-''-^"*dt^Y^(^>0, 

—  OD 

ob  nun  a  positiv  oder  negativ  ist.    Ersetzen  wir  a  durch  —  a 
und  nehmen  wir  die  halbe  Summe  von  beiden  Integralen,  so 

finden  wir: 

+  » 

—  «0 

Wird  t  »  mx,  dt  »  mdx  substituiert,  a  »  |n  :  m  gesetzt  und 
m  >  0  angenommen,  so  ergibt  sich: 

Wäre  es  gestattet,  die  reelle  Zahl  n  durch  ia  zu  ersetzen, 
wo  a  reell  sein  soll,  so  würde  hieraus  nach  (6)  in  Nr.  373  folgen: 
+  •  /   \» 

(9)  je-'^^'^coaaxdx^^e'^y^f   >  0. 

—  00 

Diese  Formel  gilt  nun  in  der  Tat;  es  ist  nämlich  das  Integral 

+  « 

(10)  J^  1  e-^'^^^cosaxdx, 


495] 


§  6.  Anwendungen  auf  Beispiele.  191 

wie  man  leicht  sieht^  konvei^ent.  Die  Differentiation  nach  a 
unter  dem  Integralzeichen  liefert  ein  ebenfalls  konvergentes 
Integral,  so  daß  diese  Differentiation  nach  Satz  22,  Nr.  490 
erlaubt  ist.     £&  kommt: 

+  00  +00 

^-  =  —  /  rte"*'"'*'  sin  axdx  =  «    ,  /  — t —  sin  axdx 
da  J  2w\/       dx 


oder  durch  teilweise  Integration: 

+  00 

j-  =  ^    A  «""•**■  sin  aa?    —  z^  1  c'^^'^cob  axdx. 
da       2m*  L  J        2in\/  ' 

also  nach  (10): 

^     ^  dJ a     j 

da  ™       2in«  •^* 
Folglich  haben  wir: 

A(M/+^)-0, 

d.  h.  Inc7+  a':  4  m'  ist  von  a  unabhängig  und  hat  also  den- 
selben Wert  wie  fÖr  a  =  0,  d.  h.  nach  (5)  ist: 

lnJ+-?L-.ln>^o<ler  J=3^c-^ö'. 
im'  m  m 

Dies  aber  besagt  die  Formel  (9). 
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Viertes  Kapitel.*) 
Theorie  der  Eulerschen  Integrale. 


§  1.  Der  Zusammenhang  zwischen  den  Eulerschen 
Integralen. 

496.  Die  Bnlersohen  Integrale  erster  und  iweiter 
Chittnng.  Man  versteht  hierunter  nach  Legendre  die  beiden 
bestimmten  Integrale 

1  +00 

^ af'\l  —  xy-^dx    und  j e-'^af^dx, 


f 


die  zuerst  von  Euler  untersucht  und  seitdem  von  vielen 
anderen  weiter  erforscht  worden  sind.  Da  ihre  Theorie  von 
grundlegender  Bedeutung  ist,  so  soll  sie  uns  in  diesem  Kapitel 
beschäftigen,  das  eine  Ergänzung  des  vorigen  bilden  wird. 

Das  erste,  von  den  beiden  Parametern  p  und  q  abhangige 
Integral  bezeichnet  man  mit  B  (p,  q),  das  zweite,  das  nur  von 
«inem  Parameter  p  abhängt,  mit  F(p)  und  nennt  dies  letztere 
die  Gammafunktion: 

1  +^» 

(1)    B{p,q)^ja^'-\l-xy'-''dx,    r(p)  ^  j e"af^dx. 

0  0 

Die  Parameter  p  und  q  sollen  positiv  sein\  die  in  den  Inte- 
granden  auftretenden  Potenzen  sind  nach  Nr.  5  eben&lls  positiv, 
so  daß  die  Integrale  positive  Werte  haben,  wenn  sie  überhaupt 
konvergieren. 

*)  Dies  Kapitel  steht  für  sich  und  kann  daher  ohne  Beeinti^htigang 
des  Späteren  überschlagen  werden. 

496] 


§  1.  Der  Zusammenhang  swischen  den  Eulenchen  Integralen.    193 

Dies  aber  tun  sie  in  der  Tat:  Der  Integrand  yoü  B{p,q) 
kann  nämlich  nur  an  den  Ghrenzen  x  ^0  und  x^l  unstetig 
sein,  und  zwar  ist  er  es  an  der  Grenze  x^Oy  wenn  |>  <  1  ist, 
und  an  der  Ghrenze  x^\y  wenn  $  <  1  ist.  Aber  im  Falle  9  <  1 
wird  (1  —  xy~^  für  lima: «  1  von  niederer  Ordnung  unendlich 
groß  als  1  :  (1  — 0?);  so  daß  hier  die  Konvergenz  nach  Satz  11, 
Nr.  471,  verbürgt  ist.  Im  Falle  p<l  ferner  wird  a^-^  für 
lim  rr  —  0  von  niederer  Ordnung  unendlich  als  1  :  :r,  so  daß 
hier  dasselbe  gilt,  vgl.  Satz  12,  Nr.  473.  Was  nun  r(p)  an- 
betrifEt,  so  wird  der  Integrand  an  der  unteren  Grenze  x  ^0 
nur  fOr  p  <  1  unstetig,  jedoch  wieder  in  niederer  Ordnung  als 
Izx.  Es  ist  also  nur  noch  die  Konvergenz  von  P(p)  fELr  die 
obere  Orenze  ^  »  +  00  zu  beweisen.  Ist  1>  ^  1;  so  verschwindet 
der  Integrand  von  r(p)  offenbar  för  Mmx  —  +  cx>,  ist  |?  >  1, 
80  gilt  dasselbe  nach  dem  4.  Beispiele  in  Nr.  131.  Zugleich 
sieht  man,  daß  der  Integrand  für  lim  x  —  +  00  in  höherer 
als  erster  Ordnung  mit  1  :  x  verschwindet.  Also  steht  die 
Eonyergenz  nach  Satz  4,  Nr.  466,  fest. 

Machen  wir  in  B(pyq)  die  Substitution  x  ^  sf:(l  +  0)  und 
bezeichnen  wir  alsdann  die  neue  Veränderliche  #  mit  x^  so 
bekommen  wir: 

+  00  1  +  • 

(2)  Bir,,)-J^^,i.-J^,,i,+f^^,ä.. 

Wenn  wir  das  letzte  Integral  vermöge  der  Substitution  x^liz 
umformen,  alsdann  darin  z  mit  x  bezeichnen  und  die  Grenzen 
yertauschen,  so  finden  wir,  da  dann  beide  Integrale  rechts  von 
0  bis  1  erstreckt  sind  imd  sich  vereinigen  lassen: 

1 

Hier  tritt  nun  deutlich  zu  Tage,  daß  stets  die.  Formel  giltt 
(4)  Bip,q)^B(q,p). 

Man  hätte  dies  auch  aus  der  ursprünglichen  Form  von  B  (p,  q) 
mittels  der  Substitution  x  ^  1  ^  z  erkennen  können. 

497*  Znrflokfllining  der  Biileraolienintegrale  erster 
Oattuig  auf  die  Chunmaflmlttioii.     Ist  m  eine  positive 
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Zahl  und  "wird  x^  mg ^  dx^^mde  gesetzt,  so  geht  ans  der 
zweiten  Formel  (1)  der  letzten  Nnmmer  hervor: 

•       '    +« 
(1)  T{jß)-^n^je'"^*sfi''^dSy 

also  auch  die  folgende  viel  benutzte  Gleichung: 


+  00 


(?) 


Verstehen  wir  unter  x  eine  positive  Zahl,  so  dürfen  wir 
tn  »  1  +  ^  setzen.  Schreiben  wir  noch  p-^  q  statt  p  und 
multiplizieren  wir  mit  ^'^,  so  kommt: 

+  • 

(3)  ^'L.  -  rv-^^   fxP-'e-^'^'>ZP  +  ^''dg, 

Wir  dürfen  diese  Formel  nabh  Satz  21,  Nr.  490,  und  Satz  23, 
Nr.  491,  in  der  Art  hinsichtlich  x  von  Null  bis  X  >  0  inte- 
grieren,-  daß  wir  rechts  die  Integration  unter  dem  auf  g  bezüg- 
lichen Integralzeichen  ausführen.     Es  kommt: 

X  +•  X 

0      ^       '       '  0  0 

Da  die  linke  Seite  für  lim  X » +  oo  nach  (2)  in  voriger 
ISTummer  gleich  B  (p,  q)  und  der  Inhalt  der  eckigen  Klammer 
f&r  limX=  +  cx>  nach  (l)  gleich  r(p):^  ist,  so  folgt: 


+  00 


oder  nach  (1)  in  yoriger  Nnmmer: 

(5).  ^^'^^     TiF+i)' 

Da  somit  die  Eulerschen  Integrale  erster  Gattung  durch 
die  Gammafunktion  ausgedrückt  werden  können,  werden  wir  in 
.der  Folge  nur  noch  die  Gammafunktion  genauer  untersuchen. 
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488.  Snsammeidiang.  iwisohen  der  Oammaftmktion 
und  den  .Faknlt&toii.    Teilweise  Integration  gibt 

+  00  +  CO  +00. 

fe-'sf^dx  -  [—  e-'a:''-M  +  (p  -  1)  je-'x^-^dx, 

0  0  0 

Für  |>  >  1  ist  der  erste  Ausdruck  rechts  gleich  NuU^  so  daß 
nach  (1)  in  Nr.  496  hervorgeht: 

(1)  .ro>)-(j>-i)r(i>-i)  fari>>i. 

Aus  dieser  Bekursionsformel  folgt;  wenn  n  eine  positive  ganze 
Zahl.bedentety  die  kleiner  als  p.  ist: 

(2)  r(j,)-(p- 1)0- 2).  •.(i)-n)r(p-n). 

Ist  insbesondere  n  die  größte  ganze  Zahl,  die  kleiner  als  p  ist, 
so  folgt;  daß  die  Werte  der  Gammafunktion  sämüich  bekannt 
sind,  sobald  sie  in  dem  Bereiche  0<p^l  berechnet  worden 
sind.  Insbesondere  ist  nach  der  Definition  (1)  in  Nr.  496  der 
Wert  r(l)  =  1.  Wenn  also  p  selbst  eine  ganze  Zahl  m  ist, 
80  gibt  (2)  für  n  —  m  —  1^ 

r(m)  «  1  .  2  .  3  . . .  (m  -  1)  «  (m  -  1)!, 

was  wir  übrigens  schon  in  (3),  Nr.  492,  fanden.  Die  Gamma- 
funktion r(jp)  ist  also  als  eine  Verallgemeinerung  der  FaJcuttät 
(p  —  1)1  für  nicht  ganezahliges  positives  p  zu  bezeichnen. 

489.  Sie  Produkte  r{p)r{l  — i>)  und  r(jp)r(jp+|). 

Nehmen  wir  p  in  (5);  Nr.  497,  kleiner  als  Eins  an,  so  können 
wir  g  ■=  1  —  p  setzen,  weil  dann  auch  1  —  ^  positiv  ist  Da 
femer  r(l)  »  1  ist,  kommt  nach  (2)  in  Nr.  496: 

+  00 

r(jp)r(i  -p)  -  B(j>,  1  -p)  'f^J^, 

also  nach  (4)  in  Nr.  479,  weil  jene  Formel  (4),  wie  dort  be- 
wiesen wurde,  für  0  <  p  <  1  stets  gilt : 

(1)  r(jp)ni  -  P)  -  5~  (fttr  0  <  p  <  1). 

Ist  p  zwischen  \  und  1  gelegen,  so  ist  1  —  p  zwischen  0  und  | 
enthalten.  Also  sind  die  Werte  von  r(p)  för  0  <  p  <  1  samt* 
Ueh  bekannt,  sobald  sie  für  0  <p  ^  j  berechnet  sind. 
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Nach  (2)  in  voriger  Nummer  folgt  weiter:  Die  Werte  der 
Gammafunktion  r{p)  sind  für  jedes  positive  p  bekoHnt^  sobald 
sie  in  dem  Bereiche  0<Cp<\-  berechnet  sind.  Insbesondere 
nämlieh  ist  noch  nach  (1)  f&r  p  —  j: 

+  • 

wo  die  Wnrzel  positiv  ist.     Diese  Formel  ist  nicht  neu,  denn 
die  Substitution  x  ^  e*  fahrt  sie  auf  (4)  in  Nr^495  zurück. 
Die  Definition  (1)  von  B{p,  q)  in  Nr.  496  zeigt  femer,  daß 

JB(p, p)  ^j\x  -xy-^dx  ^f[{  -  (I  -  x)^'  Hx 

ist.  Machen  wir  im  Intervalle  von  0  bis  \  die  Substitution 
a:  «  i  (1  —  yi)  und  im  Intervalle  von  \  bis  1  die  Substitution 
a;  =.  i  (1  +  Vz\  wobei  "|/7  positiv  sein  soll,  so  folgt: 

1  0 

oder: 


0 


-'ds 


HieifBr  können  wir  nach  (1)  in  Nr.  496  schreiben: 

(3)  Bip,p)~^,B(\,p). 

Hieraus  geht  weiter  nach  (5)  in  Nr.  497  und  wegen  der 
obigen  Formel  (2)  hervor: 

(4)  r(p)r(|,  +  i)-^,r(2i,), 

wobei  Yx  positiv  ist.  Die  in  dieser  Formel  ausgedrückte 
Eigenschaft  der  Gammafunktion  ist  in  einer  allgemeineren 
Formel  enthalten,  die  wir  in  Nn  511  finden  werden. 
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§  2.  Der  Logarithnms  der  Gammafaiiktion. 

BOO.  IMe  ABleitnng  der  Oammaftinktion.  Die  Gammar 
ixinktion  r(jp)  ist  eine  Funktion  der  Große  p,  die  beliebige 
poBitire  Werte  annehmen  kann  und  die  wir  daher  von  jetzt 
an  mit  x  bezeichnen  wollen.  Dann  müssen  wir  aber  die  in 
d^r  Definition  (l),  Nr.  496^  auftretende  Veränderliche  x  anders^ 
etwa  mit  y  bezeichnen: 

+  00 

(1)  r(x)^Je-t^r''dy. 

0 

Nach  den  Sätzen  22  und  24  von  Nr.  490,  491  hat  die  Funktion 
I\x)  eine  Ableitung  nach  Xy  wenn  dasjenige  Integral  konvergiert, 
daß  aus  r(jf)  durch  direkte  Differentiation  nach  x  unterhalb 
des  Integralzeichens  henroi^eht,  und  zwar  ist  alsdann,  eben 
dieses  Integral  die  Ableitung: 

(2)  .^Xx)  =  fe-t^  r^^  In  y  dy. 

Daß  dies  Integral  in  der  Tat  konvergiert,  ist  leicht  ein- 
zusehen: Der  Integrüid  wird  nur  für  einen  endlichen  Wert 
Ton  y  unstetig,  nämlich  für  y  »  0.     Aber  da  nach  Nr.  130 

lim  y  •  e-»  y'"*  In  y  —  lim  -^  = lim  y*  =^  0 

i,±-o'  .y=oy~  * 

ist,  wird  der  Integrand  für  lim  y  »  0  in  niederer  Ordnung  als 
l'iy  unendlich^  so  daß  nach  den  Sätzen  11  und  12  von  Nr.  471, 
473  fBr  lim  y  «-  0  die  Konvergenz  feststeht.  Was  die  Grenze 
+  00  anbetrifft,  so  bemerken  wir,  daß 


y.<j-3ry.-ilny  =  -^ 


ist  und  y  —  a:  In  y  für  lim  y  =  +  <x>  unendlich  wird.    Folglich 

ist  nach  Nr.  130: 

1 

limy.c-fy'-ilny-  lim -^. Hm    r^riiTy-O- 
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Also  yerschwindet  der  Integrand  für  lim  y  ^  +  oo  in 
höherer  Ordnung  als  1 :  y,  so  daß  das  Integral  nach  Satz  4, 
Nr.  466,  konvergiert. 

^  Die  Gammafunktion  r(x)  hat  demnach  die  Ableitung  (2), 
woraus  überdies  ihre  Stetigkeit  für  positives  x  folgt,  nach 
Satz  1,  Nr.  27. 

ÜK)!.  DanteUmig  von  hir(x)  dttreh  ^In  bMÜmmte* 
Integral.  Es  sei  ss  eine  positive  Zahl.  Wir  geheii  ^laHanTi 
von  der  Betrachtung  des  Ausdruckes  aus: 

Für  die  im  Minuenden  auftretende  Funktion  r(x)  setzen 
wir  den  Wert  (1)  aus  voriger  Nummer  ein.  Außerdem  ist 
njwh  (i)  in  Nr.  497,  wenn  darin  m  durch  1  +  e  und  p  durch'  x 
und  0  dur&h  y  ersetzt  wird: 

0 

Demnach  ist  die  Differenz  (1)  gleich 

+  00  +00 

'^fe-'  y"'  dy  -  jfe-^'-^'^'  y'"^  dy, 

0        .  0  . 

so  daß  folgt: 

Wir  wollen  diese  Formel  hinsichtlich  g  von  c  bis  n  inte- 
grieren, wobei  B  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  und  n  eine 
beliebig  große  positive  Zahl  bedeute.  Nach  den. Sätzen  21  und 
23  von  Nr.  490,  491  darf  dabei  die  Integration  rechts  unter- 
halb des  Integralzeichens  ausgeführt  werden.     So  kommt: 

n  +Q0  n 

riz)j\e-^-(l+z)-']^-fe-i'y'-^[J'-—=^dz'jdy 

•  0  • 

Gehen  wir  hierin  zu  den  Grenzen  lim  s  —  0  und 
lim  n «»+  (X)  über,  so  wird  das  rechts  in  der  eckigen  Elanuner 
stehende  Integral  nach  (5)  in  Nr.  492  gleich  Iny,  also  die 
500,  501] 
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recihte  Seite  nach  (2)  in  voriger  Nummer  gleich  r\x)y  so  daß 
eich  ergibt:  .       •  * 

0 

vorausgesetzt,  daß  hier  das  rechts  stehende  Integral  konvergent 
ist.  Dies  ist  in  der  Tat  der  Fall:  Der  Integrand  braucht  nur 
fOr  lim  0  »  +  oo  untersucht  zu  werden,  da  er  für  endliches  e^ 
auch  fftr  jgr  =  0,  stetig  ist.     Weil 

•       lim£r.[c->~(l+if)"']y-Hm      f^  -0  ' 

ist,  verschwindet  der  Integrand  f&r  lim  ^r »  -f  oo  in  höherer 
Ordnung  als  1  :  jer,  so  daß  die  Konvergenz  nach  Satz  4,  Nr.  466, 
feststeht. 

Wir  wollen  die  Formel  (3)  hinsichtlich  x  von  1  bis  zu 
einem  bestimmten  Werte  x  integrieren.  Dies  darf  rechts  unter 
dem  Integralzeichen  geschehen.  Da  das  unbestimmte  Integral 
der  linken  Seite  gleich  In  r{x)  +  konst.  ist  und  r(l)  » 1,  also^ 
In  r(l)  -  0  ist,  so  folgt: 

(4)    hr(x)-/[(»-i).— "^CA^""']"- 

''  Dies    Ergebnis    laßt    sich    noch    umformen.      Denn    da 
r{2)  —  1!  =^  1  ist,  so  erhalten  ifir  &it  x^2: 

Muftipiiziezen  wir  diese  Oleichung  mit  x  —  1  und  subtrahieren 
wir  sie  alsdann  von  (4)^  so  konunt: 

(6)i.nx)-/f(«-i)(i+.)-.-ä+£l=a±«-!]^_. 


0 


Hieraus  aber  finden  wir  vermöge  der  Substitution  e  ^e^  ^  l- 
schließlich: 


+• 


(6)  In  nx)  -/[(x  -  1)  e-  -  '-=^^]  f  • 
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fi02.  DarftteUnng  ven  In  r(x)  duroh  alae  imettdlidM 
Seihe.  Wir  wollen  die  letzte  Formel  Dach  x  differenzieren. 
Dies  darf  rechts^  unterhalb  des  Integralzeichens  geschehen, 
wenn  das  hervorgehende  Integral  konyei^iert.  Es  würde  sich 
80  ergeben: 

0 

Daß  aber  dies  Integral  konvergiert,  folgt  daraus,  daß  der 
Integrand  für  lim  y  «  0  in  niederer  Ordnung  als  liy  unendlich 
groß  wird  und  für  lim  y  ^  +  oo  in  höherer  Ordnung  als  1  :y 
verschwindet. 

:  Nun  ist  nach  (2)  in  Nr.  497,  wenn  wir  darin  i?  =-=  1,  also 
r{p)  «  1,  femer  w  =  1  +  Ä  bzw.  a;  +  i  und  z^y  setzen: 
+  •  +« 

•0  0 

vorausgesetzt,  daß  1  +  Ä>0  bzw.  x-\-Ti>0  ist.   Hieraus  folgt: 

Setzen  wir  hierin  t  —  0, 1,  2,  •  r  •  n  —  1  und  etubtrahieren  wir 
alle  n  hervorgehenden  Gleichungen  von  der  Gleichung  (1),  indem 
wir  rechts  alle  Integrale  unter  ein  gemeinsames  Zeichen  bringen, 
so  finden  wir:  j 

dhiTix)  _  /.  _  i\       /i l_\  _        _  /l  _  _Jl_\ 

.    V       x)        \2       «  +  i;        '*'        \n       iB  +  n-1/:      , 


dx 


Bezeichnet  y  den  Wert,  den  —  d In  r(x)  :  dx  für  x^l 
ahmiiämt,  d.  h.  wird  nach  (1)  unter  y  die  Eonstante 

n 
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▼entisaideii,  so  gibt  die  Addition  dieser  Gleichung  zur  letzten 
Gleichung: 

dhkrjx)  (^       ^\      ß        ^   \  _ /i. 1 \ 

4x      "^^       V        x)       \2       x  +  l)       '"       \n       x  +  n-l) 

7 r::^' ''^- 

0 

Hieraus  folgt: 

+(;-J+i;r5)+«.. 
wobei  der  Best: 

ist 

Da  X  eine  positive  Zahl  bedeutet,  wollen  wir  annehmen, 
daß  X  zwischen  0  und  m  liege,  wo  m  eine  gansfe  positive  Zahl 
sei  Weil  der  SUiler  des  Integranden  von  R^  bestandig  wächst^ 
wenn  x  wächst,  und  weil  der  Nenner  des  Integranden  positiv 
isty  so  ergeben  sich  f&r  ^»0  und  x»m  Grenzwerte,  zwischen 
denen  B^  liegen  muS,  indem: 

U  0 

ist    Das  erste  Int^pral  in  (5)  ist  gleich 


Das  zweite  läßt  sich,  da  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so 
schreiben: 

+• 


n+l^n+2^         ^n+m— 1 
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Also  ist,  wenn  0<a;<w  ist: 

Bedeutet  nun  6  eine  rorgescliriebene  beliebig  kleine  positive 
Zahl,  so  können  wir  n  >  (fn  —  1) :  tf  wählen.  Alsdann  ist  der 
absolute  Betrag  von  J?„  kleiner  als  6, 

Also  folgt:  In  jedem  endlichen  positiven  Intervalle  0<x<iii 
können  wir  dadurch,  daß  wir  n  hinreichend  groß  wählen,  er^ 
reichen,  daß  der  absolute  Betrag  von  B^  für  aUe  Werte  von  x 
in  diesem  Intervalle  kleiner  als  eine  vorgegebene  beliebig  kleine 
positive  Zahl  6  wird.  Dies  aber  bedeutet  nach  Nr.  425:  Für 
lim  n  —  +  oo  geht  aus  (3)  eine  unendliche  Reihe 

(6)  £••?&>_  _,+(i_i)+(i__J^)+... 

"•"(n  ""aj  +  n  — 1/"'"  *" 

hervor,  die  innerhalb  eines  jeden  für  z  vorgeschr%ä)enen  positiven 
Intervaües  gleichmäßig  konvergiert. 

Die  hierin  auftretende  Konstante  y  ist  nach  Definition 
der  Wert,  den  die  Ableitung  von  In  r{x)  fOr  a;  —  1  hat,  multi? 
pliziert  mit  —  1.  Sie  heißt  die  Euiersche  Konstarde.  Über 
ihre  Berechnung  sprechen  wir  in  der  nächsten  Nummer. 

Ist  X  irgend  eine  positive  Zahl,  so  ist  die  Reihe  (6)  ins- 
besondere in  dem  Intervall^  von  1  bis  o;  gleichmäßig  konvergent. 
Wir  können  daher  den  Satz  26,  Nr.  426,  anwepden  und  die 
Reihe  von  1  bis  x  Olied  für  Glied  integrieren.  Da  In  r(x)  f&r 
x^l  gleich  Null  ist,  so  ergibt  sich  alsdann: 

(T)i.r(»)— K«-i)+(^-i«f)+(s^-i.!4:-')+- 

+(._=i_,,e±i=l)+.., 

und  diese  Reihe  konvergiert  gleichmäßig  innerhalb  eines  jed^: 
für  X  vorgeschriebenen  positiven  Intervalles. 

Die  Eonstante  y  läßt  sich  aus  (7)  leicht  entfernen.  Denn 
für  a:-2  ist  r(rc)-l,  also  lnr(ir)-0,  so  daß  aus  (.7)  folgt: 

(8)0-,+(i-lni)+(i-U.|)+...+(i-l.-4i)+.... 
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Nun  können  wir  die  Reihe  (8);  nachdem  sie  mit  x—1  multipli- 
ziert worden  ist,  Glied  für  Glied  von  der  Reihe  (7)  abziehen, 
nach  Satz  6,  Nr.  103.     Alsdann. kommt: 

(9)lnr(a;)-[(«-l)lnl-liif]  +  [(a:-l)ln|-ln^]  +  ... 
+  [(*-l)ln*±^-ln^±f^]  +  ..., 

und  diese  Reihe  konvergiert  ebenfalls  gleichmäßig  in  jedem 
fBr  X  Yoi^eschriebenen  positiven  Intervalle. 

Demnach  hat  der  Rest  der  Reihe,  der  sich  ergibt,  wenn 
ihre  m  ersten  Sammanden  gestrichen  werden^  für  lim  m  »  +  oo 
den  Grenzwert  Null.  Wir  können  ihm  also  die  Form  ln(l  +  a^) 
geben,  wenn  wir  unter  s^  eine  Zahl  verstehen,  deren  Grenzwert 
für  lim  w  —  +  cx>  gleich  NuU  ist.  Folglich  kommt,  wenn  wir 
den  Numerus  von  lnF(a:),  also  r(x)  selbst  bilden: 

xx«)-(i.i-=±l)'"'(i  +OKf  •^•••'-±^) 

oder: 

Der  vorletzte  Faktor  hat  für  lim  m  —  +  c»  den  Grenzwert 
Eins.*  Daher  können  wir  das  Produkt  der  beiden  letzten  Faktoren 
mit  1  +  ^m  hezeichnen,  wenn  wir  unter  17^  eine  Zahl  mit  dem 
Grenzwerte  Null  für  lim  m  ^  +  (x>  verstehen.     Somit  kommt: 

mithin  beim  Grenzübergänge  zu  limm  »  +  00: 
(11)  r(a:)-Um 


.+•' 


x{x+l)--'(x  +  m-iy 


Schliefilich  merken  wir  noch  an,  daß  aus  (8)  für  die 
Eulersehe  Eonstante  y  augenscheinlich  der  Grenzwert  her- 
vorgeht: 

(12)  y-li^(l+|+|.+  ...  +  i_ln«r). 

ms  <4- OD  ^  ' 
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ft03.  Beredmimg  von  lnr(l  +  x).   Nach  der  Formel 
(6)  der  letzten  Nummer  ist 

(1)  ^i±^'— .+(i-iii)+tt-ii.)+- 

mid  diese  Reihe  konvergiert  innerhalb  eines  jeden  solchen  Inter- 
yalles,  in  dem  1  +  ^  positiv  ist,  gleichmaßig.  Nach  Satz  27, 
Nr.  427^  dürfen  wir  daher  diese  Reihe  Glied  fBr  Glied  nadi  x 
differenzieren  y  wenn  die  hervoi^ehende  Reihe  ebenfalls  gleich* 
mäßig  konvergiert.  Bei  (n  —  1)  maliger  Differentiation  geht 
mm  hervor: 

j,criBr(i  +  ii:)^(::::i)!r_A_._i_. 

und  zwar  für  n  =  2,  3,  4 . . .,  während  ftlr  n  =  1  die  Formel 
(1)  gilt.  Es  muß  also  noch  gezeigt  werden,  daß  die  in  (2)  in 
der  eckigen  IQammer  stehende  Reihe  gleichmäßig  konvergiert. 
Sehen  wir  von  ihren  m  ersten  Gliedern  ab,  so  ist  der  Rest 
gleich  j  ^ 

(x  +  m  +  ir'^  {x  +  m  +  ^r'^'" 

also  positiv  und  kleiner  als  der  für  n  »  2  hervorgehende  Rest. 
Daher  genügt  es,  den  Rest  zu  betrachten,  der  sich  für  n  •»  2 
^gibt: 

Weil  X  +  1  >  0  ist,  so  folgt: 

Da  aber  die  Reihe  der  reziproken  Werte  der  Quadrate  voa 
1,  2,  3  . . .  nach  den^  Beispiele  in  Nr.  105  konvergiert^  so  läßt 
sich  dadurch,  daß  m  hinreichend  groß  gewählt  wird,  erreichen, 
daß  ihr  Rest  kleiner  als  eine  vorgegebene  positive  Zahl  6  wird. 
Dann  ist  auch  9t  <  <t,  woraus  die  gleichmäßige  Konvergenz 
der  Reihe  (2)  für  jedes  Intervall,  in  dem  1  +  ^  >  0  ist,  folgt 
Wenn  wir 

(3)  'Sf.-ij+i^  +  ;i  +  ...+-ij  +  ... 
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setzen,   so   liegt   hier   eine   für   n  >  1  nach  dem  angeführten 
Beispiele  konvergente  Reihe  yor^  und  es  ergibt  sich  aus  (2): 


"x^O 


wahrend  nach  (1): 

rdhir(l  +  a?)1  _ 

L      dx      J_7 


-«=0 


ist  und  lnF(l  +  x)  für  :r  »  0  yerschwindet.  Mithin  finden 
wir  nach  Nr.  116  die  Mac-Laurinsche  Reihe: 

(4)      hiril  +  x) y^  +  ^S,-^S,  +  ^8,-.... 

Ihr  Restglied  in  der  Lagrangeschen  Form  lautet  nach  Satz  24, 
Nr.  116,  und  nach  (2): 

wobei  0  <  9  <  1  ist.  Da  die  in  der  eckigen  Klammer  stehende 
Reihe  für  Öa?  +  1  >  0,  d.  h.  a?  >  —  1  nach  (2)  gleichmäßig 
konvergiert  und  a"  für  n  »  +  (X)  den  Ghrenzwert  Null  im  Falle 
i  rr  I  <  1  hat,  so  ist  die  Reihe  (4)  für  \x\<l  unbedingt  und 
gleichmäßig  konvergent,  vgl.  Satz  11,  Nr.  363,  und  Nr.  428. 

Um  die  Reihe  (4)  für  die  Berechnung  von  In  F(l  +  x) 
zu  benutzen,  bedarf  man  der  Werte  der  Summen  S„.-  Der  Rest 
von  8^,  der  nach  Streichen  der  m  —  1  ersten  Glieder  hervor- 
geht, ist  kleiner  als 

»*  • -TT +^  •  :r-T^  +  w  •  — -r  +  •  •  • - 


m"  (2  m)"  (»w)"  m""^' 

woraus  folgt,  daß  der  Rest  kleiner  als  die  Summe  der  m  —  1 
ersten  Glieder,  dividiert  durch  w""^  — 1,  ist.    Aus 

«,+i-l+^+i+3-^i+-<l  +  |(^+;^+-)-l+KÄ,-l) 
folgt  übrigens: 

s«+t-i<i(5,-i), 

80  daß  erstens  die  Überschüsse  Ton  S„  S,,  S^,  8^-  •  •  über  die 

[SOS 
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Einheit  schneller  abnehmen  als  die  Glieder  der  geometrischen 
Progression: 

5,-1,  i(5.-l),  (i)»(S.-l),  (i)«(S,-l),  ... 
und  zweitens  S^^i  —  1  aus  S^^l  bei  hinreichend  großem  n 
einfach  durch  Division  mit  2  gewonnen  werden  kann^  wenn 
man  eine  bestimmte  Anzahl  yon  Dezimalstellen  berücksichtigt. 
Die  Werte  der  S^  bis  n  — 16  wurden  zuerst  yon  Euler  berechnet; 
seine  Ergebnisse  wurden  von  Legendre  berichtigt  und  bis 
n  »  35  weitergeführt.  Beide  bestimmten  die  Summen  auf 
sechzehn  Dezimalstellen.  Wir  geben  hier  eine  Tafel  der 
Werte  bis  n  »  22,  abgerundet  auf  acht  Dezimalstellen. 


n 

S, 

n 

s 

n 

n 

s 

n 

2 

1,64498407 

9 

1,00200839 

16 

1,00001528 

3 

1,20205690 

10 

1,00099458 

17 

1,00000764 

4 

1,08232323 

11 

1,00049419 

18 

1,00000382 

5 

1,03692776 

12 

1,00024609 

19 

1,00000191 

6 

1,01734306 

13 

1,00012271 

20 

1,00000095 

7 

1,00834928 

14 

1,00006125 

21 

1,00000048 

8 

1,00407736 

15 

1,00003059 

22 

1,00000024 

Für.  n  >  22  ergeben  sich  die  Werte  von  8^—1  ans 
S^^ '—  1  durch  wiederholte  Division  mit  2  auf  acht  Dezimal- 
stellen genau. 

Da  die  Summen  ""S^  mit  wachsendem  Index  n  immer 
weniger  von  Eins  abweichen,  so  kann  man  aus  (4)  eine 
schneller  konvergierende  Reihe  ableiten,  indem  man  die  nach 
Nr.  120  ebenfalls  für  |  ^  |  <  1   gleichmäßig  konvergente  Reihe 

X 

T 


^  j-  ^-  —  £.*  j- 


ln(l  +  a;)' 

Olied  für  Glied  zur  Reihe  (4)  addiert.     So  ergibt  sich: 

(5)lnr(l-h«)— In(l+a;)+a;(l-y)+^*(5,-l)-*-(S,-l)+^\fir,-l)- 

Man  kann  aber  eine  noch  schneller  konvergierende  Reihe  finden. 
Denn  zunächst  folgt,  wenn  x  durch  —  x  ersetzt  wird,  für  |  :r  |  <C  1: 

(6)  lnr(l-x)— ln(l-a;)-a;(l-y)+^'(S,-l)+^'(S,-l)-ff(5,-l)4  • 
5*S] 
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Weil  r(l  +  x)  gleich  xr(x)  und  r(a:)r(l  — a;)  gleich  ^rrsinsra: 
nach  (1)  in  Nr.  498  nnd  Nr.  499  ißt^  so  haben  wir: 

lnr(l  +  ^)  +  lnr(l~a;)-ln^. 

Wenn  wir  also  diese  Gleichung  zur  Gleichung  (5)  addieren, 
alsdann  die  Gleichung  (6)  subtrahieren  und  schließlich  durch  2 
dividieren,  so  finden  wir  die  f&r  |:2;|<1  gleichmaßig  kon- 
Tergenie  Reihe:   . 

(7)lnJ'(l+x)-ikg5Jj-ilnl±|-*(y-l)-f'(5»-l)-^V,-l)-. 

Setzen  wir  hierin  a;  =- 1,  so  folgt,  weil  r{f)  gleich  |r(|), 
d.  h.  nach  (2)  in  Nr.  499  gleich  j/ä  ist: 

(8)      l-y-ln|  +  |(l)»(Ä,-l)  +  |(i)^(Ä5-l)  +  .... 

Berücksichtigt  man   noch   das   Glied   mit   S^,    so  ergibt   sich 
hieraus  der  Wert  der  Eulersch^n  Eonstanten  bis  auf  16  Dezi- 
malen, nämlich  _ 
Y  -  0,57721 56649  015329. 

Eine  schnellere  Bestimmung  von  y  ohne  die  vorhergehende 
Berechnung  der  Summen  5.  werden  wir  in  Nr.  527  finden. 

Nach  den  Formeln  (2)  in  Nr.  498  und  (1)  in  Nr.  499  genügt 
es,  um  r(p)  fElr  ein  beliebiges  positives  p  zu  berechnen,  die 
Werte  von  lnjr(l  +  a;)  in  dem  Intervalle  0  <  a;  <  ■!•  zu  kennen. 
Für  solche  Werte  von  x  ist  die  Reihe  (7)  sehr  bequem. 
Weil  darin 

-S5-l<i(S,-l),     5,-l<ii(5,-l)    usw. 

ist,  läßt  sich  der  Rest  der  Reihe  leicht  abschätzen. 

B04.  Bereohnmig  der  Ableitimg  von  hkr{x).  An- 
stelle der  unbequemen  Entwicklung  (1)  von  Nr.  503  bedienen 
wir  uns  zur  Berechnung  der  Ableitung  von  lnjr(a;)  derjenigen 
unendlichen  Reihen,  die  sich  aus  den  für  lnjr(l  +x)  gefundenen 
Reihen  durch  Differentiation  ergeben.  Nach  Satz  27,  Nr.  427, 
ist  ja  die  gliedweise  Differentiation  erlaubt,  wenn  auch  die 
hervorgehende  Reihe  gleichmäßig  konvergiert.  Z.  B.  die  Reihe 
(5)  in  Nr,  603  liefert 

[503,  504 
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und  daß  diese  Reihe  ebenso  wie  diejenige,  ans  der  sie  hervor- 
gegangen ist,  fQr  I  ^  I  <  1  gleichmäßig  konvergiert,  folgt  ans 
Satz  19,  Nr.  370.  Vgl.  auch  die  Bemerkung  zu  Anfimg  von 
Nr.  428.     Ebenso    ergibt   sich   aus   (7)   in   voriger  Nummer 

für  !rr|<l: 

(2)  ^[lnr(l+^)-lln^J-^  +  iln^ 
_l_y_^(5,_l)_a;*(Ä^  _!)_.... 

Wir  können  auch  ein  anderes  Verfahren  ableiten.  Durch 
Addition  der  Gleichungen  (1)  and  (2)  in  Nr.  502  geht 

0 

hervor  und  hieraus  durch  die  Substitution  y  »  —  hi  5: 

(3)  '-^'  —  y+ß-^ä.. 

0 

Daß  die  Substitution  erlaubt  ist,  obwohl  Inxr  an  den  Frenzen 
unstetig  wird,  folgt  daraus,  daß  dasjenige  Integral,  das  zvfischen 
zwei  Grenzen  innerhalb  des  Intervalles  von  0  bis  1  erstreckt 
ist,  konvergent  bleibt,  wenn  die  Grenzen  in  0  und  1  übergehen. 
Denn  der  Integrand  in  (3)  bleibt,  falls  ;r  >  1  ist,  an  der 
unteren  Grenze  stetig  und  wird,  falls  x  <Cl  ist,  ebenda  in 
niederer  Ordnung  als  1  :  jsr  unendlich  groß.  An  der  oberen 
Grenze  ist  der  Integrand  für  jedes  positive  x  stetig.  Die 
Fcrmd  (3)  gut  demnach  für  jedes  positive  x,  insbesondere  tx/nd^ 
für  x^  1. 

Sind  nun  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  und  ist  x  die 
rationale  Zahl  m :  ^,  so  folgt  aus  (3)  durch  die  Substitution 
j?  =  y"  die  Formel: 

(4)  '^—f^'S^=^'^     («.,x-S>0). 

0  ^ 

Hier  ist  der  Integrand  rational,  so  daß  das  Integral  nach  §  1 
des  2.  Kap.  ausgewertet  werden  kann.    Z.  B.  für  o;  •-  0,5  hat 
die  Ableitung  von  In  r{x)  den  Wert  —  y  —  In 4. 
504] 
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Ist  X  insbesondere  eine  ganze  positive  Zahl  m,  so  gibt  (3): 


(5)       ^^^  +  >'-i  +  i+i  +  ---  + 


1 
m— 1 


BOS.  Verlauf  der  Funktion  r{x)  fOr  poaitiveii  x. 

Nach  den  in  Nr.  503  und  Nr.  504  gegebenen  Methoden  kann 
man  die  folgende  Tafel  von  Werten  in  dem  Bereiche  von  x^l 
bis  x^2  berechnen.  Nach  (1)  in  Nr.  498,  499  lassen  sich 
darans  leicht  die  Werte  für  andere  positive  Bereiche  von  x 
ableiten. 


X 

löffA*) 

nx) 

r'{xy.i\x) 

X 

logr(x) 

/'(*) 

r'(x):r(«) 

1,00 

00000 

1,0000 

—  0,6772 

1,50 

94764 

0,8862 

0,0*66 

1,06 

98834 

0,9786 

—  0,4978 

1,56 

94884 

0,8889 

0,0822 

1,10 

97884 

0,9614 

—  0,4237 

1,60 

96110 

0,8936 

04260 

1,16 

96990 

0,9330 

—  0,3643 

1,66 

96430 

0,9001 

0,1681 

1,» 

96i9ir 

0,9182 

—  0,2890 

1,70 

96839 

0,9086 

0,2086 

1,25 

95732 

0,9064 

—  0,2274 

1,76 

96336 

0,9191 

0,2476^ 

1,S0 

96302 

0,8976 

—  0,1692 

1,80 

96913 

0,9314 

0,2850 

1,36 

94996 

0,8911 

—  0,1139 

1,86 

97671 

0,9466 

0,3212 

1,40 

94806 

0,8873 

—  0,0614 

1,90 

98307 

0,9618 

0,3.562 

1,46 

94727 

0,8867 

—  0,0113 

1,96 

99117 

0,9799 

0,3900 

1,.50 

94764 

0,8862 

0,0366 

2,00 

00000 

1,0000 

0,4228 

Die  Spalte  für  log  r{x)  enthält  die  auf  fünf  Stellen  ab- 
gerundete Mantisse  des  gewöhnlichen  Logarithmus  von  r{x). 
Hier  ist  überall  —  1  die  Kennziffer^  abgesehen  von  den  Werten 
für  fl?  —  1  und  ar  —  2,  wo  die  Kennziffer  0  ist. 

Nach  Nr.  496  ist  r{x)  für  a;  >  0  stets  positiv.  Aus  (2) 
in  Nr.  503  folgt  für  w  =-  2,  daß  die  zweite  Ableitung  von 
In  r{x)  für  o:  >  0  auch  stets  positiv  ist.  Die  erste  Ableitung 
von  In  r{x)  wachst  also  mit  x.  Nach  (6)  in  Nr.  5Ö2  und 
nach  Nr.  103  hat  sie  für  lim  a?  -=  +  oo  den  Grenzwert  +  «>; 
sie  wird  dagegen  gleich  —  oo  für  lim  a: « 0.  Also  irf^ird 
r'(x) :  r(a?)  für  einen  und  nur  einen  positiven  Wert  von  x 
gleich  NulL  Demnach  erreicht  F(ar)  nur  für  diesen  einen  Wert 
ein  Extrem  und  zwar  ein  Minimum.  Da  F(l)  »  r(2)  —  1  ist^ 
liegt  dies  Minimum  zwischen  x  ^\  und  x  ^2.  Man  erkennt 
aus  der  obigen  Tafel,  nämlich  aus  der  Spalte  für  log  r(x)  und 

Serret,  Diff.-n.Integral-Rach]iung.   U.    8.  Aufl.  14  [MA    5M^ 
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der  für  r\x) :  r{x),  daß  der  fragliche  Wert  von  x  zwischen 
1,45  und  1,50  liegt.  Wir  können  darch  Interpolation  in  der 
letzten  Spalte  den  besseren  Näherungswert  1^6  gewinnen. 

Aus  der  Formel  (1)  in  Nr.  504  finden  wir,  daß  der  Über- 
schuß dieses  Wertes  von  x  über  Eins  diejenige  Zahl^  ist^ 
fBr  die 

_^«l_y  +  ;j(S,_l)_^«(S,-l)  +  ;^(S,-l)-... 

ist.  Da  js  zwischen  0  und  1  liegt,  so  folgt  nach  Satz  1, 
Nr.  101: 

l-^+i?«-j^»+  — l-y+if(S,-l)-^*(Ä,-l)+-?*(iS4-l)— • 
oder  nach  Satz  6,  Nr.  103: 

zS^^js^S^  +  sf'S^ y.    . 

Durch  sukzessive  Näherungsberechnungen  gewinnt  man  hieraus 

tfJor  X  ^  1  +  £  den  genaueren  Wert: 

X«  1+^-1,4616321 

und  aus  der  Gleichung  (5)  von  Nr.  503: 

In  r{x)  =  In  r(l  +  ^)  « 1,947  239  2, 

r(l+^)- 0,8856032. 

Da  r(x)  '^r(l+x):x  ftr  limaj«=0 
den  Grenzwert  +  oo  und  eben&lls  f&r 
lim  x  =  +  oo  nach  (2)  in  Nr.  498 
den  Grenzwert  +  cx)  hat,  so  nimmt 
die  Bildkurve  von  y  ■«  r(x)  för  posi- 
tives x  den  in  Fig.  18  angegebenen 
Verlauf:  Sie  hat  die  positive  y-Achse  zur  Asymptote,  fallt  mit 
wachsendem  x  bis  zu  dem  zu  a;  *»  1,4616  •  •  -  gehörigen  Minimum 
0,8856  •  •  •  und  steigt  weiterhin  immer  steiler  an,  da  r(x)  für 
ganzzahliges  positives  x  die  Fakultät  (rc  —  1)!  ist 


Fig.  18. 


§  3.  Die  Gammafiiiiktioii  im  komplexen  Bereiche. 

506.  Heuer  Anegangspunkt  der  Theorie.    Dafi  die 

Gammafunktion  r{x)  als  eine  Verallgemeinerung  des  Begrifb 
der  Fakultät  (x—  1)!  aufzufassen  ist,  wurde  schon  in  Nr.  498 
erkannt.  Da  die  Fakultät  nur  fQr  ganze  positive  Werte  der 
505,506] 
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Yeianderlichen  definiert  ist^  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen, 
eine  solche  Funktion  Yon  x  zn  ermittehi,  die,  falls  x  ins- 
besondere  positiv  und  ganzzahlig  ist,  gerade  (2;  —  1)1  rorstellt. 
Es  ist  dies  natürlich  keine  bestimmt  umschriebene  Aufgabe. 
Tritt  man  ihr  aber  in  der  Weise  näher,  daS  man  ein  gewisses 
naheliegendes  Verfahren  einschlägt,  so  gelangt  man,  wie  jetzt 
gezeigt  werden  soU,  in  der  Tat  zur  Gammafunktion. 

Es  seien  x  und  m  ganze  positive  Sjahlen.  Wenn  m  un- 
begrenzt wächst,  X  aber  ungeändert  bleibt^  so  strebt  der  Bruch 

(m  +  l)(m+2)...(m4-ag-l) 

der  nicht  kleiner  als  Eins  ist,  gerade  nach  Eins.    Denn  es  ist 

1  %  «—1 

''»+1     1   I  1  ^  ;r.      «+2      1,2^-  m-\-x  —  \  ^  —— 

nach  (1)  in  Nr.  117,  daher  das  Produkt  der  x—\  Brüche, 
d.  h.  der  vorgelegte  Bruch,  kleiner  als 

i  +  1  + . . .  +  ^:::i        *(*-^) 

Diese  Potenz  aber  hat  f&r  lim  m  —  +  oo  den  örenzwert  Eins. 

Wir  können  also  f&r  ganze  positive  Werte  von  x  nnd  m 

(m  +  l)(m  +  «)---(»*  +  a!- 1)       . 
~rrx 1  +  1?», 

Vi 

setzen,  wenn  wir  unter  iy^  eine  Zahl  verstehen,  die  für 
hm  m  •-  +  cx)  den  Grenzwert  Null  hat.     Hieraus  folgt: 

(w  +  a:  -  1)1  -  m^'\\  +  lyjml 
oder,  wenn  wir  durch  x{x  -f  1)  •  •  •  (a;  +  w  —  1)  dividieren: 

{x  -  1)!  -a;(a;+l)...(a:  +  m-l)(^  "•"  '^^^ 

In  Nr.  502  wurde  unter  (10)  dieselbe  Formel  für  r{x) 
statt  {x  —  1)1  aufgestellt.  Man  sieht  also,  daß  die  Formel 
(11)  von  Nr.  502,  nämlich 

(1)  r{x)  -  ^^^^a:(a:+ir:"(r+n.^l)  ^ 

in  der  Tat  eine  naheliegende  Verallgemeinerung  des  Fakultäts- 
begriffes vorstellt. 

I4f  [506 
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Man  kwQ  nun,  wie  ea  zuerst  Gauß  getan  hat^  die  Ghunmar 
fonktion  r(x)  durch  die  Formel  (1)  definieren  und  dadurch 
zu  don  früheren  Ergebnissen,  wie  nooh  gezeigt  werden  soll, 
zuFdckgelangen«  Diese  Definition  tou  r{x)  gibt  uns  auch  die 
Mögliohkeity  die  Ganunafunktion  fQr  komplexe  Werte  toh  x 
(insbesondere  also  auch  f&r  negative  Werte)  zu  definieren, 
indem  wir  namlioh  in  (1)  zwar  unter  n»  eine  ganze  positive^ 
nach  +  <x>  strebende  Zahl  verstehen,  dagegen  zulaasen,  daß  x 
einen  heutigen  hmjolexen  Weri  habe.  Die  Werte  x^O,  —  1, 
—  2,  —  3,  •  •  •  sind  jedoch  amMUScfUießen,  wegen  des  in  (1) 
auftretenden  Nenners. 

Hierbei  sind  aber  noch  zwei  Bemerkungen  zu  machen: 
Die  Funktion 


m' 


-1 


ist,  ftdls  X  komplex  ist,  zuiuLchst  vieldeutig.  Da  ni  »»  e^"*  ist, 
80  wollen  wir  sie  jedoch  nach  (1)  in  Nr.  373  durch  die  Formel: 

definieren,  worin  wir  unter  In  m  den  reellen  Logarithmus  der 
positiven  Zahl  m  verstehen.  Da  diese  unendliche  Reihe  nach 
Nr.  373  unbedingt  konvergiert,  ist  jetzt  m'"^  audi  für  kom- 
plexes X  eine  eindeutige  Funktion  von  x.  Insbesondere  reduziert 
sie  sich  für  reelles  x  auf  den  einsigen  positiven  Wert  der  Potenz 
(vgl  Nr.  5  und  Nr.  117). 

Femer  ist  zu  bemerken,  daß  die  Definition  der  Gamma- 
funktion  durch  die  Formel  (1)  nur  dann  angewandt  werden 
darf,  wenn  feststeht,  daß  der  Grenzwert  in  (1)  auch  wirklich 
bestimmt  und  endlich  ist.  Diese  Feststellung  laßt  sich  jedoch 
auf  eine  andere  zurückfährmi.  Nehmen  wir  nämlich  vorläufig 
an,  der  Grenzwert  in  (1)  sei  bestimmt  und  endlich.  Dann 
folgt  daraus: 

^(^)  ""  x{x  +  l)--'{x  +  m-\)  (^  +  *^'»)' 

wobei  ri^  eine  Zahl  ist,  die  für  lim  m  -=  +  oo  den  Wert  Null 
erreicht.     Da  f^r  jedes  komplexe  x  auch 


lim    (l  +  -)'   '  -  1 
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ist,  so  können  wir  luerf&r  solimb^: 

wobei  lim  «„.  =  0  für  lim  m  =  +  öo  ist,  oder: 
r(x)  -  n^^'ifn  +  l)"' VI    .  ^  >, 

\t)        '  x'\2)       'x  +  l"\    m    )        *x+w— 1*^   "*"*«^* 

Nelimen  wir  beiderseits  den  Logarithmus,  der  ja  in  Nr.  376 
auch  fClr  komplexe  Numeri  definiert  wurde,  und  ewar  den 
HoAupticert  dieses  Logarithmus  den  wir  jet^t  mit  In  (statt  mit 
Ln,  wie  in  Nr.  376)  bezeichnen  wollen,  so  kommt: 

(2)  lnr(:.)=[(a;-l)lnf-hxy+..- 

+[(a:-l)ln5±l-ln^^]+ln(l+0- 

Wenn  nun  wirklich  lim  «„,  =  0  ist,  so  wird  lim  In  (1  +  «^) 
auch  gleich  Null,  so  dafi  genau  die  in  Nr.  502  unter  (9)  an- 
gegebene unendliche  Reihe  hervorgeht 

Um  nun  zu  zeigen,  daß  der  Grenzwert  (1)  fOr  jedes  kom- 
plexe X  aufier  op  •-  0,  —  1,  —  2,  •  •  •  bestimmt  und  endlich  ist, 
genügt  es  nach  dem  Auseinandergesetzten,  zu  beweisen,  dafi  die 
unendliche  Reihe 

(3)  lBr(x)-J.[(.-l)lni:^-Ini±^-i] 

1 

konvergiert;  und  dies  soll  in  der  nächsten  Nummer  geschehen. 

607.  Konvtrf  ens  d#r  Aelli»  fll^  In  r{x).    Zum  Be- 

^vv^eise  bedürfen  wir  der  Entwicklung  von  In  (1  +  ^)  für  den 
Fall,  daß  x  komplex  ist.  Daß  die  Reihe  (1)  von  Nr.  120,  nämlich 

X  x^     ,     X* 


(1)  .  ia(l  +  a:)-i-^  +  ^-... 

auch  für  komplexes  x  gilt,  sobald  |  o:  |  <  1  ist  und  es  sich  um 
den  Hauptwert  des  Logarithmus  (vgl.  Nr.  376)  handelt,  sieht 
man  so  ein:   Nach  Nr.  376  ist 

dlnjl-j-x)  ^      1 
dx         ^  l-\-x 

[5O6,S0» 
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für  rr  -f  —  1.  Andererseits  wissen  wir  nach  Nr.  120,  daß  die  Reihe 
(2) 


X 

T 


x^ 
2 


^    8 


für  reelles  x  nur  im  Intervalle  —  1  <  a;  ^  +  1  konvergiert^  so  daß 
also  ihr  Eonvergenzkreis  nach  Satz  11,  Nr.  363,  der  Kreis  mit 
dem  Radius  Eins  um  den  Nullpimkt  der  Zahlenebene  ist. 
Diese  Potenzreihe  hat  demnach  für  |  ^  |  <  1  nach  Satz  19, 
Nr.  370,   die  Ableitung,   die  durch  gliedweise  Di£Perentiation 

gewonnen  wird,  nämlich  1  —  rc  +  rc*  —  a;'  H ,  die  nach  Nr.  374 

den  Wert  1 :  (1  +  ^)  hat.  Für  jedes  komplexe  Xj  dessen  ab- 
soluter Betrag  kleiner  als  Eins  ist,  haben  also  In  (1  +  ^)  ^uid 
die  Reihe  (2)  dieselbe  Ableitung.  Folglich  ist  ihre  Differenz 
konstant.  Da  beide  für  n;  —  0  yersch winden,  so  ist  ihre 
Differenz  insbesondere  gleich  Null.  Folglich  gilt  für  den  Haupt- 
wert  des  natürlidken  Loga- 
rithmus und  füifr  |  a;  |  <  1 
die  Entwicklung  (1).  Hier- 
von werden  wir  bald  Ge- 
brauch n^achen. 

Um  nun  zu  beweisen,  daß 
die  Reihe  (3)  der  letzten 
Nummer  innerhalb  eines  ge- 
wissen Bereiches  der  kom- 
plexen Zahlenebene  gleich- 
mäßig konvergiert^  müssen 
wir  diesen  Bereich  genauer 
festlegen:  Vor  allem  sind 
die  Stellen  a?  =•  0,  —  1, 
•  auszuschließen  (vgl.  Nr.  506),  da  für  sie  das  1.,  2., 
Glied  der  Reihe  unstetig  wird,  denn  es  ist 

«.-(x-l)ln(l  +  i)-ln(l+i^) 

das  m^  Glied  der  Reihe.  Wir  legen  deshalb  um  die  Stellen 
0,  —  1,  —  2,  •  •  •  beliebig  kleine  Kreise,  siehe  Fig.  19,  und  setzen 
voraus,  daß  die  Stelle  x  nicht  im  Innern  eines  dieser  Kreise 
li^e.  Außerdem  ziehen  wir  um  den  EifAeitspuokt  einen 
Kreis  von  beliebig  großem  Radius  r  und  setzen  voraus,  daß 
die  Stelle  x  im  Innern  dieses  Kreises  gelegen  sei.  Wir  weisen 
507] 


Fig.  19. 


-.2, 
3.,.. 
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also  der  Yeranderlichen  x  den  in  Fig.  19  schraffierten  Varia- 
bilitäbibereich  zu.  Alsdann  sind  alle  Glieder  fJ^i,  u^j  u^y  -  --  der 
zu  untersnchenden  Reihe  stetig. 

Wählen  wir  den  Index  m  >  r  +  1,  so  ist  auch  1 :  m  <  1 
und  also: 

\    ^  m)       m       2m«  ^  Sin« 

Weil  die  Stelle  x  innerhalb  des  Kreises  um  den  Einheitspunkt 
gewählt  wurde,  so  ist  |a;  — l|<r,  daher  auch  |rc  — l|<m  und 
mithin  nach  (1): 

1t,  (\  4.  ^-^\        ^-^  _  i^TL^Ü    t    ^T^^Z  _ 
\    '^     m    )  m  2m«      "^      3m»  "  *' 

folglich  nach  (3): 

_  (x--l)(ag-2)       .         ^.r  1 1_         1 -] 

^m-  2m«  ^^^       ^>'L3m»       4m*  ^  6m»  J 

L     am«  4m*      "^      öm«^  "j* 

Der  Inhalt  der  ersten  eckigen  Klammer  iist  positir  und  kleiner 
als  das  erste  Glied  1 : 3m^  Wegen  \x—l\<,r  ist  der  absolute 
Betrag  des  Inhaltes  der  zweiten  eckigen  Klammer  kleiner  als 

mmt  am%  *>0  mS  m4  amO 

8m»  ^  4m*  ^  6m»  ^         ^  8m»  ^  8m*  ^  8m»  ^ 

Die  Reihe  rechts  hat  aber  nach  Satz  1,  Nr.  101,  den  Wert 

r^ \_ 

8m» '^      r' 
m 

der  kleiner  ist  als  derjenige  Wert,  der  hieraus  hervorgeht,  wenn 
r:»  im  N^mer  durch  riir-^- 1)  ersetzt  wird,  weil  ja  m>r  +  l 
sein  solL  Der  absolute  Betrag  des  Inhaltes  der  zweiten  eckigen 
Klammer  ist  folglich  kleiner  als 

r'(r+l) 
3m» 

Außerdem  ist  ja:  — 2|<r+l.     Also  kommt: 
I  u 
Setzen  wir  nun 


r(r  +  l)       r  +  r»(r+l) 
^     2m«     "^  8m» 


r(r  +  l)    ,    r-hr»(r  +  l) 
2m*     "^  8m»         ^ 
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80  da£  t;^  >  I  <«m  I  ^^9  sobald  m  >  r  +  1  gewählt  wird^  so  ist  die 

Reihe  t?^  +  t^s  +  ^s  H konvergent  nach   dem   Beispiele  jn 

Nr.  105.  Dies  bedeutet:  Ist  r  eine  vorgegebene  beliebig  kleine 
positive  Zahl  7  so  gibt  es  einen  Index  n  derart,  daß  fttr  jeden 

Index  m'^n  der  Rest  v«,  +  t?„+i H kleiner  als  t  ist  WShlen 

wir  überdies  m  >  r  +  1,  so  ist  also  wegen  |  w,„  |  <  t?^  auch: 

\^J  +  \^m^i\  +  -'<r,     d.h.     lu,+  «„^,+  ...|<T. 

Dies  aber  bedentet,  daß  die  vorgelegte  Reihe ttj+ti,+ tij+--- 
Jconvergiert  und  zwar,  da  die  für  den  Index  m  gefundenen  Be- 
dingungen unabhängig  von  der  Wahl  d«r  Stellte  x  in  dem 
in  Fig.  19  bezeichneten  Bereiche  sind,  daß  diese  Reihe  dort 
gleichmäßig  konvergiert.  Weil  jedoch  der  Hauptwert  des  Loga- 
rithmus nach  der  Definition  in  Nr.  376  für  negative  reelle 
Numeri  unstetig  ist,  so  werden  wir  die  negative  reelle  Achse 
dabei  ausschließen. 

Da  wir  den  Radius  r  beliebig  groß  wählen  können,  ergibt 
sich  also  mit  Rücksicht  auf  die  Auseinandersetzungen  der  letzten 
Nummer  der 

Satz  1:  Für  jedes  von  0,  —  1,  —  2,  —  3,  •  •  •  verschiedene 
reelle  oder  imaginäre  x  ist  der  Grenzwert 

worin  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  bestimmt  und  endUA. 
Außerdem  ist  in  jedem  solchen  endlichen  Bereiche  der  Zahlen- 
ebene,  der  frei  von  Stellen  der  negcüiven  redlen  Achse  isi,  der 
Hauptwert  des  LogarÜhmus  dieses  Grenzwertes  durch  die  gleitk- 
mäßig  konvergente  Beihe  darstellbar: 

y-m  -^4(x  -  1)  In  (1  +  1)  -  In  (1  +  ^^)]. 

B08.  Die  Beihen  fOr  di^  ▲bleitungen  von  lar(x). 

Da  wir  wünschen,  im  Anschlüsse  an  die  Betrachtung  der 
Gammafunktion  im  reellen  Bereiche  sogleich  auch  das  Wichtigste 
aus  der  Theorie  dieser  Funktion  im  komplexen  Bereiche  zu 
bringen,  um  nicht  diese  so  eng  zusammengehörigen  Betrach- 
5#7,  508] 
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tnngen  zu  zerreißen,  ist  es  jetzt  unerUBlich,  vorläufig  ohne 
Beweis  davon  Oä^rauck  zu  machen^  daß  die  gliedweise  Bifferen- 
Hatten  einer  gleichmäßig  konvergenten  Reihe  im  komplexen  Be- 
reiche gestattet  ist.  Der  Beweis  hierfür  wird  erst  viel  später^ 
nämlich  in  §  4  des  8.  Kap.,  zu  geben  sein. 

Hiemach  folgt  ans  der  Reihe  des  letzten  Satzes,  daß 

(1)         ^^-|-[>"('  +  s)-STkn] 

ist.  Doch  wollen  wir  direkt  zeigen,  daß  diese  Reihe  gleich- 
mäßig konvergiert.  Dies  tun  wir  unter  denselben  Voraus- 
setzungen und  nach  derselben  Methode  wie  in  der  letzten 
Nummer.  Indem  wir  nämlich  wieder  m  >  r  +  1  wählen,  finden 
wir  als  Wert  des  m**"  Gliedes  der  Reihe  (1)  die  Entwicklung 

2x~-8       r  1 1^  -] 

_  1  r(^-i)'  _  (X  -  ly  ,      -] 

ml     w«  m»       "^         J' 


woraus  folgt: 


«f+_l        l  +  8r'(r+l) 
"^    2»»    "*■  8m»  ' 


80  daß  die  Beendigung  des  Beweises  genau  so  wie  in  voriger 
Nummer  ist 

Wenn  wir  wie  in  (8),  Nr.  502: 

,,_§[!  _ta(l  +  i)] 

1 

setzen,  so  folgt  aus  (1)  und  hieraus: 


w     '-^'— .+|-a-sTk-T)' 


d  h.  die  Formel  (6)  von  Nr.  502,  die  aber  damals  nur  ffir 
positives  x  bewiesen  wurde,  während  wir  jetzt  wissen,  daß  sie 
ebenso  wie  die  obige  Formel  (1)  Ar  jedes  komplexe  rrgilt^ 
abgesehen  von  0,  —  1,  —  2,  —  3,  •  •  • . 
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Wiederholte  Differentiation  ron  (1)  oder  (2)  gibt: 

±^lf^m^t^^  i  (n-2,3...), 

und  diese  Differentiation  ist  nach  einer  oben  gemachten  Be- 
merkung gestattet.  Wir  wollen  auch  hier  die  gleichmäßige 
Konvergenz  direkt  beweisen.  Indem  wir  wieder  die  Annahmen 
der  letzten  Nummer  fiir  den  Yariabilitatsbereich  von  x  machen 
und  m  >  r  +  1  wählen,  finden  wir,  daß  das  m^  OUed  der  in  (3) 
rechts  auftretenden  Summe,  nämlich 

1  ^  j_  r       1       1* 

in  dieser  Form  entwickelt  werden  kann: 
80  daß 

ist,  woraus  nun  die  gleichmäßige  Konvergenz  wie  früher  folgt. 

Wenn  wir  in  (3)  die  Veränderliche  x  durdi  1+x  ersetzen, 
kommen  wir  zur  Formel  (2)  von  Nr.  503  zurück,  die  damals 
nur  für  positive  Werte  von  1+x  bewiesen  wurde,  während 
jetzt  feststeht,  daß  die  Formel  (3)  für  jedes  komplexe  x,  ab- 
gesehen von  0,  —  1,  —  2,  —  3,  •  •  •,  gilt. 

Säte  2:  Für  jedes  reelle  oder  imaginäre  rc,  abgesehen  von 
0,  —  1,  —  2,  —  3,  •  •  •  sind  die  JMeUungen  des  Logarithmus 
der  Oammafwnhtion  darsteßbar  durch  die  unendlichen  Beihen: 

^-(- !)■(.- DiS^^ir^ /»^ -M, -. 

Diese  Beihen  konvergieren  gleichmäßig  in  jedem  solchen  endlichen 
Sereiche  der  Zahlenebene,  der  frei  von  SteUen  der  negativen  reellen 
Achse  ist 
508] 
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B09.  Brste  Biifensohaft  der  Oammaftuiktion.   Aus 

der  in  Nr.  496  g^febenen  ursprÜDglichen  Definition  der  Gbrnma- 
fnnktion  im  reellen  Bereiche  leiteten  wir  in  §  1  einige  Eigen* 
Schäften  dieser  Funktion  ab.  Wir  wollen  nun  zeigen^  daß  diese 
Bigenschaften  auch  im  Bereiche  der  imaginären  Zahlen  gelten. 
Zunächst  folgt  aus  Satz  1  in  Nr.  507: 

m!  m''\l  +  nj  ml  m'jl  +  Bj 

^  W^a;(«+l)...(«  +  m  — 1)>    ^ '^^'*"  ^^  ""(«  +  !)(« +  2)...  (aj  +  m)' 

wobei  lim  rj^  =»  lim  «|„  =  0  für  lim  m  —  +  oo  ist.     Hieraus  er- 
gibt sich 

so  daß  für  lim  m  —  +  oo  der  Satz  hervorgeht: 

Satß  3:  Für  jedes  reelle  oder  imaginäre  x,  abgesehen  von 
O,  —  1,  —2,  —  3,  •  •  •,  hii  die  Gammafunktion  die  Eigenschaß: 

r(x  +  i)^xr(x). 

Diese    erste   Eigenschafl    der    Gammafunhtion    wurde    in 
Nr.  498  nur  för  reelles  rc  >  —  1  bewiesen. 

610.  Zweite  Bigeneoliaft  der  GAmmaftiiiktlon.  Nach 

dem  Satze  ron  Nr.  507  ist: 

ml  m'-^l  +  rij  «J»»"'(1+*J 

wobei    lim  fj^  « lim  -fr^  =  0    für  lim  m  =  +  oo    ist.     Hieraus 
schließen  wir: 

.     4-f:)(-f:)-(-g) 

r(.,r(.-.,-     (.  +  3(. +  ,_)(.  +  ».)     ' 
woraos  für  lim  m^^  -^  oo  folgt: 

Den  rechts  stehenden  Grenzwert  können  wir  nun  durch 
eine   andere  Betrachtung  finden:   Nach   der  in  Nr.  358   auf- 
gestellten Moiyreschen  Formel  ist  fOr  ganzes  positives  n: 
(cos  CD  +  «sin  a>)**  —  cos  2fia>  +  i  sin  2wa). 
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Rechnet  mati  die  Potenz  sadi  dem  Imiomiidiea  Sabee  aas 
und  ersetst  man  darin  cos'oi  ttets  durch  1  —ein' cd,  so  Aber- 
sieht  man^  indem  man  die  mit  i  behafteten  Glieder  ins  Auge 
faßt^  daß 


(2) 


8in2no> 
sin  a  COB  «o 


oder 


Siin  2ne 
sin  2« 


eine  ganze  rationale  Funktion  (n  —  1)^  Grades  von  sin^  gi  ist. 
8ie  hat  also  h  —  1  Nullstellen.  Sie  gehören  zu  denjenigen 
Winkeln  gi^  für  die  sin 2n(D  »  0^  aber  sin 2o  -f  0  ist^  d.h.  nach 
Nr.  373  zu  den  Winkeln  o  »  X;:r:2n,  wobei  k  eine  ganze  Zahl^ 
aber  lest :  2n  kein  ganzes  Yiel&ches  von  ^x  ist.  Die  Zahl  h 
ist  demnach  von  Null  versehieden  und  nicht  durch  n  teilbar. 
Für  alle  hiemach  gestatteten  Werte  von  k  nimmt  ain'o  ge- 
rade und  nur  die  folgenden  n  —  1  verschiedenen  Werte  an: 


sm' 


2n' 


sm" 


,2« 
2n' 


sm' 


>(»-!)* 


2n 


Es  ist  also  der  Ausdruck  (2)  eine  solche  ganze  rationale 
Funktion  (n  —  1)**"  Grades  von  sin*©,  deren  Nullstellen  diese 
n  —  1  Werte  sind.  Nach  Nr.  378  besteht  demnach  eine 
Gleichung  von  der  Form: 

sin  2no} 


smo  COB  09 


«  konst.  fsin*  cd  —  sin*  ^1  •  •  •  fsin*  cd  —  sin*  - — 2"! 


oder  auch  eine  Gleichung  von  der  Form: 


Bin2nio 
2nBina)  coscd 


konst. 


1- 


Bia' 


2n 


sm 


^{n-t)% 


2n 


Weil  die  linke  Seite  für  sin  cd  «  0  den  Wert  Eins  annimmt^ 
ist  der  konstante  Faktor  auch  gleich  Eins.  Setzen  wir  nun 
2no:3t  =  Xy  so  ergibt  sich  also  für  jedes  beliebige  x  und  jede 
ganze  positive  Zahl  n: 


XX 


(3)  sm;rar=«2nBm^-cosr— 


8m' 


2n 


sm' 


2nJ 


2n 


sm 


2ii      J 


Wir  sagen:  für  jedes  belid>ige  Xy  obgleich  2n(o  —  xx  gesetzt 
wurde  und  die  oben  benutzte  Moivreiiche  Formel  in  Nr.  35S 
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nur  fKc  veellea  f»  berwiesen  worden  ist  DaS  sie  aber  auch  für 
komplexes  ai  gilt,  folgt  daraas,  daß  nach  (5)  in  Nr.  373  für 
jedes  komplexe  m 

cos  ©  +  i  sin  CO  —  e'" 
nnd  demnach 

009  nm  +  f  sinno  =  c'"*', 
also  auch: 

(cos  d  +  ^'  sin  »)"  —  cos mo  +  i  sin  no 
ist 

Wir  lassen  nun,  nm  zu  dem  in  (1)  auffaretenden  Ghrenzwerte 
zu  gelangen,  die  Zahl  n  über  jede  Grenze  wachsen.     Wegen 

Bin'  — -  , 

hm  2n  smr— cosr—  =  nx.    lim ^  —: 


»s-f»  "  "  Jlss+OD 


sm' 


2n 
für  w  =  1,  2,  . . .  ti  —  1  folgt  dann  aus  (3): 

Hiermit  ist  der  in  (1)  rechts  auftretende  Ghrenzwert  be- 
stimmt.    Setzen  wir  ihn  in  (1)  ein,  so  kommt: 

^tN  1 sin  nx 

^^^  r{x)  r(i — a?)  *  ~ir'^ 

d.  h.  e»  gilt  der  folgende  Satz,  der  die  zweite  Eigenschaft  der 
Gammafunktian  zum  Ausdrucke  bringt  (vgl.  Nr.  499): 

Satg  4:  Fiir  jedes  reale  oder  imaginäre  Xy  abgesehen  von 
den  ganszaUigen  Werten,  hat  die  OammafunTdion  die  Eigenschaft: 

Die  ganzzahligen  Wert«  Ton  x  sind  nämlich  diejenigen, 
für  die  r{x)  bzw.  r(l  —  x)  unendlich  wird.  Für  sie  ist  übrigens 
auch  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  unendlich. 

Da  xr{x)  nach  Satz  3  der  vorigen  Nummer  gleich  r{l  +  x) 
ist,  so  folgt  noch  durch  Multiplikation  der  letzten  Formel 
mit  XI 

(6)  r(i-s)r(i  +  x)-^. 
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511.  Dritte  Bigenschaft  der  Oammaftinktteii.   Sind 

n  und  h  zwei  ganze  positive  Zahlen^  so  folgt  aus  Satz  1,  Nr.  507, 
wenn  darin  x  durch  x  +  h:n  ersetzt  wird: 

/         ^\  mim      «      (1  +«  ) 

wobei  lim  £^  =  0  für  lim  m  —  +  <»  ist.  Geben  wir  der  Zahl 
h  die  Werte  0,  1,  2,  ...  n  —  1,  so  gehen  n  Gleichungen  herror. 
Indem  wir  sie  miteinander  multiplizieren,  finden  wir: 


n  +  l 
..«    nx -—    m«. 


^  '^     \     '   n/         \     '      n   /     na;(nx+l)---(na;+mn— 1)' 

wobei  lim  iy^  —  0  für  lim  m  •=  +  oo  ist.  Andererseits  folgt  aus 
Satz  1,  Nr.  507,  wenn  wir  darin  x  durch  nx  und  m  durdh  «t» 
ersetzen: 


(mn).(mnr-'(l+,;) 


wobei  lim  i^m  —  0  für  lim  m^  +  oo  ist     Dividieren  wir  die 
beiden  letzten  Gleichungen  durcheinander,  so  folgt: 

(tnn)]m    > 

Lassen  wir  nun  m  über  jede  Grenze  wachsen,  so  nimmt 
die  rechte  Seite  einen  nur  noch  von  n  abhängigen  Wert  an: 

(1)  9>W-   lim  ^-^ ;^, 

(w  n)\m    8 
so  daß  kommt: 

(2)  r(a;)r(a;  +  i)  . . .  r(a;  +  ^)  -  »—  r(n  x)ip(n). 

Um  den  Wert  der  Fimktion  <p(n)  za  ermittebi,  setzen  wir 
allgemein: 

•11] 


m 


(3)  •  —        «+- 
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Alsdann  ist  nach  (1): 

Beseichnen  wir  den  hier  auftretenden  und  nach  (2)  bestimmten 
und  endlichen  Grenzwert  mit  A^,  weil  er  von  n  abhängt^  so  ist: 

(4)  ^(n>-y--A,    4.- to_fc^ 

oder  auch,  wenn  m  dorch  2  m  ersetzt  wird: 

Folglich  bekommen  wir  aus  der  zweiten  Formel  (4)  und  aus  (5): 

^        J,      „„+.  l [*(««)]•  •*(2»»«)l 

j  _  Um  r  ([»(*»)]•  j'-W"»*)]*-]. 


oder: 


Aiu  der  zweiten  Formel  (4)  folgt  jedoch,  wenn  darin  n  dnrch  2 
oder  aber  zugleich  n  durch  2  und  m  durch  9nn  ersetzt  wird: 

lim    W**)]'^  jt         lim    t^(^^)l'^  4 
SO  daß  wir  erhalten: 

Nach  der  ersten  Formel  (4)  ist  deshalb: 
(6)  9)(n)-y;i^-^ 

Andererseits  ist  aber  nach  (4)  und  (1): 

yä      m-+«    (2m)iyw 
-  lim  1/4. ^■^■i>J^-.-^^-^^^^ 

m=  +  oor         18    8     6        2m  — 1    2m  — 1' 
woraus  nach  der  Formel  von  Wallis  in  Nr.  481  folgt,  daß 

also  nach  (6) 

[5U 
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ist,  so  daß  schließlich  ans  (2)  hervorgeht: 
(7)    r(:c)r(:ci-^)...r(x  +  ^)-V2i''"'yn-*»'+^r(nj:). 

Was  die  auftretenden  Wurzeln  betrifft,  so  iert  daran  fest- 
zuhalten, daß 

n-l  

nach  den  in  Nr.  506  getroffenen  Festsetzungen  ganz  bestimmte 
Werte  haben.  Insbesondere  sind  die  Wurzeln  positiT,  wenn 
die  Exponenten  positir  sind,  so  daß  es  sich  nachtraglich 
rechtfertigt,  daß  wir  vorhin  bei  der  Bestimmung  Ton  A^  ein 
Produkt  Toii  Wnrzehi  zu  einer  einzigen  Wurzd  zastunmoi- 
gezogen  haben. 

In  (7)  ist  n  eine  ganze  positive  Zahl.  Da  r{x)  nur  für 
^  «  0,  —  1,  —  2,  •  •  •  unstetig  ist,  so  sind  also  in  (7)  solche 
Werte  von  x  auszuschließen,  die  negative  ganze  Vielfache  von 
1 :  n  oder  gleich  Null  sind. 

Säte  5:  Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  hat  die  Gamma- 
funktion  für  jedes  reeüe  oder  imaginäre  Xy  abgesehen  von  NuU 
und  negativen  ganzen  Vidfa^en  von  Im,  die  Eigenschaft: 

r(a;)r(a:+^)...r(a;+'-;;"^)  -  1/2V- ViF^^ 

Die  in  diesem  Satze  ausgesprochene  dritte  Eigenschaft  der 
Gammafunktion  geht  für  it  »  2  in  die  in  Nr.  499  unter  (4) 
far  positives  x  gefundene  Eigenschaft  über. 

Der  hier  ftir  den  Satz  5  gegebene  Beweis  ist  unabhängig 
von  den  beiden  in  Nr.  509  und  Nr.  510  gefundenen  Eigen- 
schaften der  Gammafunktion.  Um  die  Eonstante  A^  zu  be- 
stimmen, kann  man  sich  aber  auch  der  Gleichung  F(-|)  »  ^x 
nach  (2)  in  Nr.  499  bedienen.  Setzt  man  nSmlich  in  (2)  ins- 
besondere X  —  Y  und  w  =  2,  so  kommt  wegen  r(l)  »«  1  und 
nach  (6): 

y'i^iq>{2)^\y^2Ä,,  d.h.   A^^V2i. 

Man  kann  die  Funktion  q)(n)  nach  Legendre  auch  durch 
Benutzung  der  zweiten  Eigenschaft  der  Gammafonktion  be- 
stimmen. Setzt  man  nämlich  statt  r(x)  in  (2)  den  Wert 
511] 
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r(x  +  i):x\mi  statt  r(nx)  den  Wert  r{nx+l):nx,  so  folgt 
bei  der  alsdann  statthaften  Annahme  x  '=^0: 

(,)  r(i)4|)...r(^)-^ 

oder,  wenn  man  die  Reihenfolge  der  Faktoren  nmkehrt: 

(»)  r("-^)''(~)-r(i)-^- 

D»  nach  (5)  in  Nr.  510 

ist,  SO  gibt  die  Multiplikation  von  (8)  ond  (9)  miteinander: 

(10)  t9'(n)]»  =•   „    .    g" .   (n-l)n ' 

sm  —  Bm  —  •  •  •  sm  ^ — 

n        n  n 

Der  Nenner  rechts  ist  gleich  n :  2"^^  wie  wir  sogleich  zeigen 
wollen.  Daher  geht  in  der  Tat  der  schon  oben  f^r  q>(n)  ge- 
fundene Wert  herror. 

um  noch  zu  beweisen,  daß 

(11)  sm  —  sm —  •  •  •  sm  ^^ ^  —  -^  f 

ist,  gehen  wir  nach  DiridUä  davon  aus,  daß  die  n  —  1  von 
Eins  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  x"^  =  1  nach  Nr.  358 
mid  Nr.  373  die  Form 

tkn   ,    .    ,    Ihn        ,  -z-i 

cos h  t  sm oder    e  • 

(&-1,  2,  ...n-.l) 

haben.  Es  sind  dies  also  die  Wurzeln  der  Gleichung,  die  aas 
af  —  1  —  0  durch  Division  mit  x—1  hervorgeht: 

a:»-i  +  a;'»-»H x  +  1-0. 

Mithin  ist  fDr  jedes  x: 

also  fllr  a:—  1: 

(12)  n  «  (1  -  c^*)  (1  -  e^*)...(l  -  r^^*} 

Serxot,  nur.-  o.  Intogxal-Beoh|iaiig.  IL   9.  Aafl.  15  [KU 
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Da  aber: 

1  —  e  «     »«  1  —  COS t  Sin 

n  n 


=  2  Sin  —  (sin 1  cos — ) 

n.    '    kn  /       kn  ,    ,    .    k7i\ 
=  —  2i^m  —  (cos h*  810  — ) 


2    .    fc«   — * 
—  -r  sm  —  c  * 
f  n 


ist,  so  geht  aus  (12)  hervor: 

2""^     .     JT     .     2ä  .     (n—lW      -o— > 

n  —  -:;^3Y  sm  -  sin  —  •  •  •  sin  — ^^^  •  c    *      • 

Es  ist  aber  e^^*  gleich  cos^jr  +  i  sin  1«,  A  h.  gleich  i.  Die 
}etzte  Forniel  geht  demnach  in  die  zu  beweisende  Formel  (11)  üben 

§  4.  Einige  Anwendungen  der  Oammafunktion* 
512.  Die  Integrale 

I  er-^*"^  x^~^  coutxdx    und    /e-«*«?»"-^  ein  ««da?. 

Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  zeigen,  daß  sich  eine  An- 
zahl von  wichtigen  bestimmten  Integralen  mit  Hilfe  der  Öamma- 
fonktion  auswerten  laßt. 
Die  Integrale 

+  00  +00 

(i)      u^^  j  e''"'sf^contxdXy    v^^  I  e''"sf^8mixdXf 

0  Ü 

in  denen  a,  p  und  t  als  positive  Zahlen  vorausgesetzt  werden, 
sind  augenscheinlich  konyergent.  Es  ergibt  sich  dies  wie  die 
Konvergenz  von  r(p)  in  lifr.  496,  da  |  cos  tx  \  und  |  sin  te  |  ;^  1 
isind.  Daß  die  Werte  der  Integrale  von  dem  Werte  der  Zahl  p 
abhängen,  haben  wir  durch  ihre  Bezeichnung  mit  t«^  und  v^ 
hervorgehob^.  Wir  können  aber  u^  und  v^  als  Funktionen 
des  Parameters  t  betrachten  und  nach  t  unterhalb  der  Integral- 
SU,!  51!^]    '  '      ■ 
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zeichen  differenzieren^   vorausgesetzt^  daß  die  heryorgeken^en 
Integrale  konvergent  sind.     Die  Differentiation  ergibt  nun: 

+.«p  .  +  •> 

nnd  man  sieht ^  daß  die  Integrale  nach  (1)  gerade  gleich  v^^^ 
und  u^^i;  folglich  auch  konvergent  sind.    Demnach  haben  wir: 
du  dv 

Die  Integrale  u^^^  nnd  i;^^^  lassen  sich  mittels  teilweiser 
Integration  leicht  auf  u^  nnd  v^  zurückführen.  Denn  wenn 
wir  cos  tx  und  sin  ix  als  die  Ableitungen  von  sin  tx :  t  und 
—  cos^x  :  Tnach  x  betrachten,  so  finden  wir: 


m;^,^!  =•  [c"*'a;^^^J    —  ^fe-'''xP'^Bmtxdx  +  jje''''''sfBmtxdx, 

0  0  0 

p^^.1—  e-*'af^^^     +  ~  I  e-'^af-^eostxdX'-j  I  e-'^'ofcoBtxdx. 


Die  in  den  eckigen  Elammem  stehenden  Ausdrücke  sind  für 
beide  Orenzen  gleich  Null,  weil  a  >  0  und  jp  >  0  ist.  Also 
folgt: 


^p+i"-~7^^  +  TVi^ 

<^P+i 

p            a 

woraus 

wir  berechnen  können: 

Vi- 

„^%+"^P 

■P    «•  +  <• 

Setzen 

wir  diese  Werte  in  (2) 

ein,  so 

erhalten  wir: 

^^_      „*^  +  «^P 

dt  ~ 

dt              P    a^  +  t^    ' 

Bieraus  schließen  wir,  daß 

Ji[H%  ±  i^p)  +  pM^  ±  i^}  -  0 

ist,  indem  wir  den  Logarithmus  auch  im  komplexen  Gebiete, 
«^16  schon  in  Nr.  507,  mit  In  bezeichnen.    Diese  Formel  gilt 

!«•  [51« 
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eowohl  Ar  die  oberen  als  auch  für  die  unteren  Vorzeichen. 
Aus  ihr  schließen  wir^  daB  die  Ausdrücke 

ln(tt,  +  *>,)  +phi(t  +  ia),    ln(tt^  —  iv^)  +1>  ln(^  —  t«) 

Ton  t  unabhängig  sind.  Dasselbe  gilt  vom  Numerus  ihrer  Summe 
und  Yon  ihrer  durch  2%  dividierten  Differenz.  Letztere  liefert 
nach  (1)  in  Nr.  377  Arkusfunktionen.    So  erkennen  wir,  daB 

(uj  +  vf)  {fi  +  a^y    und    Bxctg^  —  parctg-  +  \pn 

von  t  unabhängig  sind.  Nun  ist  t«^  ffir  ^  »  0  nach  (1)  in 
Nr.  497  gleich  r(jp) :  o^  und  t;^  gleich  Null.    Demnach  folgt: 

wenn  der  Arkus  auf  den  Bereich  ron  —  jsc  bis  +  j«  be- 
schrankt wird.  Setzen  wir  t^^atgg),  indem  wir  g>  auf  den- 
selben Bereich  einschränken,  so  ergibt  sich  hieraus: 

ti^  —  ±  — y^  cos''  g>  cospq),     t;^  —  ±  -^  cosP  q>  sinj>9 , 

wobei  entweder  die  Plus-  oder  die  Minuszeichen  gelten  müssen. 
Da  sich  aber  u^  für  ^  —  0  oder  q>  ^0  auf  r(jp)  :  a'  reduziert, 
so  gelten  die  Pluszeichen.    Nach  (1)  ist  also: 

+  00 

e'""af'^C0Btxdx^  -~^  co^  q>  cos pq>  —  -^sin''9C08j)9>, 


(3) 


0 

+  • 


0 

1    •     ^     J  r'(P)  •  •  I"(P)     •    « 

"  *  Sin  txax  =  — ^  cos''  q)smpq>  ^  — ^  sm**  q>  suipq>j 

er  V 

6' 

wenn  a  und  p  positiv  sind.  Dabei  bedeutet  tp  den  zwischen 
^\x  und  +  \yt  gelegenen  Winkel,  dessen  Tangens  gleich  t :  a 
ist.  Daß  die  Formeln  auch  für  negatives  t  gelten,  erkennt 
man  sofort  aus  cos  (—  tx)  —  cos  tx  und  sin  (—  ix)  «=  —  sin  tx. 

513.  Die  Integrale 

x^^^eomtxdx    und     1  x^"^ wiatxdx. 

Die  Formeln  (3)  der  letzten  Nummer  sind  nur  für  a  >  0  be- 
wiesen. Wir  w(Aen  aber  zeigen,  daß  sie  auch  noch  f&r  oe  —  O 
61»,  K18] 
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gelten.  Allerdmgs  maß  dann  p  auf  den  Bereich  0<jp<l 
eingeschränkt  werden.  Denn  beim  Grenacübergange  zu  lim  a  —  0 
gehen  die  beiden  Integrale  über  in 

+  flP  +  OB 

(1)  I  sf'^coBtxdx    und      1  af^^Bintxdx, 

0  0 

xind  wir  können  beweisen,  daß  sie  für  p  ^  1  divergieren.  Dabei 
nehmen  wir  wie  rorhin  ^  >  0  an. 

Ist    nSmlich  |>  >  1,   so   bedeute  k  irgend   eine   positive 
ganze  Zahl,  und  es  sei 

n  = J-^— ,     m  = ^?- ,     also    w  >  »  >  0 

gewählt  In  dem  Intervalle  von  x  ^n  bis  o? »  m  ist  sin  tx 
stets  positiv  und  mindestens  gleich  ||y2|.  Außerdem  ist 
af"^  positiv,  also 

m 

(2)  Jaf-^äiitxdx>\\Y2\fx'-'dx-\\y2\^!^^- 

n  n 

Da  nun 

niP  —  fiP  ^  (w  — n)(m^-*  +  n^-^n  4 h  «^~0 

ist,  also  für  lim  n  «  +  o^  oder  lim  A;  =>  +  cx)  auch  zu  +  cx) 

wird,  weil  p  >  1  angenommen  wurde,  so  hat  das  Integral  (2) 

für   beliebig  großes   n   keinen  solchen  Wert,   der  kleiner  als 

eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive  Zahl  isi    Das  zweite 

Int^pral  (1)   ist   demnach   ffir  p  >  1  divergent,   nach  Satz  1, 

17r.  465.    Analog  beweist  man  die  Divergenz  des  ersten  Integrals 

(1)  för  jp  >  1,  indem  man 

2«*                   23rÄ;  +  4« 
n=.  — ,      m p- 

aetsi 

Ist  j)  «^  1  oder  0  <jp<  1,  so  machen  wir  in  den  Integralen 

(1)   die   Substitution    x^  a\t  und   erhalten,    abgesehen   vom 

Paktor  1 :  f',  die  Integrale: 

+  OP  +00 

(3)  Jt^'^''  Jt^'^'- 

0  0 

[51S 
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bas  erste  ist   für  p  =^  1   nach   dem   5.  Beispiele  in  Nr.  464 
diyergent;  ebenso  offenbar  das  zweite. 

Daß  dagegen  die  Integrale  (3)  f&r  0  <  j>  <  1  konrergieren 
nnd  infolgedessen  auch  die  Integrale  (1)^  wird  durch  eine 
Betrachtung  ähnlich  den  Überlegungen  in  Nr.  469  bewiesen, 
weshalb  wir  uns  kurz  fassen  und  die  Betrachtung  nur  für  das 
zweite  Integral  (3)  anzudeuten  brauchen:  Indem  wir  das  Inter- 
vall in  das  Ton  0  bis  ä,  von  «  bis  2;r  usw.  zerlegen,  ver- 
wandeln wir  das  zweite  Integral  mittels  naheliegender  Sub- 
stitutionen in  die  unendliche  Reihe 

n 


deren  Glieder   abwechselnd   positiv   und   negativ   und   absolut 
genommen  kleiner  als  die  Integrale 


/_dz_         r     dz  r 


dß 


i-^pf 


7t +  ß) 

sind,  die  bis  zui'  Null  abnehmende  Werte  haben.  Nach  Satz  9, 
Nr.  104,  ist  also  das  zweite  Integral  (3)  als  konvergente 
unendliche  Reihe  darstellbar.  Entsprechendes  gilt  für  das  erste 
Integral  (3). 

Wir  kehren  nun  zu  den  Formeln  (3)  der  letzten  Nummer 
zurück.  Wir  haben  gesehen,  daB  ihre  linken  Seiten  für  lim  a  »  0 
und  0<|><1  bestimmte  endliche  Grenzwerte  haben.  Für 
lim tt  »  0  wird  lim  ff^jx,  weil  igq>  ^i:a  ist,  so  daß  auch  die 
rechten  Seiten  bestimmte  endliche  Gh'enzwerte  bekommen. 
Demnach  finden  wir: 

+  00  -f  90 

(4)  I af-^GOBtxdx=='-~coB~px,    j  af'^smtxdx^-^siu^px 

-.   0    ■  .0  ^  - 

für  0  <i)  <  1  und  ^>  0.  Wird  in  der  letzten  Formel  r(p) 
nach  (1)  in  Nr.  499  durch  ä  :  r(l  —p)Binpx  ersetzt,  so  gibt 
der  Grenzübergang  zu  lim^)  —  0  die  schon  in  Nr.  493  unter  (6) 
gefundene  Formel. 

5iS] 
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/■' 

514.   Das   Integral/ coB**-«-^  9  «lii«*^  9  cos  i>9>il9> 

viifl  verwandte  Integrale.    Werden  die  Formeln  (3)  ron 
Nr.  512  mit  t"^"^  multipliziert,  so  kommt,  da  t'^aigfp  ist: 

(1)1".. 

/6-"af-*^-*sinfa:rfa;==— ^1^ 

we^n  <r,  p  und  t  positiv  sind.     Unter  g  wollen  wir  eine  ZMal 
swischen  0  und  1  yerstehen. 

Wir  dOrfen  nun  hinsichtlich  t  beiderseits  etwa  von  t  «^  e 
bis  /  =«  T  integrieren,  wobei  0  <  £  <  T  sei,  und  zwar  darf  dies 
links  unter  dem  Integralzeichen  geschehen.  Aber  wir  behaupten, 
daß  die  herroigehenden  Formeln  unter  der  Yoransset^ung 
p>q  auch  noch  richtig  bleiben,  wenn  wir  lim  £»0  und 
lim  T  »  +  oo  wählen.  Zum  Beweise  müssen  wir  zeigen,  daß 
dann  beiderseits  bestimmte  endliche  Werte  herrorgehen. 

Links  treten  die  Integrale  mit  der  Veränderlichen  t 
+  »  +  • 

0  0 

auf,  die  nach  (4)  in  voriger  Nummer  gleich 

--f^cosljjr,     -;^8ini«^ 
«'  x* 

sind,  80  daß  die  Integration  der  linken  Seiten  von  (1)  hinsichtlich 
t  von  0  bis  +  oo,  abgesehen  von  den  Faktoren: 

r(g)cos^5';r,    r(2)sin|gÄ, 
das  Integral 

0 

.    ergibt.    Dies  Integral  aber  ist,  weil  p>q  angenomn^en  wurde, 
nach  (1)  in  Nr.  497  gleich  r(p -}):«''-«. 

[614 
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Was  di&^^echten  Seiten  yon  (1)  betrifft,  so  ist  zu  bemerken, 
ßifi^  darin  igq>  »^tiac  ist.  Wenn  wir  also  hinsichtlich  t  von 
0  bis  +  oo  integrieren,  so  ist  rechts  hinsichtlich  g>  yon  0  bis  \x 
zu  integrieren,  weil  a  >  0  ist.  Da  außerdem  dt«=»adfp :  cos*^ 
irt,  so  müssen  wir  die  rechten  Seiten  yor  der  Integration  noah 
mit  a:cos^9  multiplizieren.  Alsdann  gehen  rechts,  abgeMhen 
yon  dem  yon  t  freien  Faktor  r(j!>) :«'""«,  die  Integrale 


/ 


p,     I  COS^-9-^ 


cos''~«~^9>sin«"*ycosjpyrf9>,  I  cos*"""«"^  ?)8in«"^y  sinjpyrf^? 

heryor,  die  beide  konyergent  sind.  Denn  weil  0<j<l,i>>g 
ist^  so  wird  die  (j-^l)**  Potenz  yon  siny  fär  limq>«—0  in 
niederer  Ordnung  unendlich  als  1 : 9  und  die  (p  —  g  —  1)^  Potenz 
ton  cos  if  f&r  lim  ^  ^\%  in  niederer  Ordnung  unendlich  als 
\i{\n  —  ip)y  falls  sie  nicht  überhaupt  endlich  bleibt 

Wenn  wir  nach  der  ausgeführten  Integration  yon  (1)  nach  < 
bzw.  ^  die  beiden  Seiten  der  erhaltenen  Gleichungen  yertauschen 
und  alles  mit  a^^^iFijp)  multiplizieren,  so  folgt  also: 


(2) 


/co8''~«"*9sin«~^ycospg?rfg?  =        TM        ^**i2*y 
0  ■ 

I  coa^"^"^  (p sin^"^ ip Bin p(p dtp  =        r(  )        8in-|g« 


für  0  <  2  <  1  und  p  >  g. 

Offenbar  können  wir  hier  den  Grenzübergang  zu  lim  q^l 
machen,  so  daß  sich  wegen  r(p)  «=  (P  —  1)  r(jp  —  1)  ergibt, 
daß  für  p  >  1  die  Formeln  gelten: 


(3) 


I  co9'*~*9)Cos|><)prf^p  =  0,      I  coB^~*q>sinpq)dq) 


jp-i 


Setzen  wir  dagegen  in  (2)  für  q  den  Wert  jp  —  1,  so  muß 
p  wegen  0  <q<l  zwischen  1  und  2  liegen.    Alsdann  kommt: 

(4)  /sin'-^f  cosj!)^prf9)  =  -5^5£^'!,     /  sin^^^y sinjpy dy  =« ^^^x  '* 


»14] 
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Obgleich  wir  diese  Formeln  nur  fiir  l<p<2  bewiesen 
haben,  gelten  sie  doch  ftlr  jedes  J)  >  1.  Man  gewinnt  sie 
luonlich  auch  aus  den  Formeln  (8),  wenn  man  (p  durch  |^  — 9 
ersetzt. 

Wenn  wir  in  der  zweiten  Gleichung  (2)  nach  (1)  in 
Nr.  499 

setzen,  was  geschehen  darf,  da  0  <  g  <  1  ist,  so  zeigt  der 
Grenzübergang  zu  lim  4  —  0,  wobei  r(l  —  q)  in  Eins  übergeht^ 
daß  beide  Seiten  der  Gleichung  bestimmt  und  endlich  bleiben, 
so  daB  sich  für  p>  1  noch  ergibt: 


J  81 


(5)  J'^einV         ^y°i^- 

Es   ist  bemerkenswert,   daß   dies  Integral  einen  Yon  der 
positiven  Eonstanten  p  unabhängigen  Wert  hat. 


g  5«  Fortgesetzte  Betrachtung  der  Oammafnnktion. 

515.  ▼orbemarkiuig.  Die  Theorie  der  Eulerschen 
Funktionen  ist,  auch  wenn  man  yon  ihren  Anwendungen  ab- 
siehty  mit  dem  in  §  1 — 3  Vorgetragenen  bei  weitem  noch  nicht 
erschopfk.  Es  erscheint  uns  angebracht,  in  diesem  Paragraphen 
noch  einiges  aus  der  Theorie  hinzuzufügen,  das  besondere» 
Interesse  beansprucht  Die  folgende  Betrachtung  wird  beherrscht 
durch  eine  mit  der  Funktion  r(x  + 1)  eng  zusammenhängende 
Funktion  ii(x),  die  wir  zunächst  nur  für  ganzes  positives  ar 
definieren.  Man  kann  aber  ihre  Definition  auf  komplexe  Werte 
von  X  ausdehnen«  Dadurch  werden  wir  dazu  geführt,  die 
Gammafnnktion  für  reelles  positives  x  durch  eine  merkwürdige 
Reihe,  die  Stidingscke  Beihe  darzustellen,  die  unbegrenzt  fort- 
geht,  zwar  durchaus  diver^ert,  jedoch  abgebrochen  ein  besonder» 
bequemes  Hilfsmittel  zur  näherungsweisen  Berechnung  der 
Gammafunktion  bietet.  Die  bekannte  Formd  von  WoMis  in 
Nr.  481  ist  es,  die  diesen  Betrachtungen  als  wesentliche  Grund- 
lage dient  Schließlich  soll  der  Verlauf  der  Gammafunktion 
für  beliebige  reelle  Werte  der  Yeranderlioben  erörtert  werden. 

[514,  51S 
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616.  Über  eine  mit  der  Faknltftt 
h&ngende  Funktion  fA(jr).  Es  sei  bis  auf  weiteres  unter  x 
eine  beliebige  ganee  positive  Zahi  yerstanden.  Alsdann  betrachten 
wir  die  Funktion 

Darin  soll  y2jc  und  x^  positiv  sein. 
Aus  (1)  folgt  sofort: 

Weil  X  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  so  liegt  1 :  x  zwischen 
0  und  1  und  ist  höchstens  gleich  1.  Mitbin  gilt  nach  (4)  in 
Nr.  120  die  konvergente  Entwicklung: 

-(i+l)-:-w  +  s|.--  +  ^S^'  +  -- 

so  daß  aus  (2)  die  ebenfalls  konvergente  Entwicklung  folgt: 
{^>i  In  -J*(^L.  «  JL  -.  _1_  4.  _i_  _        4.  (-l)"(n^l)      ^  ^ 

In  dieser  Reihe  sind  die  OUeder  abwechselnd  positiv  und 
negativ.  Der  absolute  Betrag  des  Verhältnisses  aus  dem  m^ 
und  (n  —  1)*^  Gliede  der  Reihe  ist  gleich 

n<  1. 

n«  +  n-2  '  «' 

also  gleich  l:x  für  n  =  2  und  kleiner  als  1 :  o;  f&r  n  >  2. 
Die  absoluten  Betrage  der  Glieder  der  Reihe  (3)  nehmen  mit- 
hin vom  zweiten  an  beständig  ab^  und  zwar  selbst  ffir  den 
kleinsten  Wert  x  ^1  von  x.  Außerdem  streben  die  Glieder 
mit  wachsendem  n  nach  Null. 

Wir  können  also  aus  (3)  den  Schluß  ziehen: 

oder: 

(4)  _i'(*^<ci^ 

Wir  können  aber  aacli  eine  noch  niedrigere  Grenze  fllr  den- 
selben Quotienten  finden,  und   dies  soll  sogleieb  geachehen, 
d«  wir  sie  doch  später  —  in  Nr.  518  —  gebrauchen. 
«1«] 
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Mnltiplizieren  wir  nämlich  die  Gleichung  (3)  mit  x  -f-  1, 
so  kommt: 

/^    I     IMn       ^(^)  J__^_i_4.  (-i)>'(n-2) 

In  dieser  Reihe  fehlt  das  Glied  mit  1  :  a:^;  die  Glieder  der  Reihe 
sind  abwechselnd  positiv  und  negativ^  und  der  absolute  Betrag 
des  Verhältnisses  aus  dem  n^^  und  (w  —  1)*®"^  Gliede  der  Reihe 

(«  -  2)  (n  +  8)"  «  ' 

d.  1l  gleich  1  :x  für  «  =  3  und  kleiner  als  1  :  a;  für  n  >  3, 
selbst  fftr  a;=  1.     Demnach  erhalten  wir: 

oder: 

{^\  1       f*(^)     ^         1 i.  /i  __     ^    \ 

^^-'  "*^(a?  +  l)'^12x(a;  +  l)"' 12U       ar  +  l/' 

Nach  dieser  Einschaltung  kehren  wir  zur  Ungleichung  (4) 
zurück.  Verstehen  wir  unter  0q  eine  positive  Zahl  kleiner 
als  ^,  so  läßt  sie  sich  90  schreiben: 

(6)  _HM__e^. 

Ersetzen  wir  hierin  x  nach  und  nach  durch  o;  +  1,  x  +  2, 
-  "2x  —  1,  so  ergeben  sich  analoge  Gleichungen,  in  denen  an 
die  Stelle  ton  S^  andere  positive  Zahlen  9^,  ^v  ' ' '  ^x-i  treten, 
die  samtlich  kleiner  als  }^  sind: 


(7) 


^{x  +  2) 

11/9*—- 1^ 

.  »»-1 

6^»«-l)' 


^(2ar) 

In^esamt  liegen  in  (6)  und  (7)  gerade  x  Gleichungen  vor, 
die  wir  alle  miteinander  multiplizieren,  wollen.  Dabei  geht 
rechts  eine  Exponentialfunktion  mit  dem  Exponenten 


x*^(x  +  l)*^      ^(2ar  — 1)«^12  a?«    '^       12« 


[SM 
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hervor.  Es  gibt  also  eine  positiTe  Zahl  0  kleiner  als  ^  deiv 
art^  daß 

ist    Hieraus  folgt: 

falls  X  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet 

B17.  AsymptotiMliOT  Wmrt  der  Faknlt&t.     Wenn 
wir  nun  bedenken^  daß  nach  der  Formel  von  Wallis  in  Nr.  481 

,.        2^    2^    4    4        2^Ä_---_2    2a: --2        2x  ^ 

X iT«o  T  "  3^ '  3  '  ö  " "  2x~'^  '  2a;— 1  *  2«  —  I  ""  « * 

ist,  wofür  wir  auch 
oder 

schreiben  können,  so  folgt  durch  Wurzelftusziehen,  da  die 
Funktion  (i  stets  positiT  i«t: 

^^^  ,  =  +  »  »»(2*) 

Hiernach  und  nach  (9)  in  Toriger  Nummer  ist: 

(2)  lim    ii{x)'^l. 

Da  ii(x)  nach  (3)  in  voriger  Nummer  stets  größer  als  ii{x  +  l) 
ist,  so  strebt  fi{x)  mit  wachsendem  x  abnehmend  zur  Grenze 
Eins,  d.  h.  es  ist 

(3)  (i(x)  -  1  +  £, 

wobei  €  eine  positive  Zahl  bedeutet,  die  för  lim  x  ^  +  oo  den 
Grenzwert  Null  hat  Nach  der  Definition  (1)  von  n{x)  in 
voriger  Nummer  folgt  also: 

r  —  1  +  fi 

V^i-x^'i 
oder: 

(4)  x\  -  i/2"ä  c-'a;'+* (1  +  «). 
ffl6,  517] 
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Diese  Formel  besagt,  daß  sich  die  Fakultät  xl  und  die 
Funktion 

(5)  yä^e-'af+i 

mit  unbegrenzt  wachsendem  ganzzaUigen  x  asf/mptoUsch  ein- 
ander nähern,  d.  h.  daß  ihr  Verhältnis  um  so  weniger  von  Eins 
abweicht,  je  großer  die  ganze  positiye  Zahl  x  gewählt  wird. 

B18.  Binengimg  der  Fakidt&t  swlsohen  iwei 
Chrtnieiu  Soeben  haben  wir  eine  Funktion  von  x  gewonnen, 
die  sich  der  Fakultät  x\  mit  wachsendem  x  derart  asymptotisch 
nähert,  daß  sie  doch  immer  kleiner  als  x\  bleibt.  Wir  können 
nun  aber  auch  eine  obere  Grenze  für  x\  ableiten: 

Nach  (3)  in  voriger  Nummer  ist 

(1)  K^)-i  +  «, 

wo  f  > 0  und  lim  «  —  0  für  a;«  +  oo  ist.  Folglich  ist 
ln/t(rc)  positiv.  Nun  ist  nach  der  Definition  von  ik{x)  in  (1), 
Nr.  516,  für  ganzes  positives  x^  weil  x\  =  r{x  +  1)  ist: 

(2)  In  r(^  +  1)  -  I  In  {2n)  --x  +  {x  +  \)\nx +  \ji  [i(x). 
Also  ergibt  sich: 

(3)  ]jir(x+l)>\hi(2je)^x  +  (x  +  \)]nx. 

Femer  ist  ftr  jede  Funktion  (i(x): 

Wenn  aber  die  ganze  positive  Zahl  m  unbegrenzt  wächst,  so 
erreicht  In  ii{x  +  m  +  1)  nach  (2)  in  voriger  Nummer  den 
Grenzwert  NulL  Demnach  gilt  für  jedes  ganze  positive  x  die 
Entwicklung:  ^^ 

(4)  ln^(:r)-§ln-/^+?-. 
Die  Ungleichung  (5)  von  Nr.  516  liefert  mithin: 

[Bit,  Bl» 
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o4er: 

(5)  >/»(*)<ifc- 

Hieraus  aber  folgt  nach  (2)  f&r  jedes  ganze  positive  x: 

(6)  In  r(x  +  1)  <i  In  (2  *)  -  x  +  {x  +  |)  In  a;  +  jj^. 

Gehen  wir  nuii  in  den  beiden  Ungleichungen  (3)  und  (6) 
Ton   den  Logarithmen  zu  den  Numeris  über^   so  ergibt  sich 

filr  jedes  ganze  positivere: 

•  ____  .  i_ 

(7)  l/2flrc-'af+i<a;l<}/2^c'"  "*4;*+*- 

Hiermit  ist  x!  gwischen  zwei  Chrengen  eingeschlossen  ^  die  um  so 
weniger  voneinander  abweichen,  je  größer  x  wird. 

B19.  Dl«  QnAmrmmamMOhm  Baih«.  Die  Formel  (4)  der 
letzten  Nummer  geht  nach  (2)  in  Nr.  516  über  in: 

(1)  h»K^)-^[(x  +  m+i)ln(l+^-;;j)-l} 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Formel  (2)  der  letzten  Nummer 
ein,  so  kommt  die  von  Crudermann  herrührende  Entwicklung: 

(2)  In  r(a:  +  1) 

■      +90 

=  lln(2«)  -x  +  ix  +  \)\nx  +^(a;+«»+ A)lii(l+^)-l]. 

Diese  Formel  ist  freilich  nur  unter  der  Yoranssetzung  ab- 
geleitet worden,  daß  x  eine  ganze  positive  Zahl  sei.  Wir  können 
nun  aber  ebenfalls  durch  Anwendung  der  für  die  Fakultät  ge- 
wonnenen asymptotischen  Funktion  in  Nr.  517  zeigen,  daß  die 
Öudermännsche  Reihe  nur  eine  Umformung  der  in  Nr.  507 
aufgestellten  Reihe: 

(3)  lnr(a.)-^[(a:-l)ln?^-ln?L±^-^^-] 

1 

ist,  von  der  wir  wissen,  daß  sie  f&r  jedes  komplexe  x,  abgesehen 
von  Null  und  den  negativen  ganzzahligen  Werten,  richtig  ist 
IJm,  dies  zu.  tun,  setzen  wir  von  jetzt  an  voraus,  daß  x  me 
pelidHge  reeUe  oder  komplexe  ZoM^  abgesehen  von  NuU  und  den 
«^18,  519] 
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negativen  gangen  Zahlen,  bedeute.  ALsdann  sei  u^  das  m^  Glied 
der  Beiiie  (3);  also: 

(4)  «^_(^_l)ln?^_ln5+^^ 

Nach  (8)  ist  In  r(x)  der  Ghrenzwert  der  Summe  Mj  +  w,  H h  w» 

für  lim  n  =-  +  C30-  Diese  Stimme  aber  können  wir  identisch  in 
folgender  Art  umformen: 

«1  +«>  +  •••+  w« 

+  «^1  -  ^  +  [(^a  -  ^i)  +  K  -  «'j)  +  •  •  •  +  (t?«  -«'«-i)]; 

wenn  wir  unter  v^,  v^,  *  -  *  t;^  irgend  welche  ebenfalls  stetige 
Funiktionen  von  x  verstehen.  Denn  die  Glieder  der  letzten 
Zeile  heben  sich  gegenseitig  fort.     Hiemach  ist: 

•«  »—1 

Wahlen  wir  insbesondere 

t?^  =*  (rc  +  w  —  1)  In  (ic  +  m  —  1)  —  (a:  +  m  —  1) , 

80  sind  alle  Funktionen  v^j  v^,  ^z,-''  stetig  fQr  jedes  komplexe  x, 
abgesehen  von  negativen  reellen  Werten^  und  es  kommt: 

2.«.-i[(*-l)b2-ln^]  +  i[(«-l)ln5±A-la*-±J-=:-^] 

1 

-f-xlna:— a;~(a?  +  n— l)ln(iC+n—  l)  +  a;  +  n— 1  +  ^»^ 
worin  w^  die  Bedeutung  hat: 

«'„-(*  +  »H-i)ln(l+^-:-_-,)-l 
+  I  («  -  1)  In  •!^' +  i  In («»+ 1)  m. 

Aber  augensclieinlich  ist 

so  daß  kommt: 

[Sl» 
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(5)    ^u„-^[(x-l))n(l+^)-ln{l  +  '^)] 

^         +  («  -  i)  In  a:  +  {(«  -  1)  In  »  (n  +  1) 

-(a?  +  n-l)ln(a;  +  »  — 1)  +  »  — l+ln«!-ilB» 

+  ^[(a;  +  m-i)ln(l  +  -4^)-l]. 

1 

Nun  wenden  wir  die  in  Nr.  517  ffir  In  n!  gefiindeDe 
asymptotische  Funktion  an.  Setzen  wir  nämlich  in  der  dort  ent- 
wickelten Formel  (4)  ftr  Xy  worunter  damals  eine  ganze  positire 
Zahl  yerstanden  worde^  die  ganze  positive  Zahl  n,  so  erhalten  wir 

In  n!  -  I  hl  (2  jir)  -  n  +  (n  +  I)  In  »  +  In  (1  +  4 

wobei  e  f&r  ]im  n  »  +  oo  den  Grenzwert  Ntdl  hat  Diesen 
Ausdruck  führen  wir  in  (5)  ffir  hin!  ein.  Femer  hat  die  in 
(5)  in  der  ersten  Zeile  stehende  Summe  für  lim  n  *  -f  (>o  den 
Grenzwert  Null,  und  sie  sei  mit  ri  bezeichnet,  so  dafi  lim  ij  —  0 
ffir  lim  if^  +  oo  ist.     Alsdann  erhalten  wir: 

n 

2  u„  -  ij  +  In  (1  +  e)  +  i  In  (2  «)  -  1  +  (a;  -  i)  In  a; 

+  \  (x -l)\nn(n+l)—(x+n—l)bi(x+n—l)+Hhin 

+  ^[(a;  +  m-i)ln(l+^^:pi^)-l]. 

1 

Die  Summe  der  Glieder  der  zweiten  Zeile  ist  gleich 

-!(»-»i»<-^-!^-«'»(n---^) 

und  hat  daher  für  lim  n  =  +  c»  den  Grenzwert  —  (a:  —  1), 
so  daß  der  Grenzübergang  liefert: 

hl  r{x)  —  |hi  (2  ä)  +  (a:  —  I)  In  a?  -  a; 

Ersetzen  wir  hierin  x  durch  x  +  1,  so  kommt: 

In  r(»  +  1)  -  |ln(2  «)  +  («  +  i)  In  (»  +  1)  -(«  +  1) 

+  ^[(a;  +  .»  +  X)ln(l+^-^)-l]. 
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Wollen  wir  die  letzte  Summe  statt  von  m  »  1  an  schon  von 
4»  »  0  an  erstrecken^  so  müssen  wir  noch 

(x  +  i)ln(l  +  i)-l 

abziehen.    Alsdann  kommt: 

(6)  In  r(x  +  1) 

-ilB(2«)-x+(«+i)lnar+2[(«+«»+l)l'»(l+;r-!:«)-l]- 

0 

Dies  aber  ist  die  Gmdermannsche  Formel  (2).  Wenn  wir 
beachten,  daB  die  Formel  (3)  in  einem  Bereiche ,  der  frei  von 
negatiren  reellen  Werten,  ist,  nach  Satz  1,  Nr.  507,  gleich- 
mäßig konvei^iert,  so  erkennen  wir,  daß  die  Entwicklang  (6) 
in  einem  Bereiche,  der  von  den  reellen  Stellen  x^—-!  frei 
is^  überall  gleichmäßig  konvergiert  Denn  obwohl  in  (6)  auch 
hl  X  auftritt  und  \nx  f ür  o: »  0  unstetig  wird,  ist  doch  zu 
bemerken,  daß  das  für  m  *->  0  herrorgehende  Glied  der  Summe 
ebenfalls  In  x  enthält  und  sich  diese  beiden  mit  hl  x  behafteten 
Terme  fortheben. 

Es  folgt  hieraus,  daß  die  Reihe  (1),  mimlich 

(7)  ln^(:r)-2^[(a;  +  m  +  i)ln(l  +  -A_)_i] 

0 

in  einem  von  der  negativen  reellen  Achse  freien  Bereiche  gleich- 
mäßig konvergiert,  so  daß  hiermit  die  Funktion  fi(x)  auch 
im  komplexen  Bereiche  definiert  ist,  wobei  nach  (6)  auch 
jetzt  noch: 

(8)  In  ii(x)  -  In  r(ic  +  1)  ~  i  In  (2ar)  +  x-'(x+\)lnx, 
das  heißt 

ist    Falls  X  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  ist  dies  wieder 
die  ursprüngliche  Definition  (1)  von  fi(x)  in  Nr.  51ß. 
Aus  (8)  folgt  noch: 


(10) 


dhnL(x)        dlar(x  +  l)        1        , 


dx  dx  %x 

(i'hi|i(a?)  ^d«lnr(g  +  l)       1         1_ 

dx*       ^  dx*  .T    '"  2i'  ' 

Serret,  Diff.-  u.  Integral-Beolinimg.  II.    3.  Aufl.  16 
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Da 

^lim^(.  +  m  +  i)ln(l  +  -AJ-l 

isty  80  folgt  ans  (7): 

/'!!>  lim    ln/i(a:)  =  0. 

Für  ganzzahliges  positives  x  bat  sich  dies  auch  schon  in  der 
Formel  (2)  von  Nr.  517  ergeben.  Femer  folgt  aus  (7)  durch 
Differentiation  nach  x: 

+   OB 

dhiiL(x)        ^1  fi/ii        ^     \  j;  +  i»  +  i 


dx 


j^  l      V^  x  +  m)       {x  +  m)  {X  +m  +  1)J 


Daß  diese  Reihe  gleichmäßig  konvergiert^  folgt  aus  der  zu 
Anfang  von  Nr.  508  gemachten  Bemerkung.  Der  in  der  eckigen 
Klammer  stehende  Ausdruck  hat  nun  fQr  x^  +  oo  den  Gtrenz- 
wert  Null.    Also  ist  auch: 

(12)  Um^,^  =  0. 


X  =  +  o 


B20.    Darstellimg  von  In  fi  (pc)  fttr  positive  Wert» 
von   0?   vemüttelB  eines  bestimmten  Integrals.     Wir 

wollen  nunmehr  annehmen^  die  Veränderliche  x  sei  eine  posüive 
Zahl.  Aus  Satz  2,  Nr.  508,  und  aus  der  zweiten  Formel  (10) 
der  letzten  Nummer  geht  hervor,  daß 


]^      -  1  4-  JL   .  V»        ^ 
dx*      ""       x'^  2x*'^^{x  +  my 


d*hnL{x) 

^       x'^  2x*  '^^_ 

1 

ist  oder  auch,  wenn  wir  die  Summe  von  w  =  0  an  erstrecken: 


..X  d*hnL(x)  _        1  1      ,   ^ 


dx*  X        2  «•  ~^^    {x  +  m)* 


0 


Weil   nun   x  positiv   sein  soll,   können  wir  hierin  nach 
(1)  in  Nr.  477  und  nach  (2)  in  Nr.  492 


+  00 


1=.  fe-^'dcc,    --i^-,=   fae-^^'-^'^^da 
X      J  '     {x  +  my      J 

0  0 

n9,  fflM] 
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ftbr  m  -»  0;  1;  2f  •  •  •  setzen.    Alsdann  ergibt  sich: 


(2) 


+  » 


Ö  0       0 


Wir  können  nun  die  Reihenfolge  der  Zeichen  ^  und  f 
im  letzten  Oliede  vertauschen,  weil  nach  Satz  1^  Nr.  101,  und 
nach  den  Bemerkungen  in  Nr.  428  die  Reihe 

(3)  2  ««""^'"'"'^  =  ae-^^yi  {e-^y  «  -^^^^ 

0  0 

für  a^O    gleichmäßig    konvergiert  (vgl.  Satz  26,    Nr.  426). 
Demnach  gibt  (2): 

+  00  +00 

0  0  0 

oder  nach  (3): 

0       ^  ^ 

und  diese  Formel  gut  also  für  :r  >  0. 

Wenn  wir  sie  hinsichtlich  x  von  x  bis  X  integrieren,  was 
rechts  unter  dem  Integralzeichen  geschehen  darf,  und  dann 
limX»  +  cx)  setzen,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (12)  in  vo- 
riger Nummer: 


d\nn{x) 


dx 

0 


-/(r-V.-i-i>-"^- 


und  dasselbe  Verfahren  gibt  weiterhin  mit  Rücksicht  auf  (11) 
in  voriger  Nummer: 

+  00 

(ö)  \nt.{x)-Jy{-^^  -  i-  I)  e-da. 

0  ^ 

Diese  Formel  giU  für  x>  0. 

ftZL     Dto  Potenirttih«  für  -  ( —  -  —  -y  V 

Um  von  dieser  Darstellung  von  In  fi  (x)  durch  ein  bestimmtes 
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Integral  zu  der  in  Nr.  515  angekündigten  Stirlingschen  Fonnel 
zu  gelangen^  werden  wir  zunächst  den  angegebenen  Ansdrack 
in  besonderer  Art  entwickeln. 

Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  auf  die  Formel  (6)  Yon 
Nr.  510  zurück,  wonach  für  jedes  komplexe  x^  abgesehen  Ton 
den  ganzzahligen  Werten, 

In  r(l  +  rc)  +  In  r  (1  —  a:)  «  In  (ntx)  -  In  sin  Ttx 

ist.  Durch  Differentiation  folgt  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (6)  in 
Nr.  373: 

,-.        dlnril+x)       dlnrjl—x)        1  e^+f^ 

^^^  dx  '^  dx  X       *^  «••«'__«-<«' 

Nun  aber  ist  nach  (2)  in  Nr.  508: 


d]nr{l-\-x) 

dx  _ 

1 


1 


dlnr(l— «)                       "*^ 
dx  

1 


und  wir  dürfen  diese  konvergenten  Keihen  gliedweise  addieren, 
so  daß  aus  (1)  folgt: 

(2)  2x  53i-r^=^  -  i^-i;rJ^^iir.' 

1 

Diese  Gleichung  ist  im  Grunde  nichts  anderes  als  die  in 
Nr.  480  unter  (3)  gefundene  Partialbruchzerlegung  der  EotangeoB- 
Funktion;  aber  wir  haben  sie  jetzt  fOr  beliebiges  komplexes  x 
bewiesen,  wobei  die  ganzzahligen  Werte  yon  x  ausgeschlossen 
sind.  Setzen  wir  für  x  den  Wert  icc:2x,  so  kommt,  wenn 
wir  überdies  beide  Seiten  der  Gleichung  vertauschen: 

^^)  ä  (i_g-«  ~  ä  ""  2)  ="  ^  JS**  (2m«)«  +  a»' 

^  1 

Insbesondere  gilt  diese  Formel  fClr  jedes  reelle  a,  da  ja  nur  die 

ganzzahligen  Werte  von  ia:2x  ausgeschlossen  sind. 

Nun  ergibt  sich  durch  Partialdi vision: 

(2m«)« +  a«  =  (2^"^«  ~  (2  war)*  +   '"   ±  ^^—fn  +  ^«(2«,)«-+«' 
5»1J 
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wobei 

ist  und,  falls  a  reell  ist,  eine  positive  Zahl  kleiner  als  Eins  be- 
deutet. Geben  wir  m  die  Werte  1,  2,  •  •  •  r  und  addieren  als- 
dann aUe  r  Formeln,  so  bekommt  q:  a^  den  positiven  Faktor: 

Dieser  Faktor  bat  demnach  die  Form: 

wobei  0  <  ö  <  1  ist.     Wir  finden  mithin: 
1  1 

Die  rechts  stehenden  Summen  haben  für  lim  r »  +  oo 
samtlich  nach  dem  Beispiele  in  Nr.  105  bestimmte  endliche 
Grenzwerte.  Demnach  ergibt  sich  beim  Grenzübergange  mit 
Rücksicht  auf  (3)  die  Entwicklung: 

Setzen  wir  nun  allgemein: 

(4)    ^,"  ',!.;!;',»r(i+^+^+^+---), 

so  folgt: 

wobei  0  <  9  <  1  ist;  und  zwar  gilt  diese  von  (7ai4{%  ge- 
gebene Entwicklung  f&r  jedes  reelle  a,  ja  überhaupt  für  alle 

[SEI 
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Werte  von  a,  abgesehen  Yon  denjenigen,  für  die  ia :  23t  eine 
ganze  Zahl  ist;  d.  h.  abgesehen  yon  den  Werten  2kxi,  wobei 
k  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Die  Entwicklang  (5)  ist  offenbar  nichts  anderes  als  eine 
Mac-Laurinsche  Reihe,  vgl.  Nr.  372.  Es  darf  in  ihr  n  «  +  cx> 
gesetzt  werden,  falls 

B  «*** 

lim  -l?Lb2 =0 

ist,  d.  h.  nach  (4),  falls  lim  (cc :  2ä)*"  -  0  ist.  Daher  gibt  (5) 
eine  Potenzreihe,  die  f&r  alle  komplexen  Werte  von  a  innerhalb 
des  durch  |  a  |  <  2;r  bestimmten  Eonyergenzkreises  gültig  ist, 
nämlich: 

1  /  1  1  1\  J5«  J^*       «     .     ^«       4  ^g       «     I 

(6)   «(n:;^-« -ij-äf- 41  «+6f«*-T? «•  +  •■• 

B32.  Die  BemonlUflohen  Zahlen.  Die  Koeffizienten 
jBj,  B^  jBj,  •  •  -,  die  in  den  Entwicklungen  der  letzten  Nummer 
auftraten,  kommen  zuerst  bei  Jakob  BemouUi  vor  und  heißen 
die  BemoiMischen  Zahlen,  Obgleich  die  Definition  der  Zahl 
jBj^  durch  die  Formel  (4)  eine  Potenz  von  n  enthält,  sind 
doch  sämtliche  Bemoullische  Zahlen  rational.  Man  kann 
nämlich  eine  Bekwrsionsformd  aufstellen,  aus  der  sie  nach- 
einander zu  berechnen  sind  und  ihre  Rationalität  erhellt  Denn 
wenn  wir  in  der  letzten  Entwicklung  unter  a  eine  positive 
Zahl  kleiner  2Ab  2n  verstehen,  die  Gleichung  mit  a'  multipli- 
zieren, darauf  Eins  addieren  und  dann  noch  mit 


oder 


(l+Oa-e-") 


2a  2a 

multiplizieren,  so  kommt: 

Ersetzen  wir  die  Exponentialfunktionen  durch  ihre  Reihen  nach 
Nr.  117,  so  finden  wir: 

(i+i;+i;+-)('+^«'-§«*+-)- 

5»1,  5»»] 
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Da  alle  yorkommenden  Reihen  unbedingt  konvergieren ,  so 
können  wir  rechts  die  Multiplikation  nach  Satz  17  in  Nr.  110 
ausführen.  Alsdann  gibt  die  Eoeffizientenvergleichung  auf 
beiden  Seiten  die  folgenden  Formeln: 

2-2!         3!  "^  21  ' 
1      _1+    -B.    _^i 


2-4!         6!  ^  3!  21         41  ' 
1      __  1     ,      B,  B,     .B, 


=  -L  -L  _--> r*_  4. 


2.61         71  ^  6!  21        31  41  ^     61 

USW.     Die  allgemeine  Rekursionsformel  lautet: 
1  1  ,  B,  B^ 


2 


.(2n)l       (2n  +  l)!  ^  (2n— 1)121        (2n  — 3)141  ^  (2n  — 6)161 

"  *   "^  ^2n)I 

]Man  sieht  daher ,  daß  sich  nacheinander  für  B^y  B^y  B^y 
lauter  rationale  Zahlen  ergeben ^  nämlich: 

8617     . 
5fO  >      '  '  • 

Wenn  wir  wie  in  (3),  Nr.  503: 

(1)  s,-^  +  2!.  +  ^  +  --- 


TO      691  T?      7  7?      8617 

-^11  "^  27SÖ»  -^li  ~  T>  -^16  ~ 


setzen;  so  folgt  aus  (4)  in  voriger  Nummer: 

TITeil  aber  /S,^  >  1  ist,   so  geht  hieraus  für  B^^  eine  untere 
Cbenze  hervor: 

Außerdem  folgt  aas  (2): 

^in^%       (än+l)(2n+8)    g,«.n 


^s. 

*"'        «.. 

und; 

weil  5„ 

mit  wachsendem  n  nach  Nr.  503  abnimmt: 

(4) 

(2«+l)(8n  +  8) 

[5»ie 
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Femer  ergibt  sich  aus  (2): 

R        (2!0L_     ^R 

also  wegen  B^  =-  |  und  S^^  <  5,: 

T>     ^ (2n)l    _       1 

Hiernach  und  nach  (3)  können  wir  also  -B^^  in  zwei  Grenzen 
einschließen: 

Nach  den  Ungleichungen  (7)  in  Nr.  518  ist  aber 

V2^6-«"(2n)'"^i<(2w)!<V2^c"'"^^(2n)*"+T. 
Hieraus  und  aus  den  Ungleichungen  (5)  folgt  weiterhin: 

(2«)**-t  (2«)*»-« 

In  diesen  Ungleichungen  ist  das  Verhältnis  aus  der  oberen  und 
unteren  Grenze  gleich 

Nach  (3)  ist 

1  ü    >^  JL  A  -L      ^ 

«  ^»-^2»  ■  2«  '  2»  ■  *  *  2«' 

Sobald  n  >  3  ist,  hat  das  rechts  stehende  Produkt  nur  sechs 
Faktoren;  die  kleiner  als  Eins  sind;  und  2n  —  6  Faktoren,  die 
größer  als  Eins  sind.     Demnach  ist 

(7)  lim   jB,„  =  +  cx). 

»  =  +  » 

Bis  B^  nehmen  die  Bemoullischen  Zahlen  ab;  von  da  an 
wachsen  sie  beständig. 

B23.  Dto  StlrllngMte  Formel.  Nachdem  wir  in 
Nr.  521  die  Entwicklung  (5)  gewonnen  habe^  die  insbesondere 
9fUt;  5M] 


§  5.  Fori^eetste  Betraehtnng  d«r  Gammftfiuiktioii.  249 

für  jedes  reelle  a  gilt,  setzen  wir  sie  in  der  letzten  Formel  von 
Nr.  520  ein  nnd  finden  so  für  positives  x: 

+  OD  +00  +00 

(1)  ]nii{x)^^Je''<'*da-^fa^e-^'da+^fa'€'-^^da~" 

0  0  0 

+  00  +00 

Nun  aber  ist  nach  (1)  in  Nr.  496: 


+  » 


+  00 

efa* 


(2w)! 


ffir  i  =  1,  2,  3,  •  •  -.  Da  femer  0  eine  Funktion  von  a  bedeutet, 
deren  Wert  zwischen  Null  und  Eins  liegt,  so  läßt  sieh  das  letzte 
Integral  nach  dem  Mittelwertsatze  21  in  Nr.  420  auf  die  Form 

+  • 

■«'da     oder     0 

0 

bringen^  wobei  jetzt  0  einen  gewissen  Wert  jener  im  Integral 
auftretenden  Funktion  0  von  a  bedeutet,  und  zwar  einen  Wert, 
der  Ton  dem  gewählten  x  abhängig  sein  wird.  lEs  ist  also  jetzt 
0  eine  Funktion  von  a?,  deren  Wert  zwischen  Null  und  Eins  liegt. 
Folglich  ist  für  jedes  positive  x: 

hifi(a;)-?^.i~A..i.  +  ^.i_^... 

■^    (2n  — l)2n   '  x*""^       (*w+ 1)  (2n  + 2)    oj^^  +  i' 

wobei  0  <  Ö  <  1  ist. 

Tragen  wir  endlich  diese  Entwicklung  in  die  Formel  (8) 
von  Nr.  519  ein,  so  ergibt  sich  die  für  jedes  positive  x  giUUge 
Stirlingsche  Formel: 

hl  r  (a;  + 1)  «  I  k  (2  ä)  -  a;  +  (a?  +  i)  In  Ä 

^  _?«_      i  -.  Z*       1  J-    ^0       1 

"^12     X       8-4    a;»"^ö-6    ä* 


(2) 

worin  0  <  ö  <  1  ist, 


■l"    (2n— l)2n  V"-'      (2«  +  l)(2«+2)   »»"+*' 


[SfS 
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Diese  Stirlingsclie  Formel  ist  deshalb  bemerkenswert^  weil 
sie  für  lim  »  «  +  oo  eine  stets  divergente  unendliche  Reihe  liefert, 
aber  für  endliches  n  trotzdem  sehr  gute  Dienste  für  die  an- 
genäherte Berechnung  von  In  r{x  +  1)  leistet.  Daß  die  unend* 
liehe  Reihe  in  der  Tat  für  jedes  positive  x  divergiert^  folgt 
sofort  daraus  y  daß  nach  (4)  in  Nr.  521  das  aUgemeine  GUed, 
abgesehen  vom  Vorzeichen,  den  Wert 

_^i.n i_^JL._L...i*»z:l._J^.(l  +  JL  +  _i_4.J 

(2n  — l)2n   a;*""^      ^«a;   2«a;         2««     2«*a;    \    "2*"       8**         / 

hat.  Hier  strebt  der  Inhalt  der  letzten  Klammer  für  lim  n  =  +  00 
zwar  nach  Eins;  aber  unter  den  übrigen  Faktoren  ist  für  jedes 
bestimmt  gewählte  positive  x  nur  eine  von  x  abhängige,  also 
bestimmte  Anzahl  von  Faktoren  vorhanden,  die  kleiner  als  Eins 
sind,  während  die  Zahl  derjenigen  Faktoren,  die  größer  als 
Eins  sind,  mit  n  unbegrenzt  wächst,  so  daß  die  Divergenz  nach 
Satz  4,  Nr.  103,  einleuchtet. 

Die  begrenzte  Stirlingsche  Formel  (2)  dagegen  läßt  sich, 
wie  wir  nunmehr  zeigen  wollen,  sehr  gut  verwenden. 

B24.  Bin^ngnng  von  /^(oe^  +  I)  Ar  positivM  x 
swlsohen  zwei  Grenzen.  Wenn  wir  in  der  Stirlingschen 
Formel  nur  die  Glieder  bis  JS,^  berücksichtigen,  dies  mit  ein- 
geschlossen, so  ist  der  für  In  F  (a?  +  1)  hervoi^ehende  Wert 
zu  klein  oder  zu  groß,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist^ 
und  zwar  ist  der  Fehler  absolut  genommen  kleiner  als 

(1)  ^^-^- 


(2n+l)(2w  +  2)     -r*"  +  ^' 

weil  0  zwischen  0  und  1  liegt,  also  kleiner  als  der  absolute 
Betrag  des  bei  Fortsetzung  der  abgebrochenen  Entwicklung  zu« 
nächst  auftretenden  Gliedes.  Man  erhält  demnach  die  beste 
Annäherung  an  den  wahren  Wert  von  In  F  (a:  +  1),  wenn  man 
noch  dasjenige  Glied  mit  berücksichtigt,  dem  das  absolut  ge* 
nommene  kleinste  Glied  unmittelbar  folgt.  Bei  unbegrenzt 
wachsendem  n  streben  ja  die  Glieder,  wie  wir  in  voriger 
Kummer  sahen,  nach  ±  cx),  so  daß  es  ein  Glied  mit  dem 
kleinsten  absoluten  Betrage  gibt. 
5»S,  5li4] 
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Wir  können  mithin  In  r(x  +  1)  und  folglich  auch  r(x  +  1) 
selbst  fOr  jeden  positiven  Wert  von  x  mit  Hilfe  der  Stirling- 
sehen  Formel  zwischen  zwei  Grenzen  einschließen,  die  übrigens 
um  so  näher  aneinander  rücken,  je  größer  x  ist. 

Wenn    wir    z.  B.   n « 0   wählen,    so    folgt   aus    (1),    da 
B^  ^  j    ist,    daß   der   Fehler   absolut    genommen   kleiner   als 
1 :  12^;  wird.     Somit  ist: 
^hi(2^)-x+(a;+|)lna:<hir(a;+l)<iln(2;r)-ic+(a;+l)hi:c+  i- 

oder,  wenn  wir  von  den  Logarithmen  zu  den  Numeris  über- 
gehen : 

(2)  y2^e-'x"'^  <r(l+x)<  ]/2^  e' 


^läx^'  +  t 


für  jedes  positive  x.  Für  ganz- 
zahlige positive  Werte  von  x 
fanden  wir  diese  Ungleichungen 
schon  in  Nr.  518. 

In  Fig.  20  haben  wir,  um 
einen  Begriff  von  dieser  An- 
näherung zu  geben,  die  drei 
in  (2)  auftretenden  Funktionen 
für  kleine  positive  Werte  von  x 
graphisch  dargestellt. 

Es  sei  u^  der  absolute  Be- 
trag des  mit  ^2^  behafteten  Gliedes  der  Stirlingschen  Formel,  also 


w.  = 


^fn 


{2n- 


Jin-lf 


80  daß 


'**  +  ! 


■l)2n    a:' 
(2n  — l)2n 


2n+l)(2n-f2)    x* 
ist.     Hieraus  folgt  nach  (4)  in  Nr.  522: 


^^  A 


(2n  — l)2n 


43r««« 


Solange  n^Sx  ist,  wird  mithin  w^ + 1  <  w».  Ist  a? >  1,  so  nehmen 
abo  die  Glieder  der  Stirlingschen  Formel  zuerst  ihren  absoluten 
BetriLgen  nach  ab.  Wenn  x  insbesondere  eine  ganze  Zahl  ist, 
80  tritt  dies  sicher  bis  zu  demjenigen  Gliede  ein,  das  zu  n  >«  3  x 
gehört. 
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636.  Der  Sest  der  Btirlingeolien  FormeL  Nach 
der  Entwicklung  (2)  Ton  Nr.  523  nnd  nach  (4)  in  Nr.  522  iah 
der  absolute  Betrag  des  Restes 

^*'»       c2n  +  l)(2n  +  2)'^««  +  i 
der  Stirlingschen  Formel  der  Ungleichung  unterworfen: 

also  nach  (6)  in  Nr.  522  um  so  mehr  dieser: 

Diese  Grenze   läfit  sich  leicht  logarithmisch  für  gegebenes  x 
und  n  berechnen. 

Wenn  x  eine  ganjse  positive  Zahl  ist,  so  nehmen  die  Glieder 
der  Reihe,  wie  wir  sahen,  absolut  genommen  bis  zu  dem  zu 
H'^Sx  gehörigen  Gliede  ab.  Wird  n  =»  3  x  gewählt,  so  folgt 
aus  (1):  j 

1  /8\^'-i6^ 


«..i<i(i) 


6^_1^^-«' 


Weil  X  mindestens  gleich  Eins  ist,  so  ist  um  so  mehr: 


Es  ist  aber: 


also: 


11      70-Ö* 


11 


iO    «'*<  0.393  4092, 


|i{,.|<  0,393  4092 -,,-i-= 

6      yx 

oder: 

(2)       log  I  Ji,,  I  <  -  0,405 1555  ^  2,605  7668  x  -  i  log  x. 

Insbesondere  ist  fOr  o;  •<•  1  bereits: 

log  I  JJ,  1  <  -  3,0109223,     d.  h.     |  i?,  |<  0,0009752  <  ^J, 
und  för  a;  —  10: 

log  liiwK- 26,9628235,    d.h.     \B^\<^^„ 
SfS] 
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80  daß  also  der  Best  für  die  26  ersten  Dezimalstellen  nic;ht 
mehr  in  Betracht  kommt^  wenn  man  die  Reihe  nach  dem  mit 
Sqq  behafteten  Gliede  abbricht. 

626.  Formeln  ffir  die  Ableitimgeii  von  lar(x  +  iy^ 

Bnrch  Differentiation  nach  x  lassen  sich  auch  f&r  die  Ab- 
leitungen von  la  r{x  +  1)  Entwicklungen  ähnlich  der  Stirling- 
schen  Formel  ableiten.  Wir  benutzen  dabei  jedoch  nicht  direkt 
die  Stirlingsche  Formel  (2)  in  Nr.  523,  denn  in  ihr  ist  0  eine 
zwar  zwischen  Null  und  Eins  gelegene,  aber  uns  unbekannte 
Funktion  von  x.  Vielmehr  gehen  wir  auf  die  Formel  (1)  von 
Nr.  523  für  In  fi  (x)  zurück,  in  der  &  unter  dem  Integralzeichen 
des  letzten  Gliedes  auftritt  und  nach  den  Entwicklungen  von 
Nr.  521  nur  von  a  und  nicht  von  x  abhängt. 

Wenn  wir  diese  Formel  r-mal  nach  x  differenzieren,  so 
kommt: 

^0  0 

+  00  +Q0 

0  0 

und  hieraus  folgt  auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  die  Formel  (1) 
in  Nr.  523  umänderten: 


(1) 


'^      ^       dar  2!^r  +  i  4!       ^r+J-1-" 


X 


^^      ^  (2w)!  ^r  +  Sn-iT-V,      ^J   ^ (2n"-f 2)! a;'-^ 


Jn±ß 

+  «n  +  l' 


wobei  0  nunmehr  eine  von  x  abhängige,  aber  zwischen  Null 
und  Eins  gelegene  Größe  ist. 

Für  lim  n  =-  +  cx>  würde  hieraus  wieder  eine  divergente 
Reihe  hervorgehen.  Brechen  wir  aber  die  Berechnung  nach 
dem  mit  JB^n  behafteten  Gliede  ab,  so  ist  der  begangene  Fehler 
absolut  genommen  kleiner  als  der  absolute  Betrag  des  folgenden 
Gliedes.    Insbesondere  ergibt  sich  für  r  —  1: 

^  ^  dx  2a;«"^4a;*       ""^     2na:*"  (2«+2)a?*"  +  ^ 

Die  Formeln  (1)  und  (2)  gelten  für  jedes  positive  x, 
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Nach  (10)  in  Nr.  519  ist  nun: 

^'^^  di  "^'^^  Hx^      dx     ' 

Bo  d&ß  aas  (2)  folgt: 


(4) 


dlnr(j;+l) 


2n«**  (2n  +  2)a;^ 


Ferner  ergibt  sich  aus  (3)  durch  (r  —  1)  malige  Differentiation: 

^     ^         dx''         "  oT-'         2x'    "^^     ^^        dar 
und^  wenn  wir  hierin  die  Entwicklung  (1)  einsetzen: 

^€^]nr(x+l)     (r— 2)!      (r— 1)1      r!    B,       (r+2)!   B^ 


(5) 


^     ^  (2«).'        a?*-*-*"-*      ^        "^   ^(2n-f2)Ia'-+>«  +  i 


Auch  die  Formehi  (4)  und  (5)  gelten  für  jedes  positive  x, 
und  in  ihnen  ist  stets  0  <  ö  <  1. 

627.  Die  Bnlersehe  Konstante.  Wie  schon  in  Nr.  503 
gesagt  wurde,  können  wir  die  Eulersche  Eonstante  y  nunmehr 
auch  direkt  berechnen.  Wir  gehen  dabei  von  der  Formel  (5) 
in  Nr.  504  aus,  in  der  wir  die  ganze  positive  Zahl  m  mit 
X  +  1  bezeichnen  wollen,  so  daß  kommt: 

r        ^^2^8^         ^  x  dx 

Hierin   setzen   wir  die  Entwicklung  (4)  der  letzten  Nummer 
ein  und  erhalten: 


(1) 


1.1.1.  ,1       1  1 

n-1, 


■^2«'       4««T"        "T       2na!*»       "^  (2k  + 2)«»»+* 


Lassen  wir  das  letzte  Glied  fort,  so  ist  der  fQr  y  berror- 
gehende  Wert  zn  klein  oder  zu  groß,  je  nachdem  n  gerade 
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oder  ungerade  ist,  und  der  absolute  Betrag  des  Fehlers  ist 
kleiner  als 

(2)  8»«  +  8       _  . 

Setzen  wir  die  in  Nr.  522  gefundenen  Werte  der  Bemoullischen 
Zahlen  ein  und  wählen  wir  n  =  6,  so  ergibt  sich  für  y  der 
Näherungswert: 

_1 1 1^ 1^  __!. 691 

■^  12«*        120a?*  "''  252x«        240«*  "*■  182a;"        32760«"' 

der  zu  klein  ist.  Der  Fehler  ist  jedoch  wegen  B^^  =  j 
nach  (2)  nicht  größer  als  1  :  12  a;^*.  Wird  also  z.  B.  a; «  10 
angenommen,  so  betragt  der  Fehler  weniger  als  neun  Einheiten 
der  sechszehnten  Dezimalstelle.  Die  Berechnung  für  rr  «  10 
ist  ziemlich  einfach.  Vgl.  den  in  Nr.  503  für  y  angegebenen 
Wert. 

&28.  Oeometxisohe  Damtellung  der  Oammafimk* 
tion  ffir  reelle  Werte  der  ▼er&nderliohen.  Der  Verlauf 
der  Kurve  ^.  v 

filr  x>0  ist  uns  nach  Fig.  18,  S.  210,  bekannt.  Nach  der 
ersten  Eigenschaft  der  Gkmmafunktion,  siehe  Satz  3,  Nr.  509^ 
ist  nun 

(1)  n.)=£^. 

Hiemach  ist  r{x)  im  Intervalle  von  o;  «=  —  1  bis  a?  =  0  negativ^ 
im  Intervalle  von  a;»=  —  2  bis  a;  =  —  1  positiv,  im  Intervalle 
von  a;  =  —  3  bis  rr=»  —  2  negativ  usw.  Für  a;  «=  0,  —  1,  —  2^ 
—  3,  •  -  •  dagegen  ist  r{x)  nach  Nr.  506  unendlich.  Es  läßt 
sich  auch  mit  Hilfe  der  zweiten  Eigenschaft,  nach  Satz  4y, 
Nr.  510,  aus 

der  Verlauf  der  Grammafunktion  für  o;  <  0  aus  dem  für  aj  >  1 
leicht  ableiten.  Diese  Gleichung  zeigt  ebenfalls,  daß  r(x)  für 
a;  =  0,  —  1,  —  2,  —  3,  •  •  •  unendlich  wird. 
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Die  Reihenentwicklung  der  zweiten  Ableitung  Ton  In  r{x) 
in  Satz  2,  Nr.  608,  zeigt,  dafi 


d»  In  r{x) 
dx* 


r{x)r\x)^[r{x)r 


und  mithin  auch  r{x)r'\x)  für  jedes  reelle  x  positiv  ist.  Daher 
ist  r"{x)  im  Intervalle  von  a:  —  —  1  bis  a?  =-  0  negativ,  im 
Intervalle  von  a?=»  —  2  bis  a:=-  —  1  positiv  usw.     In  jedem 


^ 


Fig.  21. 

der  Intervalle,  die  x  von  0  bis  —  1,  von  —  1  bis  —  2  usw. 
abnehmend  durchlauft,  hat  also  die  Kurve  y  »  r{x)  nur  ein 
Maximum  bzw.  Minimum.  Aus  (2)  folgt  durch  Dififerentiation 
im  Falle  /^(a;)  «  0,  daß  diese  Maxima  bzw.  Minima  zu  den- 
jenigen negativen  Werten  von  x  gehören,  fflr  die 


rii—x)         . 


Ä  ctg  Ä  (1  —  a;) 


ist.     Setzen   wir    l  —  x 


z,    so   haben  wir   also,   um  diese 
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Maxima  bzw.  Minima   zn  finden,   diejenigen  positiven  Werte 

Ton  g  zu  berechnen,  f&r  die 

d  In  Tiz^ 

—  Y  --  =  3r  ctg  Äier 

ist,    nnd    dann   x^\  —  z   zu    setzen.     Durch   näherungs weise 
Auflösung  dieser  Gleichung  findet  man  für  die  am  nächsten 
bei  o;  =  0  liegenden  Maxima  bzw.  Minima  die  Werte: 
a:  =  —  0,50,   T{x)  =  —  3,54    Maximum, 

-  1,57  2,30    Minimum, 
-2,61                  -0,89    Maximum, 

—  3,635  0,245  Minimum 

usw.,  worauf  wir  nicht  näher  eingehen.  Die  absoluten  Beträge 
der  Maxima  und  Minima  nähern  sich  überdies,  je  größer  —  x 
wird,  dem  Werte  Null  immer  mehr.  Die  Fig.  21  gibt  eine 
Übersicht  über  den  Verlauf  der  Bildkurve  von  y  =  T{x)  für 
positives  und  negatives  x, 

B29.  Zndependente  Bereohnimg  der  Bemonllischen 
Zahlen.  In  Nr.  522  leiteten  wir  für  die  Bernoullischen 
Zahlen  JBg,  JB4,  JBg,  •  •  •  eine  Rekursionsformel  ab.  Die  ur- 
sprüngliche Definition  (4)  von  JB^«  "^  ^r-  5»21  gibt  dagegen 
eine  sog.  indq^endente,  d.  h.  von  der  vorhergehenden  Berechnung 
von  JB„  JB4,  •  •  •  Bg^_2  unabhängige  Darstellung  der  Zahl  B^^. 
Aber  obgleich  B^^,  wie  wir  wissen,  rational  ist,  enthält  diese 
Darstellung  die  transzendente  Zahl  n.  Es  läßt  sich  nun  auch 
«ine  von  transzendenten  Zahlen  freie  independente  Darstellung 
der  Zahl  JBjn  gewinnen;  und  wir  wollen  diese  Darstellung, 
die  allerdii^s  etwas  umständlich  ist,  noch  als  Anhang  zu  dem 
gegenwärtigen  Kapitel  ableiten. 

Die  B.emoullischen  Zahlen  sind  die  Koeffizienten  in  der 
Reihenentwicklimg  (6)  von  Nr.  521;  und  dieser  Entwicklung 
können  wir,  indem  wir  a  «  —  j  setzen,  die  Form  geben: 

W  e'—l        ^         2^2!*        4!  *^    ^  61  * 

Sie  konvergiert  für  jedes  komplexe  jer,  dessen  absoluter  Betrag 
kleiner  als  29r  ist.     Nun  ist  identisch: 

_!____! 2    --- 

8  «rr 6 1,  Diff.-ii.IntegT»l-Beohnang.   II.    9.  Aufl.  17  [51^8    S^^ 
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Ersetzen  wir  die  rechts  stehenden  Brüche  durch  die  Reihe  (1) 
nnd  durch  diejenige  Reihe,  die  aus  (1)  hervorgeht,  wenn  2  z  statt 
£  geschrieben  wird,  so  kommt  für  \z\<i^: 

W       g*^l™2  2  1!"^  4  3!  6  öl"^*      * 

Dies  ist  also  die  Mac-Laurinsclie  Reihe  für  1  :  (e*  +  1),  und 
daher  mu£  nach  Satz  24,  Nr.  116,  ihr  allgemeiner  Koeffizient 

sein. 

Wir  gehen  also  darauf  aus,  die  rechts  stehende  Ableitxmg 
zu  berechnen.     Es  ist  zunächst: 

^^  dz  e*+l       (e'  +  iy 

und  man  sieht  leicht,  daß  allgemein  für  den  (2w  —  1)**°  Di&- 
rentialquotienten  eine  solche  Formel  hervorgeht: 

worin  A^,  ^g,  •  •  •  ^2«-i  ^^^  ^®"^  Index  w  abhängige  Kon- 
stanten bedeuten.  Aus  (4)  sieht  man  femer,  daß  sich  die 
erste  Ableitung  nicht  ändert,  wenn  0  durch  —  e  ersetzt  wird, 
d.  h.  daß  sie  eine  gerade  Funktion  von  z  ist  (vgl.  Nr.  467). 
Wenn  aber  f{z)  eine  gerade  Funktion  von  je,  d.  h.  f(z)^f(—e) 
ist,  so  folgt  durch  zweimalige  DifiPerentiation,  daß  auch  ihre 
zweite  Ableitung  f'{z)  eine  gerade  Funktion  ist.  Schluß  von 
2n  —  3  auf  2n  —  1  lehrt  daher,  daß  alle  Ableitungen  (5) 
gerade  Funktionen  sind.     Folglich  muß 

«  A,  e'+  ^,e«'+  .  . .  +  ^^^ie(>-»> 

und  also  allgemein  A^^^^^A^  sein.  Mithin  nimmt  die  Formel  (5) 
die  speziellere  Gestalt  an: 

Süll] 
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Nehmen  wir  b  reell  und  positiv  an,  so  ist  e~*  positiv  und 
kleiner  als  Eins  und  folglich  nach  Satz  1^  Nr.  101: 

und  da  diese  Reihe  fQr  jedes  reelle  positive  z  gleichmäßig 
konvergiert,  so  darf  sie  nach  Satz  27,  Nr.  427,  gliedweise  differen- 
ziert werden,  falls  die  hervorgehende  Reihe  ebenfalls  gleich- 
mäßig konvergiert.  Dies  ist  in  der  Tat  bei  beliebig  oft  wieder- 
holter Differentiation  der  Fall,  so  daß  sich  ergibt: 


d'"-^      1 


.==:  — c-'  +  2*''-*e-**  — 3*»-^c-'*  +  4*»-*e~** 


Femer  ist  nach  dem  binomischen  Satze: 

Multiplizieren  wir  die  beiden  letzten  Oleichungen  miteinander, 
so  folgt  aus  (6): 

Die  Ausführung  der  Multiplikation  rechterhand  liefert  nur 
positive  Potenzen  von  e*,  und  die  Vergleichung  der  Glieder 
mit  gleichhohen  Potenzen  von  e'  auf  beiden  Seiten  ergibt  zu- 
nächst -4i  =  —  1  und  allgemein  für  den  Index  Ä  >  1 : 

/      -.xi.i  2n(2n^l)..-(2n-A;  +  2)-| 
"^^     ^^  i.2.:.(Ä-i)  J* 

Nach  (3)  und  (6)  ist  aber: 

mithin  erhalten  wir  zur  Berechnung  der  Bemoullischen  Zahl  JB,^ 
die  folgende  Formel: 
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(2'"-i)a"-^        _ 
_  1  +  [2«»-i  -  ^]  -  [3»-»  -  ^  2»->  +  '"^^%~^^]  +  •  •  • 

+  K-l){n«"-^-^;^(n-l)«--^+-..+(-l)»->^"f.;7/(^-i"+''} 

Hechte  treten  die  (2n—  1)*^  Potenzen  von  n,  n—  1,  n  —  2  usw. 
auf.  Indem  man  die  Summe  nach  ihnen  ordnet,  geht  schließ- 
lich hervor: 

a.r-1>  +  iri-L?^a-?^(^**-ril_L      ,  2n(2w-l)..(n+8)      ,  2n(2it-l)-(n+8)1 
"1"'.     a;        L  "^  1   "^        1V2        "r""T"    l.2..(n  — 2)   "^8    1.2..(H-1)J 

Dies  ist  die  gesuchte  independente  Darstellung  der  Bernoulli- 
schen  Zahl  B^^.  Die  rechte  Seite  wird  durch  Multiplikation 
mit  2  eine  ganee  Zahl.    Folglich  ist 

(2«^-l)2^"-*B,^ 

ein  ganzes  Vielfaches  von  n. 
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Fünftes  Kapitel. 
Quadratur  nnd  Bektifikation  Yon  EnrYen. 


§  1.    Quadratur  ebener  Karren. 

B30.  Das  ▼oneiohen  der  Flftohe.  Unter  der  Fläche 
der  Kurve  y  =»  f{pc)  von  x^  bis  X  sei  immer  kurzweg  diejenige 
Flache  verstanden,  die  von  der  Kurve,  der  Abszissenachse  und 
den  zu  x^  und  X  gehörigen  Ordinaten  eingeschlossen  wird 
und  nach  Satz  7,  Nr.  411,  den  Wert 

X 

(1)  Jfix)c 


)dx 


hat,  Vorausgesetzt,  daß  f{x)  von  Xq  bis  X  stetig  ist.  Differenzier* 
barkeit  von  f{x)  ist  bekanntlich  nicht  erforderlich;  dennoch 
bezeichnen  wir  das  Bild  der  Funktion  y  =-  f{x)  der  Einfachheit 
halber  als  Kurve  oder  Linie  (entgegen  der  Festsetzung  in 
Nr.  167). 

Der  enge  Zusammenhang  zwischen  Quadratur  und  Inte- 
gration ist  der  Grund,  aus  dem  man  öfters  für  die  Berechnung 
eines  Integrals  das  Wort  Quadraiur  gebraucht  (vgl.  Nr.  411). 

Die  in  Satz  7, 
Nr.  41 1,  gegebene  Vor-  /^  \ 
Zeichenregel  läßt  sich 
einfacher  ausdrücken: 
Durchlaufen  wir  die 
Abszissenachse  von  x^ 
bis  Xy  hierauf  anschließend  die  Ordinate  von  X  bis  zur  Kurve, 
alsdann  anschließend  die  Kurve  und  endlich  die  Ordinate,  die 
2U  ^0  %^^^^y  bis  zu  ihrem  Fußpunkte  (siehe  Fig.  22  f&r  ver- 

[580 


^3:^ 


Pig.  22. 
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schiedene  Fälle),  so  haben  wir  der  Fläche  einen  Umlaufssinn 
gegeben.  Der  Umlaofssinn  soll  positiv  heißen,  wenn  die  Fläche 
beim  Umlaufen  links  Hegt,  vorausgesetzt,  daß  die  positive  y-Achse 
—  wie  wir  es  immer  annehmen — links  liegt  für  jemanden,  der  längs 
der  positiven  a;- Achse  hin  blickt.  Nun  sieht  man:  Dcis  Integral  (1) 
stdU  dm  Wert  der  Fläche  dar,  falls  die  Stücke  der  Fläche  mit 
dem  Tlus-  oder  Minuszeichen  v&r sehen  werden,  je  nachdem  sie 
positiv  oder  negativ  umlaufen  werden. 

Nur  wenn  man  jedem  ebenen  Flächenstücke  zunäohst  einen 
Umlaufssinn  beigelegt  hat,  ist  seine  Fläche  eine  bestimmte 
positive  oder  negative  Zahl  und  zwar  auch  dann,  wenn  die 
Begrenzung  der  Fläche  sich  selbst  schneidet;  und  nur  bei 
bestimmt  gewähltem  Umlaufssinn  kann  man  Flächen  addieren 
und  subtrahieren. 

Jedes  beliebig,  wenn  nur  stetig,  begrenzte  ebene  Flächen- 
stück mit  bestimmtem  Umlaufssinne  läßt  sich  durch  solche 
Flächenstücke  ausdrücken,  die  mittels  Integrale  von  der  Form 

(1)  zu  berechnen  sind. 

Z.  B.  mögen  drei  Kurven 

so  beschaffen  sein,  daß  die  erste  die 
beiden  Punkte  P„  P„  die  zweite  die 
beiden  Punkte  Pj,  P^  und  die  dritte 
die  beiden  Punkte  P^,  P^  enthält, 
so  daß  sie  ein  krummliniges  Dreieck 
P^P^P^  einschließen,  siehe  Fig.  23.  Es  seien  x^,  x„  x^  die 
Abszissen  der  Ecken  Pj,  Pj,  Pj.  In  dem  Umlaufssinue  P^  Pj  P, 
gemessen  ist  die  Fläche  des  Dreiecks  gleich 

5*  5  '' 

(2)  Jf,{x)dx  +JU{x)dx  +  jax)dx, 


Fig.  28. 


indem  jeder  dieser  drei  Summanden  eine  bis  an  die  Abszissen- 
achse  heranreichende  Fläche  vorstellt,  die  ein  bestimmtes  Zeichen 
hat,  so  daß  sich  die  Flächenteile,  die  nicht  innerhalb  des  Dreieeks 
Py^P^P^  liegen,  gegenseitig  fortheben.  In  Fig. 23  haben  wir  die 
positiven  und  negativen  Summanden  durch  die  Art  der  Schraflar 
(von  links  nach  rechts  steigend  oder  fallend)  unterschieden. 
580] 
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Beispiel:  Eine  einfache  Anwendung  hierron  führt  auf 
die  bekannte  Formel  der  analytischen  Geometrie  fQr  den  Inhalt 
des  geradlinig  begrenzten  Dreiecks  P^P^P^.  Ist  nämlich  P^P^ 
eine  Gerade  ^  so  ist  ihre  Gleichung 

so  dafi  /i(rc)  diese  lineare  ganze  Funktion  von  a;  und 

"=  i  (^2  -  ^s)  (y»  +  Vi) 

wird.  Dies  ist  der  Inhalt  des  zwischen  P^P^  und  der  Abszissen- 
achse gelegenen  Trapezes^  den  wir  auch  direkt  aus  der  Figur 
hatten  ablesen  können.  Entsprechende  Werte  gehen  fQr  die 
beiden  anderen  Summanden  in  (2)  hervor^  und  die  Summe  (2)  läßt 
sich  hier  so  schreiben: 

^lyil 

Diese  Fläche  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Sinn 
P^P^P^  dem  des  Uhrzeigers  entgegen  ist  oder  nicht. 

Die  Summe  (2)  stellt  auch  dann  die  Fläche  des  krumm- 
linigen Dreiecks  P^P^P^  vor,  wenn 
die  Seiten  einander  außer  in  den  drei 
Ecken  überschneiden.  So  hat  sie  z.  B. 
in  Fig.  24  die  daselbst  angegebene 
Bedeutung:  Die  doppelt  und  entgegen- 
gesetzt schraffierten  Stücke  heben  sich 
gegenseitig  auf.  Es  verbleiben  hier  drei 
Stücke  einfach  schraffiert,  von  denen 
eins  positiv  ist  und  zwei  negativ  sind. 

Wenn  zwei  der  drei  gewählten 
Kurven  in  eine  zusammenfallen,  z.  B.  f^(x)  =-  f^(x)  ist,  so 
gibt  (2)  die  Fläche  eines  krummlinigen  Zweiecks.  Ist  ins- 
besondere alsdann  f^(x)  eine  lineare  ganze  Funktion,  so  geht 
die  Fläche  zwischen  einer  Kurve  und  Sehne,  also  die  eines 
KwrvensegmevUes  hervor. 

[SSO 


Fig.  84. 
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631.  Brsati  der  Fl&ohengrense  daroh  eine  sage- 
n&herte  Grense.  In  Nr.  409  wurde  die  von  x^  bis  X  er- 
streckte Flache  der  Kurve  y  =  f{x)  in  der  Weise  definiert^ 
daß  die  Kurve  zunächst  durch  einen  noch  in  gewissem  Maße 
willkürlichen  treppenformigen  Linienzug  ersetzt  wurde,  so  daß 
eine  nur  geradlinig  begrenzte  Fläche  vorlag.  Der  treppen- 
formige  Zug  hatte  dabei  die  Eigenschaft,  beim  Übergange  zu 
lim  n »  cx)  nach  der  wahren  Begrenzung  hinzustreben  oder^ 
wie  wir  auch  sagen,  nach  ihr  zu  konvergieren.  Als  Fläche  der 
Kurve  wurde  alsdann  der  Grenzwert  der  Fläche  des  Linienzugea 
definiert. 

Statt  jenes  Linienzuges  lassen  sich  nun  aber  mancherlei 
andere  ersinnen,  die  ebenfalls  nach  der  Kurve  konvergieren. 
Z.  B.  können  wir  das  Liter vall  von  x^  bis  X  wieder  willkürlich 

in  n  Teile  teilen,  die  zu- 
gehörigen Kurvenpunkte  be- 
stimmen und  alsdann  je  zwei 
aufeinanderfolgende  von  diesen 
Punkten  durch  die  Sehne  ver- 
binden, so  daß  ein  Sehnen- 
polygon  CM^M^  •  •  •  M^_^D 
hervorgeht,  siehe  Fig.  25.  Es 
weicht  von  der  Kurve  um  so 
weniger  ab,  je  kleiner  alle  Einzelintervalle  werden  und  dem- 
entsprechend die  Zahl  n  immer  größer  wird.  Es  lassen  sich 
aber  auch  manche  andere,  ebenso  nach  der  Kurve  konvergierende 
lückenlose  Züge  herstellen;  sie  brauchen  auch  nicht  aus  lauter 
geraden  Stücken  zusammengesetzt  zu  sein. 

Allgemein  soll  nun  irgend  ein  lückenloser  Linienzug  nach 
einem  gewissen  Gesetze  derartig  konstruiert  sein,  daß  er  noch 
einem  Grenzübergange  unterworfen  werden  kann,  bei  dem  er 
im  Intervalle  von  Xq  bis  X  nach  der  Kurve  y  =  f(x)  konvergiert. 
D.  h.  analytisch  ausgesprochen:  Es  soll  eine  stetige  Funktion 
y  ^  q>{x)  im  Intervalle  von  x^  bis  X  hergestellt  sein,  die  noch 
andere  und  andere  Formen  annehmen  kann  und  zwar  so,  daß,  wie 
klein  auch  eine  positive  Zahl  r  gewählt  sein  mag,  stets  eine 
Funktion  (p{x)  existiert,  für  die 
<1)  m'-r^^{x)£f{x)  +  x 
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an  jeder  Stelle  x  im  Intervalle  von  Xq  bis  X  ist.  Lassen  wir 
T  nach  Null  streben,  so  können  wir  alsdann  sagen,  daß  der 
Linienzug  y  ^  tp{x)  nach  der  Kurve  y  ==  f{x)  konvergiert. 

Ist  Xq  <  X,  so  folgt  aus  (1)  ohne  weiteres  nach  Satz  14, 
Nr.  413: 

X  X         '  X 

I  f(x)  dx  —  t  (X  —  Xq)  ^  I  (f  (x)  dx  ^  I  f(x)  dx  +  t^X—x^), 

während  im  Falle  ^Tq  >  X  das  Zeichen  <  durch  das  Zeichen 
>  ersetzt  werden  muß.     Hieraus  schließen  wir: 

X  X 


lim   I  g>(x)  dx  ^  I  f{x)  dx, 


sobald  X  —  Xq  endlich  ist.     Wir  haben  also  den 

Satz  1:  Konvergiert  in  einem  endlichen  Intervalle  ein  ver- 
änderlicher,  aber  stetiger  Linienzug  y  =  9  (x)  nach  einer  he- 
stimmt  gegebenen  stetigen  Linie  y  =  fix),  so  ist  amh  der  Grenz- 
wert der  Fläche  jenes  veränderlidien  Linienzuges  gleich  der 
Fläche  der  gegebenen  stetigen  Linie, 

Demnach  läßt  sich  die  Flächendefinition  in  Nr.  409  bo- 
deutend  verallgemeinern.  Statt  des  treppenformigen  Linienzuges 
können  wir  z.  B.  das  in  Fig.  25  konstruierte  Sehnenpolygon 
oder  irgend  einen  anderen,  nach  der  Kurve  konvergierenden 
Linienzug  anwenden.  Da  jedes  ebene  Flächenstück  ausdrückbar 
ist  durch  solche  Flächen,  die  nur  einerseits  krummlinig,  anderer- 
seits durch  die  Abszissenachse  und  überdies  durch  zwei  Ordinaten 
geradlinig  begrenzt  sind,  so  dürfen  wir  dasselbe  allgemeine  Ver- 
fahren auf  den  Rand  beliebiger  ebener  Flächenstücke  anwenden^ 
wodurch  wir  zu  einer  Fläche  gelangen,  deren  Grenzwert  die 
fragliche  Fläche  ist.  Hiervon  machen  wir  in  der  Folge  einige 
Anwendungen. 

632.  Quadratur  in  Polarkoordinaten.  Ein  Kurven* 
stück  AB,  siehe  Fig.  26,  sei  in  Polarkoordinaten  cj,  q  (vgl. 
Nr.  203)  durch  die  im  Intervalle  von  (öq  bis  Oj  stetige  Funk- 
tion Q  =  /*((ö)  gegeben.  Der  Fläche  u  zwischen  der  Kurve 
AB  und  den  zu  Oq  und  cd^  gehörigen  Radien  Vektoren  geben  wir 
denjenigen  Umlaufssinn,  der  hervorgeht,  wenn  AB  ^0  durch- 
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laufen  wird,  daß  co  die  Werte  von  Oq  bis  ©^  annimmt  In 
Fig.  26,  wo  ÖQ  <  öj  gewählt  ist,  hat  diese  Fläche  alao  positiven 
Sinn  und  demnach  das  Pluszeichen.  Es  kann 
aber  auch  o^  >  o^  sein.  Wir  setzen  noch 
voraus,  daß  q  =  f((o)  im  Intervalle  von  ©^ 
bis  ©1  nie  das  Zeichen  wechsele,  da  der  Pol 
der  Polarkoordinaten  eine  singulare  Rolle 
spielt,  wie  in  Nr.  203  hervorgehoben  wurde. 
Um  nun  die  Fläche  u  zu  berechnen,  teilen 
wir  <^  Ä  OB  in  etwa  n  beliebige  Teile,  in- 
dem wir  n  —  1  Radienvektoren  OM^,  OM^j 


Fig.  26. 


0M^_^  einschalten.     Die  Kreise  um  0 


durch  A  bzw.  M^,  M^,  •  •  •  M^_^  mögen  die 
Radienvektoren  OM^  bzw.  OM^,  OM^,  •  •  •  OB  in  N^  bzw. 
iVj,  N^,  "•  ^n  treffen.  Jetzt  können  wir  die  Kurve  nach  Satz  1 
durch  den  aus  Kreisbogen  und  Strecken  bestehenden  Linienzng 

ersetzen,  da  er  zur  Kurve  konvergiert,  falls  alle  Teilwinkel 
von  ^ÄOB  nach  Null  streben  und  dementsprechend  ihre  An- 
zahl n  über  jede  Grenze  wächst. 

Ist  ^G)  der  allgemeine  Ausdruck  für  einen  beliebigen 
imter  den  n  Teilwinkeln  und  q  der  Radiusvektor  auf  dem 
Anfangsschenkel  dieses  Winkels,  so  hat  die  zugehörige  Fläche 
des  Kreissektors  den  Wert  fp^z^cD,  so  daß 


cn, 


M  =  lim  y^^Q^^G)  -  jlim  y^[f((o)YJ(o 


ist.  Die  letzte  Summe  hat  aber  dieselbe  Form  wie  die  des 
Satzes  4,  Nr.  407,  indem  a;,  rr^,  X  und  f(x)  hier  durch  ©,  Oq^ 
Ol  und  [f((o)Y  ersetzt  sind.     Daher  kommt: 


(1) 


u^if[f(<o)Yd<o. 


Bleibt  die  obere  Grenze  aj^  willkürlich,  bezeichnen  wir  sie 
also  mit  oj,  so  ist  u  eine  solche  Funktion  von  o,  für  die 
du 

ddü 
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ist.  Hiermit  wird  nachträglich  der  Tollständige  Beweis  für 
die  Formel  (1)  von  Nr.  204  geliefert.  Damals  fehlte  ja  noch 
die  exakte  Definition  der  Fläche. 

633.  Quadratur  bei  Anwendung  einer  HiUte- 
ver&nderlichen.  Es  sei  eine  krummlinige  Flächengrenze  AB 
mittels  einer  Hilfsyeränderlichen  t  durch  die  beiden  im  Inter- 
valle von  t^  bis  t^  stetigen  Funktionen  von  t  gegeben: 

(1)  X^q>{t),     yt(t), 

vgl.  (3)  in  Nr.  168,  und  es  soll  die  Fläche  u  berechnet  werden, 
die  zwischen  dieser  krummen  Linie  und  den  vom  Anfanspunkte  0 
nach  ihren  Endpunkten  Ä  und  B  gezogenen  Strahlen  liegt. 
In  Polarkoordinaten  o,  q  hat  diese  Fläche  nach  der  Formel  (1) 
der  letzten  Nummer  den  Wert: 

Hierin  ist  p*  =  9)'  +  ^*  und 

80  daß  sich  ergibt: 

(2)  u^^J{q>t'-tl,ipyt, 

Der  Umlaufssinn  der  Fläche  ist  dabei  derjenige,  bei  dem  die 
Kurve  so  durchwandert  wird,  daß  t  von  t^  bis  t^  geht. 

B84.  Beispiele  von  Quadraturen.    Zu  den  in  Nr.  411 

gegebenen  Beispielen  fügen  wir  hier  und  in  den  folgenden 
Nummern  noch  andere  hinzu. 

1.  Beispiel:  Parabolische  und  hyperbolische  Kiirvm,  So 
nemit  man  diejenigen  Kurven,  deren  Gleichungen  bei  passender 
Wahl  des  Achsenkreuzes  die  allgemeine  Form 

(1)  konst.  ar"  +  konst.  y"*  =-  0 
haben.    Auflösung  nach  y  gibt: 

(2)  y  ^  aar, 
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wo  a  und  r  Konstanten  sind.  Ist  a  <  0^  so  vertauschen  wir 
y  mit  —  y  und  kommen  auf  die  Annahme  a  >  0^  die  wir 
daher  im  folgenden  machen  wollen.  Nach  Nr.  5  ist  die 
Potenz  of  allgemein  nur  fQr  positives  x  definiert  und  zwar 
als  positive  Zahl.  Wir  beschränken  uns  mithin  auf  posithe 
Werte  von  x  und  y. 

Ist  r  >  0^  so  heißt  die  Kurve  parabolisch'^  sie  geht  durch 
den  Anfangspunkt  und  hat  keine  Asymptote.  Siehe  Fig.  27 
für  r  =  3  und  a  =  0^.  Ist  dagegen  r  <  0,  so  heißt  die  Kurve 
hyperbolisch]  sie  geht  nämlich  nicht  durch  den  AnÜErngspunkt^ 


Fig.  87. 


Fig.  28. 


hat  aber  die  Achsen  zu  Asymptoten  (vgL  Nr.  171).  Siehe 
Fig.  28  für  r  =  —  2  und  a  =  1.  Die  hyperbolischen  Kurven 
heißen  auch  polytropisch  wegen  ihrer  Bedeutung  in  der  Wärme- 
theorie. Die  Kurve  (1)  ist  hiemach  parabolisch  oder  hyper- 
bolisch^ je  nachdem  die  Konstanten  n  und  m  dasselbe  oder 
verschiedenes  Vorzeichen  haben. 

Ist  r  zwischen  —  1  und  +  1  gelegen^  so  führt  die  Ver- 
tauschung von  X  mit  y  zu  dem  Falle,  wo  r*  >  1  ist.  Wir 
dürfen  uns  also  auf  die  Annahmen  r  >  1  (parabolisch)  und 
r  <  —  1  (hyperbolisch)  beschiünken.  Die  von  x^  bis  x  er- 
streckte Fläche  u  der  Kurve  (2)  ist: 


X 


axfdx  •' 


a 


^,(xr^'-^0'^') 


-   r  +  l     ' 


wenn  ^q  die  zu  Xq  gehörige  Ordinate  bedeutet.  Handelt  es  sich 
um  eine  pa/raboUsche  Kurve,  ist  also  r>l,  siehe  Fig.  27,  so 
können  wir  x^^y^^O  wählen  und  erhalten  dann u  =  rcy : (r -f  1), 
d,  h.  die  Fläche  ist  der  (r  +  1)**  Teil  der  Fläche  des  Rechteck» 
534] 
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mit  den  Seiten  x  und  y.  Liegt  dagegen  eine  hyperbolische 
Kurve  vor,  ist  also  r  <  —  1,  siehe  Fig.  28,  so  können  wir  den 
Grenzübei^ng  lim  x^^  -{-  oo  machen,  da  dann  lim  x^y^  =»  0 
wird,  so  daß  u^  xyi{r  '\-  1)  hervorgeht.  Hier  ist  u  negativ, 
weil  die  untere  Grenze  größer  als  die  obere  ist.  Die  Fläche  u 
zwischen  der  Kurve,  der  Abszissenachse  und  der  zu  x  gehörigen 
Ordinate  ist  also,  obgleich  sie  sich  ins  unendliche  erstreckt, 
der  —  (r  +  1)**  Teil  der  Flache  des  Rechtecks  mit  den  Seiten 
X  und  y.  In  der  Fig.  28,  wo  r  =  — 2  gewählt  ist,  sind  beide 
Flächen  gleich  groß. 

Ist  überhaupt  bei  einer  Kurve  die  Fläche  u  von  einer 
An£GUigsabszisse  x^  bis  zur  Abszisse  x  gegeben  durch  die 
Formel 

(3)  «-''.+r'' 

so  folgt  durch  Diflferentiation  nach  a;,  weil  w'=»y  ist: 

y=.??y:»   oder   ^=', 

d.  h.  lny  =  rlnic  +  konst.  oder  y  =  konst.  af ;  es  liegt  also 
eine  parabolische  oder  hyperbolische  Kurve  (2)  vor. 

2.  Beispiel:  Die  Lemniskate  ist  der  Ort  derjenigen  Punkte  in 
der  Ebene,  deren  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  F^  und 
F^  das  konstante  Produkt  d^  haben,  wobei  2  a  den  Abstand 
der  beiden  festen  Punkte  von- 
einander bedeutet.  Im  2.  Bei- 
spiele, Nr.  55,  ist  die  Gleichung 
der  Kurve  in  rechtwinkligen 
Koordinaten  angegeben  worden, 
wobei  die  Gerade  der  Punkte  F^ 
und  F^  als  Abszissenachse  und  die  Mitte  von  F^F^  als  Anfangs- 
punkt gewählt  ist.  In  den  zugehörigen  Polarkoordinaten  q},  q 
lautet  die  Gleichung  der  Lemniskate  so: 
(>'  =  2  a*  cos  2  cu. 

Der  Anfangspunkt  ist  ein  Doppelpunkt^  nach  Nr.  189,  und  die 
zugehörigen  Tangenten  sind  die  Geraden  rr  ±  y  »  0.  Die  Kurve 
besteht  aus  zwei  kongruenten  Schleifen,  siehe  Fig.  29.  Nach  (1) 
in  Nr.  532  ist 
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"-'/' 


COS  2  (o  d(o  ^  j  a^  sia  2  m 


die  Fläche  zwischen  der  Kurve  und  den  zu  0  und  cd  gehörigen 
Radienvektoren.  Für  o  »  7  sr  ergibt  sich  j  €?  als  Flache  einer 
halben  Schleife. 

S,  Beispiel:   Als   Cartesisches  Blatt  bezeichnet   man  die 
Kurve  mit  der  Gleichung: 

(4)  üi^  +  y^  —  Saxy^O-, 

sie  ist  augenscheinlich  symmetrisch  hinsichtlich  der  Halbierenden 
des  Winkels  der  positiven  Achsen.  Der  Anfangspunkt  ist  nach 
Nr.  189  ein  Doppelpunkt,  und  zwar  sind  dort  die  Achsen  die 
Tangenten.    Nach  (4)  ist: 


und: 


Fig.  SO. 


Die  erste  Gleichung  zeigt,  daß 
yixMr  lim  a:  =  ±  00  den  Grenz- 
wert (/  «  —  1  hat.  Femer  hat 
y  —  gx,  d.  h.  x  +  y,  nach  der 
letzten  Gleichung  den  Grenz- 
wert h  ^  —  a.  Es  sind  g  und  h 
die  in  dem  Satze  1,  Nr.  17 1, 
auftretenden  Gh^Ben,  und  wir 
folgern  daraus,  daß  die  Gerade 

x+y+a^O 

eine  Asymptote  der  Kurve  ist. 
Siehe   Fig.  30.     In   den  zuge- 


hörigen Polarkoordinaten  lautet  die  Kurvengleichung: 

Saiinocoso) 
^  "^  sin"  OD  +  cofl^  CO ' 

dagegen  die  Gleichung  der  Asymptote: 


sin  o  4-  cos  iD 
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Nach  (1)  in  Nr.  532  sind  mithin 

to  Ol 

%     ^   C    sin*G)C08*(o       ,     3     2    (      Stg'oo 

„  s  a«  r_j L_l 

*     Li  +  tg'«»,     1+tg'oJ 


C08*CÖ 


und 


01  m 

_  o^   r da> ^Sl   C 

^        2  J  (aino  +  cosö)'  ^  2  J  ( 


dca 


-i«*[r 


+  tgCOo 


(tgO)  +1)'    C08*W 

rTtg"iiJ 


die  Flächen  zwischen  den  zn  o^  und  o^  gehörigen  Strahlen  und 
der  Kurve  bzw.  Asymptote.     Für  ©q  >=  0,  o  «•  j  «  ergibt  die 
Formel  für  u  als  Fläche  der  Kurvenschleife  den  Wert  |  a\    Da 
_  f[!  r     2  — tg  ü>  2  —  tg  ©0      "I 

^■~^~   TLl-tgco  +  ^i^— 1— t^ö,-+tg''öj 

ißt,  so  ergibt  femer  die  Annahme  ojq  «=  |  ;r  und  cd  »  ^  als 
Flache  zwischen  der  Kurve,  der  negativen  :r-Ach6e  und  der 
Asymptote,  —  soweit 
diese  Fläche  oberhalb  der 
j:- Achse  liegt  — ,  den 
Wert  -|a*,  obgleich  diese 
Flache  eine  endlose  Be- 
grenzung hat  Derselbe 
Wert  kommt  wegen  der 
Symmetrie  auch  der  Fläche 
rechts  von  der  y-Achse 
zwischen  der  Kurve  und 
Asymptote  zu  und  ebenso 
dem  Dreiecke  zwischen 
den  Achsen  und  der 
Asymptote.  Die  gesamte 
Flache  zwischen  der  Kurve 
und  ihrer  Asymptote  ist 
mithin  gerade  so  groß  wie  die  der  Schleife. 

4.  Beispiel:  Um  die  Fläche  der  Astroide  (Nr.  249): 


— 

/'     J 

rx 

/    / 

f       ^^^>    > 

'^^\ 

\.^     \ 

/y 

Fig.  Jl. 


x^  +  y* 


J 
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zu  bereclinen,  siehe  Fig.  31,  stellen  wir  die  Kurve  darch  die 

Gleichungen  ,  ^  .  ,  ^ 

°  rc  =  a  cos'  t,    y  ^  a  sm'  t 

mittels  der  Hilfsyeränderlichen  t  dar,  so  daß  sich  fiir  das  Yon 
^a-0  bis  t^\n  erstreckte  Viertel  der  Gesamtfläche  nach  (2) 
in  Nr.  533  ergibt: 

I  a^fsin^  t  cosH  dt  «  ^^  «*  /(l  -  ^^^  ^0  ^^  =*  h  ^«'• 

0  0 

Die  Gesamtfläche  ist  mithin  gleich  drei  Achteln  der  Flache 
des  Kreises  vom  Radius  a,  d.  h.  des  ÜJ-eises  durch  die  vier 
Spitzen  der  Kurve.  Dies  folgt  auch  daraus,  daß  die  Astroide 
eine  Hypozykloide  is.t  (vgl.  Nr.  249),  und  aus  Nr.  241. 

%  2.   N%herungsweise  und  mechanisehe  Quadratnr. 

536.  EinschlnB  der  Fl&ohe  zwiachen  zwei  Werten. 

Für  den  Fall,  daß  die  Auswertung  des  Integrals,  mittels  dessen  ein 
Flächenstück  zu  berechnen  ist,  Schwierigkeiten  macht,  und  für 
den  Fall,  daß  die  Begrenzung  des  Flächenstückes  nicht  ana- 
lytisch, sondern  nur  zeichnerisch  gegeben  ist,  hat  man  graphische 
Verfahren  ersonnen,  die  wenigstens  näherungs weise  den  Wert 
der  Fläche  zu  bestimmen  gestatten. 

Einige  von  diesen  Verfahren,  die  hier  abgeleitet  werden 
sollen,  beziehen  sich  insbesondere  auf  Flächenstücke,  die  von 
der  Abszissenachse,  zwei  Ordinaten  und  einer  krummen  Linie 
umschlossen  werden.  In  Anlehnung  an  diejenige  Definition 
der  Fläche  als  Grenzwert  einer  Summe,  die  in  Nr.  409  ge- 
geben wurde,  beruhen  sie  darauf,  daß  die  Fläche  zunächst 
zeichnerisch  durch  eine  Reihe  von  Ordinaten  in  schmale  Streifen 
zerlegt  wird.  Dabei  wählt  man,  um  zu  möglichst  leicht  aus- 
führbaren Konstruktionen  zu  kommen,  aUe  Flächenstreifen 
gleich  breit 

Wenn  die  Kurve,  die  das  Flächenstück  einerseits  begrenzt, 
gegenüber  der  Abszissenachse  teils  konvex  und  teils  konkav  ist, 
können  wir  sie  zuvor  durch  geeignete  Ordinaten  in  solche  Teile 
zerlegen,  in  denen  sie  gegenüber  der  Abszissenachse  beständig 
konvex  oder  beständig  konkav  ist,  und  dann  jene  Näherungs- 
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▼erfahren  auf  diese  einzelnen  Teile  anwenden,  um  efcwas 
bestimmtes  vor  Augen  zu  haben ^  nehmen  wir  daher  an,  die 
begrenzende  Kurve  sei  gegenüber  der  Abszissenachse  IconJcav. 
Außerdem  liege  sie  vollständig  oberhalb  der  Äbszissenachse. 

Alle  Streifen  mögen  die  Breite  b  haben.  Siehe  Fig.  32. 
Wollen  wir  die  Streifen  durch  größere  Trapeze  ersetzen,  so 
werden  wir  statt  der  oberen  krummen  Grenzen  Tangenten  der 
Kurve  anwenden.  Die  Konstruktion  der  Tangenten  gibt  jedoch 
bei  einer  gezeichnet  vorliegenden 
Kurve  Anlaß  zu  Fehlem.  Fassen 
wir  Bherzwei  aufeinanderfolgende 
Streifen  zusammen  und  denken 
wir  uns  die  Tangente  im  End- 
punkte ihrer  gemeinsamen  Ordi- 
nate ifj^  konstruiert,  wie  es  in 
Fig.  32   fiir   die   beiden   ersten  iHg.  ss. 

Streifen,  also  bei  y^y  geschehen 

ist,  80  sehen  wir:  Die  Tangente  grenzt  ein  Trapez  von  der 
Breite  2b  und  der  mittleren  Höhe  y^^  ab.  Das  Trapez  hat 
demnach  den  Inhalt  26^^^,  der  sich  also  ohne  mrkliche  Kon- 
struktion  der  Tangente  angeben  läßt. 

Diese  Überlegung  veranlaßt  uns  dazu,  die  ganze  Fläche  F 
in  eine  gerade  Anzahl  von  gleichbreiten  Streifen  zu  zerlegen, 
etwa  in  2n  Streifen.  Es  mögen  y^,  y^,  y,,  *  -y^^  alle  dabei 
vorkommenden  2n  +  1  Ordinaten  in  ihrer  Reihenfolge  bedeuten. 
Nach  dem  Vorhergehenden  ist  nun  die  Fläche  F  kleiner  als 

Bezeichnen  wir  die  Summe  aller  Ordinaten  mit  ungeraden 
Indizes  mit  pi 

(1)  i>  =  yi+y8  +  --  +  y2n-i» 

so  ist  also 

(2)  G^2bp>  F. 

Außerdem  wollen  wir  die  Summe  aller  Ordinaten  mit  geraden 
Indizes,  abgesehen  von  y^  und  y^^  mit  q  bezeichnen: 

(3)  Q-^-y^  +  VA  +  '-'  +  y^n^r 

Zu  Näherungswerten,  die  Tdeiner  als  die  Fläche  F  sind,  gelangt 
man,  wenn  man  die  Kurve  stückweise  durch  Sehnen  ersetzt, 


S«rret,  nifir.-ti.Integral-Beclmang.  IL    8.  Anfl. 


18 


274  Kap.  Y.    Quadratoz  mid  Bektifikfttion  tob  Kurren. 

also  Sehnenpoljgone  konstruiert.    Wir  erwähnen  insbesondere 
drei  gebräuchliche  Verfahren: 

Erstens:  Wir  verbinden  die  Endpunkte  der  Ordinaten  mit 
geraden  Indizes 

yo?  y%y  Vij  "Vin^iy  y%n 

aufeinanderfolgend  geradlinig,  wie  es  in  Fig.  32  geschehen  ist; 
das  ^o  entstehende  Sehnenpolygon  hat  die  Fläche: 

■£.  =  ^  (y«  +  y,)  +  6  (y,  +  y«)  +  •  •  •  +  &  (yt  - 1  +  y« .) 

oder: 

(4)  ir,-26g  +  6(yo  +  y„)<-F'- 

Zweitens:  Wir  verbinden  die  Endpunkte  der  Ordinaten 

yo>  Vi)  y»>  y6  ■  ■  ■  y»»-$>  y««-!»  y»» 

aufeinanderfolgend  geradlinig,  siehe  Fig.  33;  das  so  entstehende 
Sehnenpolygon  hat  die  F^che: 

■K. »  i  6  (y.  +  y»)  +  6  (yi  +  y.)  +  6  (y.  +  y.)  +  •  •  • 
■  +  ^  (y««-»  +  yj«-i)  +  ?  ^  (y»»-i  +  y»«) 

-  26p  - 1  6  (y,  +  yj„_,  -  j^o  -  y»«)- 


!6it  1% 


Fig.  SS. 


Fig.  U. 


Da  Zg  <  JP,  dagegen  G  >  J'  ist,  so  zeigt  die  Vergleichung  mit 
(2),  daß  die  Summe: 

(5)  m  =  I  (yi  +  yg^.,  -  yo  -  »sJ  >  0 
ist.    Es  kommt: 

(6)  ^2  «  26j)  —  6m  <  F, 

Drittens:  Wir  verbinden  die  Endpunkte  oXler  Ordinaten 

y%y  Vu  y%>  yt>"  ytn^iy  ytn 
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aufeinanderfolgend  geradlinig,  siehe  Fig.  34;  das  so  entstehende 
Sehnenpolygon  hat  die  Fläche: 

Jf» «  i%o  +  yi)  +  ^HVi  +  y,)  +  •  •  •  +  i%2n-i  +  ys  J 

oder: 

(7)  Je,-&0  +  «)  +  i%o  +  y..)<-F'- 

Beim  ersten  Verfahren  sind  nar  n+  1  Ordinaten  benutzt 
worden,  beim  zweiten  eine  mehr  und  beim  dritten  sdle  2n  +  1 
Ordinat^i.  Man  darf  annehmen,  daß  dementsprechend  K^  ein 
besserer  Näherungswert  als  K^  und  femer  K^  ein  besserer  als 
K^  sein  wird. 

Bei  roher  Annäherung  benutzt  man  für  die  graphische 
Flachenbestimmung  den  Wert  K^,  die  sogenannte  Trapeeformd  (7). 

Da  jedoch  der  wahre  Wert  F  zwischen  Q  einerseits  und 
einem  der  Werte  K^y  K^y  K^  andererseits  liegt,  so  wird  man 
bessere  Nähemngsformeln  erhalten,  wenn  man  zwischen  diesen 
Grenzen  Zwischenwerte  wählt  Je  nach  der  Art,  wie  man  da 
vorgeht,  gelangt  man  zu  einigen  oft  benutzten  Methoden,  die 
wir  in  der  nächsten  Nummer  auseinandersetzen  wollen. 

Vorher  erwähnen  wir  noch,  daß,  faUs  die  begrenzende 
Kurve  nicht,  wie  wir  annahmen,  gegenüber  der  Abszissenachse 
konkav,  sondern  konvex  ist,  F  großer  als  G  und  kleiner  als 
jeder  der  drei  Werte  £^,  E^^  K^  isi  Es  ist  also  dann  in 
dem  Vorhergehenden  und  Folgenden  nur  überall  >  mit  <  zu 
vertauschen. 

636.  KUiemnffsfonneln  von  Poncelet,  Parmentier 
und  Simpson.  Liegt  die  Fläche  F  zwischen  den  Werten  G 
und  Ky  von  denen  G  größer  und  K  kleiner  als  F  ist,  und 
setzt  man  den  Bruch  aus  positiven  Zahlen 

G  —  F      l 

80  ist 

j^_aG±ßK 

d.  h.  J"  ist  dasjenige  Mittel  aus  G  und  K,  das  hervorgeht, 
wenn  man  G  und  K  die  Gewichte  a  und  ß  erteilt  Es  kommt 
in  der  Formel  nicht  auf  die  absoluten  Werte  der  Gewichte, 
sondern  nur  auf  ihr  Verhältnis  an.    Da  F  selbst  unbekannt 
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ist,  bleibt  allerdings  auch  der  wahre  Wert  des  YerhUtnifises 
beider  Gewichte  unbekannt;  aber  wenn  wir  darüber  plansibele 
Annahmen  machen,  indem  wir  a  oder  ß  größer  wählen,  je 
nachdem  F  anscheinend  näher  bei  G  oder  bei  K  liegt,  werden 
wir  die  Formel  zur  Herstellung  eines  Näherungswertes  für  F 
benutzen  können.  Unter  G  verstehen  wir  die  in  voriger 
Nummer  unter  (2)  gewonnene  obere  Grenze  von  F  und  unter 
K  eine  der  drei  ebenda  abgeleiteten  unteren  Grenzen  von  jF. 
Da  die  Werte  von  a  und  ß,  die  wir  benutzen,  nur 
schätzungsweise  ausgewählt  werden,  also  nicht  notwendig  die 
wahren  sind,  müssen  wir,  um  die  Güte  der  zu  gewinnenden 
Formel  festzustellen,  noch  den  größten  Wert  bestimmen,  den 
der  absolute  Betrag  s  des  Fehlers  erreichen  kann.  Weil  der 
wahre  Wert  zwischen  G  und  K  liegt,  so  ist  dies  Maximum 
die  größere  der  beiden  Zahlen 


oder 


^       aG  +  ßK  &G  +  ßK       ^ 


also  die  erste  oder  zweite,  je  nachdem  /3  >  o(  oder  «  >  /)  ist. 
Im  Falle  a  =«  /3,  d.  h.  wenn  als  Näherungswert  das  arithmetische 
Mittel  von  G  und  K  genommen  wird,  sind  beide  Extreme  natür- 
lich gleich  groß. 

Insbesondere  sind  folgende  Annahmen  bemerkenswert: 
Erstens:  G  und  K^  haben  gleiche  Gewichte.     Dann  er- 
gibt sich  der  Näherungswert: 

(1)        F,  -  \{G  +  K,)  =  60>  +  <?)  +  iKyo  +  y,J, 

und  der  absolute  Betrag  des  Fehlers  ist: 

(1')  «i^Kp-s-iyo-iy,»)- 

Die  Formel  (1)  ist  nichts  anderes  als  die  Trapeisformd,  da  ihre 
rechte  Seite  gleich  £3  ist.  K^  ist  demnach  das  arithmetische 
Mittel  von  G  und  K^, 

Zweitens:   G  und  K^  haben   gleiche  Gewichte.     Es  er- 
gibt sich  die  Poncdetsch^  Naherungsfarmd: 

(2)  F,  «  \iG  +  K,)  =  2bp  -  ihm, 
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Dabei  ist  der  absolute  Betrag  des  Fehlers: 

(2')  «,^i6»»  =  i%i  +  y,.-,-yo-»,J- 

Drittens:  Wenn  wir  aas  der  Figar  schließen,  daß  der 
wahre  Wert  näher  bei  G  als  bei  K^  liegen  wird,  kommen  wir 
zu  der  Annahme,  G  nnd  K^  die  Gewichte  2  und  1  zu  erteilen. 
So  geht  die  Panneniiersche  Näherungsformel  hervor: 

(3)  JP,  ^  K2 G  +  JT,)  =  2hp  -  iftm 

mit  der  Fehlerabschätzung: 

(3')  h^lbm. 

Liegt  der  wahre  Wert  wirklich  näher  bei  G  als  bei  K,  so  ist 
der  Fehler  sogar  absolut  genommen  kleiner  als  ^hm. 

Viertens:  Entnehmen  wir  der  Figur  die  Vermutung,  daß 
der  wahre  Wert  F  näher  bei  K^  als  bei  G  liegt,  so  kommen 
wir  dazu,  G  und  K^  die  Gewichte  1  und  2  zu  geben.  Weil 
JT,  das  arithmetische  Mittel  von  G  und  f^  ist,  so  geht  die- 
selbe Annahme  hervor,  wenn  wir  G  und  £j  die  Gewichte  2 
und  1  erteilen.  Wir  gelangen  so  zu  der  sogenannten  Simpson-- 
sehen  Begd: 

(4)  j;-i(G  +  2ir,)-i(2ö  +  ür.) 

-IK2p  +  a)  +  i%«+y,«) 

mit  der  Fehlerabschätzung: 

(40  «.^|60p-ä-ij/o-iy«J, 

80  daß  hier  das  Maximum  nur  |  des  Maximums  bei  der  Trapez- 
formel beträgt,  ja  sogar  nur  |,  falls  wirklich  F  näher  bei  K^ 
als  bei  G  liegt.  Hiemach  ist  jedenfalls  die  Simpsonsche 
Näherungsformel  besser  als  die  Trapezformel. 

637.   Andere  Ableitnng  der  SlmpBonschen  Begel. 

Die  Simpsonsche  Regel  kann  ausführlich  so  geschrieben  werden: 

0)     F,  =  i6L(yo  +  4yi  +  y^)  +  (y«  +  4^3  +  yj  +  -  • 

Hiemach  kommt  diese  Regel  auf  die  Annahme  hinaus^ 
dftß  allgemein   zwei    aufeinanderfolgende   Flächenstreifen    von 
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der  Breite  h  nnd  mit  den  drei  Ordinaten  y^,  j^^  y,  zusammen 
angeuäliert  die  Fläche 

(2)  i%o  +  4yi  +  y«) 

haben. 

Zu  derselben  Annahme  und  damit  auch  zur  Simpson- 
schen  Regel  (l)  ftLhrt  die  folgende  rechnerische  Überlegung: 
Die  krumme  Grenze  der  Flache  sei  durch  y^f(x)  gegeben, 
und  wir  wollen  yoraussetzen,  daß  f(x)  in  dem  betrachteten 
Intervalle  bestimmte  endliche  Ableitungen  bis  zur  dritten 
Ordnung  habe.  Wir  fassen  nun  zwei  bei  der  Abszisse  Xq  be- 
ginnende Flächenstreifen  von  der  Breite  b  ins  Auge.  Ihre 
Fläche  ist:  ^^,,  ,, 


F^Jf(x)dx  ^ff{x,  +  h)dh, 


«0  0 

wenn   wir   durch   die   Substitution  x  ^  Xq  +  Ji  die  neue  Ver- 
änderliche h  einführen.     Die  Funktion  von  h: 

k 

ff(x^  +  h)dh 
V 
hat  nun  die  Ableitungen  /'(Xg  +  h),  f'(x^-\-h)  usw.,  wahrend 
sie  für  A  —  0  verschwindet.    Also  ist  nach  Satz  19,  Nr.  112: 


+ h)dh  -  Art*.) + j-/w + i[r(«i  + »»), 

0 


wobei  0  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.    Für  /i  —  26 
ergibt  sich  somit: 

(3)  F^2  bfix.)  +  2  bY{x,)  +  ibY\x,  +  2  06). 

Setzen  wir  nun  andererseits: 

so  ist  ebenfaUs  nach  Satz  19,  Nr.  112: 

Pi  -  fi^o) + ^n^o) + \w(^ + *fc), 

y,  -  f(^o)  +  2&r(^o)  +  26r'(^o  +  2i?6), 
wobei  d-  und  rj  positive  echte  Brüche  bedeuten. 

Wir  wollen  nun  drei  Zahlen  a,  ß,  y  so  bestimmen,  daß 
der  Ausdruck 

(4)  ^-i{^yo  +  ßyi  +  yy2) 

MV] 
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um  Bo  weniger  yon  dem  wahren  Werte  (3)  der  Fläche  ab- 
wdichty  je  kleiner  die  Streifenbreite  b  gewählt  wird,  d.  h.  daß 
die  Differenz  0  ^  F  ia  möglichst  hoher  Ordnung  mit  b  ver- 
schwindet.    Es  ist: 

<p  =  h[{a  +  ß  +  y)fix,)  H-  liß  +  2y)f'(Xo) 

+  b*[ißf"(x,  +  U)  +  2yrK  +  2nb)]], 

folglich  nach  (3): 

+ nißn^o + ^&) + 2yr'(^o+ ?  vV)  ~  ir  (^o + 2  eb)i 

Also  verschwindet  ^  -—F  mit  b  in  mindestens  dritter  Ordnung, 
wenn  a  +  /J  +  y  nnd  ß  +  2y  gleich  2  sind.  Da  ferner  /"'(^o  +  ^^)f 
f"{x^  +  2  rib)  und  /•"(^x^o  +  2  Ö6)  für  lim  6  «  0  den  öre^zwert 
f"{x^  haben,  so  verschwindet  0  —  F  mit  6  in  mindestens 
piert^  Ordnung,  wenn  überdies  jß  +  2y  gleich  |  ist.  Aus 
diesen  drei  Forderungen  folgt  « «  -g-,  ß  ^j  und  y  =  |,  d.  h. 
4er  Wert  (4)  von  *  geht  gerade  in  den  Wert  (2)  über. 

Die  Simpsonsche  Regel  für  die  Summe  der  Flächen  je 
zweier  aufeinanderfolgender  Streifen  gibt  also  gerade  denjenigen 
Näherungswert,  dessen  Abweichung  von  dem  wahren  Werte  mit 
der  Streifenbreite  in  der  höchsten,  nämlich  der  vierien  Ordnung 
verschwindet.  Wir  werden  iu  nächster  Nummer  sehen,  daß 
sie  sogar  in  der  fünften  Ordnufig  Terschwindet. 

Wenn  insbesondere  der  zweite  Differentialquotient  von  f(x) 
koQstfuxt,  also  f(x)  eine  ganze  quadratische  Funktion  von  x 
ist,  so  fotgt  aus  (5),  daß  bei  Annahme  der  für  a,  ß,  y  gefun- 
denen Werte  auch  für  endliches  b  die  Differenz  2?'  —  *  *=  0  ist, 
d.  h.  die  Simpsonsche  Regel  ist  insbesondere  für  die  Fläche 
eii^er  Pardbd 
(6)  y  —  konst  +  konst  •  x  +  konst  •  x^ 

völlig  exakt.  Hiermit  kommen  wir  zur  Erwähnung  der  dritten 
nnd  gebräuchlichsten  Art  der  Ableitung  der  Simpsonschen 
Kpgd.  Sie  JMeteht  dßrin,  daß  man  die  Kurve  für  je  zwei 
aufeinanderfolgende  Streifen  durch  eine  solche  Parabel  ersetzt. 
Man  kann  nämlich  die  Eonstanten  in  (6)  so  wählen,  daß  die 
Parabel  durch  drei  vorgeschriebene  Punkte  geht. 
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638.  Korrektionflglied  der  Simpflonflohen  Segel. 

Wenn  man,  wie  es  in  der  letzten  Nummer  geschah^  für  f{x) 
die  Taylorsche  Entwicklung  noch  bis  zu  einer  höheren  Ordnung 
benutzt;  kann  man  für  die  Simpsonsche  Regel  ein  Korrektion' 
glied  gewinnen^  dessen  MitberQcksichtigung  allgemein  gesprochen 
eine  größere  Genauigkeit  der  Formel  verbürgt. 

Die  Simpsonsche  Regel  kommt  ja  darauf  hinaus^  daß  man 
die  Summe  F  der  Flächen  zweier  aufeinanderfolgender  Streifen, 
des  Streifens  von  x^  bis  x^  +  i  und  desjenigen  von  x^  +  h  bis 
Ä?o  +  2  6,  durch  den  Wert 

(1)  *  -  \h\f{x,)  +  4.f{x,  +  6)  +  f{x,  +  26)] 

ersetzt,  während  die  wahre  Summe  F  mittels  der  Taylorschen 
Entwicklung  so  dargestellt  werden  kann: 

wo  B  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Wir  haben  näm- 
lich die  Formel  (3)  der  vorigen  Nummer  um  zwei  Glieder 
weiter  entwickelt  unter  der  Annahme,  daß  f{x)  bis  zur  vierten 
Ordnung  bestimmte  endliche  Ableitungen  habe.  Entwickeln 
^^^  f(^o  +  ^)  ^^^^  fO^o  +26)  ebensoweit,  so  erhalten  wir  aus  (1) 
einen  Wert  für  0,  und  es  kommt: 

,  ^=  i/-^(^o  +  »V)  +  in^o  +  2126)  -  ^/^(^o  +  2  eb), 

worin  auch  ^  und  rj  positive  echte  Brüche  sind.  Man  sieht  hieraus^ 
daß  ^  —  F  sogar  in  der  fünften  Ordnung  mit  h  verschwindet^ 
iras  wir  schon  in  voriger  Nummer  ankündigten.  Femer  ergibt 
sich,  wenn  f^(x)  stetig  ist: 

Hieraus  schließen  wir,  daß  bei  geringen  Breiten  der  Streifen 
mit  großer  Annäherung  0  —  F  gleich  ^i^f^iiX!^)  sein  wird. 
Daher  dürfen  wir 

als  einen  im  allgemeinen  besseren  NiUiemngswört  als  0  be- 
trachten.   Weil 

f^(xo) -  hm      "^^Z 


6=0  26 
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ist^  so  werden  wir  für  hinreicliend  kleinesbauclideuNäherungswert 

*-.i^r'(^  +  26)-r(*o)] 

benutzen  können. 

Wenn  wir  nnn  zu  jedem  der  Glieder 

der  Yollständigen  Simpsonsclien  Kegel  (1)  in  Nr.  537  das  sa 
gewonnene  Eorrektionsglied  hinzufügen^  so  heben  sich  die 
Korrekturen  zum  großen  Teile  fort,  und  es  ergibt  sich  die 
neue  Nähemngsformel: 

(2)  5* 

oder: 

(3)  F,  -=  \b{2p  +  g)  +  16(y,  +  y,„)  +  Xl*{y- -  y'Q. 

Natürlich  läßt  sich  diese  Formel  nicht  anwenden,  wenn  die 
Begrenzung  der  Fläche  gezeichnet  vorliegt^  vielmehr  nur  dann, 
wenn  sie  analytisch  in  der  Form  y  »  f{x)  gegeben  ist. 

639.  Bin  Zahlenbeispiel.  In  Nr.  535  erwähnten  wir 
schon,  was  hier  noch  einmal  wiederholt  werden  mag:  Die  ab- 
geleiteten  Formeln  gelten  sowohl  für  solche  Kurven,  die 
gegenüber  der  ^- Achse  konkav,  als  auch  für  solche,  die  gegen- 
über der  o^Achse  konvex  sind.  Im  letzteren  Falle  sind  über- 
all  im  vorhergehenden  die  Zeichen  >  und  <  miteinander  zu 
vertauschen. 

Z.  B.  wollen  wir  die  fünf  in  Nr.  536  und  Nr.  538  ge- 
wonnenen Näherungswerte  l^j,  •  •  •  F^  für  die  gleicfiseiiige 
Hyperbel  y  ^  1 :  x  von  a;  =  1  bis  a;  =  2  berechnen,  indem  wir 
zehn  Teile  annehmen,  also  n  —  10  setzen.  Die  Werte  p  und  q, 
vgl.  (1)  und  (3)  in  Nr.  535,  sind  hier 

p  «  3,469  539  43,    q  =  2,728  174  60, 

während  der  wahre  Wert  F  der  Fläche  gleich  In  2  ist  (vgl. 
1.  Beispiel,  Nr.  411).    Es  ist  also: 

jP«  0,693  147  18. 
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Die  Rechnung  liefert  auf  8  Deaimalen  genau: 

Fl  «  0,693  771  40,    F,  -  F«  +  0,000  624  22, 


F,  =  0,693  522  72, 
F«  =-  0,692  984  44, 
F^  «  0,693  150  23, 
Fft  =  0,693  147  11, 
Im    Yorliegenden    Beispiele 


F,-F-  + 0,000  375  54, 

F^-F 0,000  162  74, 

F^-F=  + 0,000  003  05, 
Fr,-F 0,000  000  07. 

also  ist  die  Simpsonsche  Regel 
(siehe  FJ  den  drei  andern  entschieden  überlegen;  und  die 
Simpsonsche  Regel  mit  dem  Eorrektionsglied  (siehe  F5)  gibt 
sogar  den  Wert  tod  In  2  genau  bis  auf  einen  Fehler  you  nur 
7  Einheiten  der  8.  Dezimalstelle. 

640.  Die  von  einer  Streoke  überstriohene  Flftohe. 

Man  hat  Apparate  ersonnen,  mit  deren  Hilfe  man  rein  mecha- 
nisch den  Inhalt  von  gezeichnet  yorliegenden  ebenen  Flachen- 
etücken  bestimmen  kann.  Der  wichtigste  und  praktischste  ist 
das  sogenannte  Polcbr-Planimeter,  um  die  Wirkungsweise  dieses 
Instrumentes  zu  yerstehen,  betrachten  wir  zunächst  die  Flache, 

die  ein  Stab  von  konstanter 
>B^  Länge  l  überstreicht,  wenn 

er  sich  irgendwie  auf  der 
Ebene  bewegt. 

Zunächst  ersetzen  wir  die 
wahre  Bewegung  des  Stabes 
durch  die  folgende:  Von 
den  verschiedenen  Lagen, 
die  der  Stab  nach  und  nach 
erhält,  wählen  wir  eine  be- 
liebige Anzahl  heraus.  Es 
seien  dies  die  Lagen  A^B^ 
A^Bi,  •  •  •  Ä^B^,  siehe 
Fig.  35.  Alsdann  verschieben  wir  A^B^^  parallel  mit  sich  und 
so,  daß  Aq  und  IIq  die  Senkrechten  zu  A^Bo  beschreiben,  also 
«in  Rechteck  fiberstrichen  wird,  und  zwar  so  weit,  bis  die 
A^Bq  gegenüberliegende  Seite  des  Rechtecks,  die  wir  A^B'g 
nennen  wollen,  durch  A^  geht  (wenn  notig,  ihre  Veilängerung). 
Darauf  wird  Al^Bq  längs  der  Geraden,  auf  der  A^B^  liegt,  soweit 
W,  «40] 


Fig.  36. 
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Terschoben,  bis  das  Ende  Ä^  'm  A^  hiueinrückt,  so  daß  A^Bq 
die  neue  Lf^e  ist.  SchlieBlicb  drehen  wir  A^^Bq  um  A^  in 
die  Lage  A^B^  Dasselbe  Verfahren  wenden  wir  an,  um  Ai^B^^ 
in  die  Lage  A^B^  überzuführen;  usw.  Es  ergeben  sich  so  als 
Grenzen  einer  Ersatzfläche  außer  den  Endlagen  A^B^^  und  A^B^ 
zwei  stetige  Linienzüge: 

A^A',A,A[A,  . .    .1,  und  B^B'^B'^B,B\B'[B,        B^, 

Ton  denen  der  erste  aus  lauter  Strecken,  der  zweite  aus 
Strecken  und  Bjreisbogen  besteht.  Wählen  wir  als  Zwischen* 
lagen  A^B^y  ^B^,  •••  A^_^B^_^  zwischen  der  Anfangslage 
A^Bq  und  der  Endlage  A^B^  immer  mehr  yon  den  bei  der 
wirklichen  Bewegung  durchlaufenen  Zwischenlagen  derart,  daß 
schließlich  der  Unterschied  der  Lage  zwischen  je  zwei  auf- 
einanderfolgenden Stäben  A^B^  und  A^^^Bj^^j^  nach  Null 
strebt,  so  strebt  auch  die  Summe  der  Flächen  aller  konstru- 
ierten Rechtecke  imd  Kreissektoren  zum  wahren  Werte  der 
Fläche,  nach  Nr.  531. 

Bezüglich  des  Vorzeichens  setzen  wir  fest:  Geht  der  Stab 
aus  einer  Lage  A^B^  in  eine  neue  Li^ge  A^^^B^.^^  über,  so 
sollen  diejenigen  Flächenteile,  die  dabei  links  yon  der  Richtung 
von  Aj^  nach  B^  liegen,  positiv ,  die  andern 
negativ  gerechnet  werden.  Die  wahre  Gesamt- 
fläche hat  alsdann  denjenigen  ümlaufssinn,  der 
durch  den  Weg  von  Aq  nach  B^  gekenn- 
zeichnet wird  (vgl.  Nr.  530). 

Betrachten  wir  nun  allgemein  das  Rechteck 
mit  der  Anfangsseite  Aj^B^  und  den  darauf 
folgesden  Kreissektor,  siehe  Fig.  36.  Die  zur 
Omndlinie  A^B^  oder  l  gehörige  Höhe  des 
Rechtecks  sei  gleich  Jh  und  zwar  positiv 
odßr  negativ,  je  nachdem  At  links  oder  rechts  von  Aj^B^ 
liegt  Femer  sei  ^  BkAj^^^Bj^^^,  gemessen  im  positiven 
Drehsinne  (dem  des  Uhrzeigers  entgegen)  gleich  ^<p.  AU- 
dasm  ist  Idh  die  Reohtecksfläche  und  \V4v  ^^  Sektorfläche. 
Die  w^re  Gesamtflache,  die  der  Stab  überstreicht,  ist  folgUch 
der  Grenzwert 

-F  -  lim  {2l^h  +  2\PJ<p) 
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oder,  da  l  konstant  ist: 

(1)  F^l  lim  ^Jh  +  |P  lim  ^Jfp. 

Der  Grenzwert  ist  dabei  in  der  oben  auseinandergesetzten  Be- 
deutung zu  yerstehen. 

Wir  wollen  durch  irgend  einen  Punkt  0  der  Ebene  eu 
allen  Richtungen  ÄqBq,  Äj^B^y  •  •  •  Ä^B^  die  Parallel^i  jl^  A„ 
X^  ' ' '  K  ^^  entsprechendem  Sinne  ziehen ,  siehe  Fig.  35  auf 
S:  282.    Alsdann  ist: 

(2)  2^9 -^{^ofK)- 

Diese  Formel  (2)  gilt  ebenso  wie  die  Formel  (1)  för 
positive  und  negative  Werte  der  Einzelwinkel  Jfp.  Nach  (1) 
und  (2)  ist  jetzt: 

(3)  F=l]im2^h  +  ^l'^iX„Xj. 
Selbstverständlich  ist  der  Winkel  in  Bogenmaß  zu  messen. 

641.  Das  Planimeter  von  Amsler.  Wir  wollen  jetzt 
annehmen^  der  Stab  l  oder  AB  liege  nicht  auf  der  Ebene  auf, 
sondern  sei  durch  eine  geeignete  Vorrichtung  immer  in  demselben 
Abstände  über  der  Ebene  und  paraUd  gu  ihr  gehalten.  Femer 
trage  er  an  einer  Stelle  Sy  die  von  -4.  die  Entfernung  a  habe, 
eine  Ereisscheibe,  deren  Ebene  zu  l  und  demnach  auch  zur 
Zeichenebene  senkrecht  ist^  so  daß  sich  die  Scheibe  um  ihre 
Mitte  S  drehen  kann.  Ihr  Radius  sei  so  groß  gewählt ,  daß 
die  Scheibe  die  Zeichenebene  berührt  und  infolge  der  Reibung 
bei  der  Bewegung  des  Stabes  in  Drehung  versetzt  wird.  Wenn 
sich  nun  der  Stab  {  aus  der  Lage  Aj^Bj^,  siehe  Fig.  36,  S.  283, 
in  die  Lage^^^'-ßt  verschiebt,  so  legt  ein  Punkt  auf  dem  Um- 
fange der  Scheibe  infolge  der  Reibung  den  Weg  ^h  zurück. 
Dieser  Weg  ^Jh  ist  ein  Bogen  auf  dem  Umfange  der  Scheibe 
und  positiv  oder  negativ  zu  rechnen,  je  nachdem  sich  die 
Scheibe  von  Aj^  aus  betrachtet  im  positiven  Sinne  (entgegen 
dem  Uhrzeiger)  oder  im  negativen  Sinne  dreht.  Wird  der 
Stab  weiterhin  aus  der  Lage  AlBl  in  die  Lage  Aj^^^Bk  ver- 
schoben, so  dreht  sich  die  Scheibe  gar  nicht.  Wird  endlich 
der  Stab  aus  der  Lage  A^^^Sk  um  A^^^^  herum  in  die  Lage 
-^*+i-^A+i  gedreht,  so  hat  der  Umkreis  der  Scheibe  da,  wo  er 
540,  541] 
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auf  der  Zeichenebene  ruht,  beständig  dieselbe  Taugente  wie 
der  Kreisbogen  im  Kreissektor  mit  dem  Radius  a.  Also  dreht 
sich  jetzt  die  Scheibe  nm  den  Weg  a^^>y  wieder  gemessen  als 
Bogen  auf  dem  Umfange  der  Scheibe.  Insgesamt  legt  ein 
Punkt  auf  diesem  Umfange  bei  der  in  Fig.  36  dargestellten 
Bewegung  mithin  den  Bogen  /Jh  +  ad^>  zurück.  Demnach 
ist  sein  Qesamtweg,  wenn  die  Überführung  des  Stabes  l  aus 
der  Anfangslage  ^o-^o  ^^  ^^^  Endli^e  Ä^B^  Yollendet  ist^  ge- 
geben durch: 

s  =  lim  ^{^h  +  a^q>)  =  lim  S^h  +  a  lim  2dq> 

oder  nach  (2)  in  voriger  Nummer  durch: 

(1)  5«lim^^Ä  +  a^(Ao,Xj. 
Hiemach  ist 

lim  ^Jh  =  5  —  a  <^  (A^,  Xj. 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Formel  (3)  der  letzten  Nummer 
ein,  so  kommt: 

(2)  F-U  +  {^P-la)^{X„x:). 

Können  wir  es  nun  so  einrichten,  daß  <^  (A^^,  Aj  «=  0  wird, 
indem  sich  die  positiven  und  negativen  Summanden  d^>  gegen- 
seitig aufheben,  so  folgt  aus  (2)  sehr  einfach: 

(3)  F^ls. 

Dies  wird  erreicht,  wenn  die  Endlage  A^B^  des  Stabes  mit 
seiner  Anfangslage  A^B^  gmammenfäüt,  wohlbemerkt  aber  so, 
daß  der  Stab  nicht  etwa  inzwischen  eine  volle  Umdrehung  um 
vier  Rechte  gemacht  hat.  D.  h.  in  der  Nebenfigur  zu  Fig.  35, 
S.  282,  soll  das  Winkelfeld,  das  alle  möglichen  Lagen  A^,  A^, 
Ag,  •  •  •  A^  enthalt,  kleiner  als  vier  Rechte  sein. 

In  Fig.  37  ist  eine  solche  Bewegung  angedeutet.  Dabei 
sind  nur  wahre  Zwischenlagen  A^B^,  A^B^,  •  •  •  nicht  aber  die 
eingeschalteten  Lagen  A^Bq,  A^B^q,  -'*  angegeben.  Beachtet 
man  die  den  Flächenstücken  erteilten  Vorzeichen,  so  sieht 
man,  daß  die  .Fläche  F^  die  der  Stab  insgesamt  überstrichen  hat, 
eine  Summe  aus  teils  positiven  und  teils  negativen  Stücken  ist. 
In  der  Figur  sind  die  positiven  durch  nach  rechts  steigende,  di^ 
negativen  durch  nach  rechts  fallende  Schraffuren  gekennzeichnet. 
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Ferner  ist  der  Umlaufssinn,  wie  in  voriger  Nummer  bemerkt 
wurde,  derjenige,  der  sich  ergibt,  wenn  wir  von  Aq  nach  B^ 
wandern  und  dann  die  Bahn  B^B^B^  •  •  •  B^A^A^_iA^_^  -  •  •  A^A^ 
zurücklegen. 

Hierbei  wird  der  Ort  ß  der  Punkte  B  in  einem  gewissen 
Sinne  durchlaufen.  Da  er  eine  geschlossene  Linie  ist,  enthält 
er  einen  bestimmten  Flächenraum  B  mit  bestimmten  Vorzeichen 
(in  Fig.  37  mit  dem  Pluszeichen).  Dasselbe  gilt  von  dem 
Orte  a  der  Punkte  A,  genommen  in  dem  soeben  benutzten  Fort- 
schrei tungssinne  A^A^_i  '  "  A^A^.     Sein  Flächenraum  sei  A 


4S* 


Fig.  87. 


Fi«.  38. 


(in  Fig.  37  ist  A  negativ).  In  Fig.  38  sind  dieselben  Flächen  A 
und  B  entsprechend  ihren  Vorzeichen  schraffiert.  Bilden  wir  die 
Summet +  .8,  so  heben  sich  die  Teile,  die  beide  Schra£Pdren 
aufweisen,  gegenseitig  fort.  Dasselbe  gilt  in  Fig.  37  von  Teilen 
der  Fläche  jF,  und  man  sieht,  daß  die  Summe  A  +  B  genau 
die  Fläche  F  ist. 

Aus  (3)  folgt  demnach  : 
(4)  B^ls-A. 

Das  Amslersche  Polar- Planimeter  setzt  sich  nun  aus  dem 
beschriebenen  Stabe  l  oder  AB  und  einem  daran  in  A  ange- 
knüpften, ebenfalls  zur  Zeichenebene  parallel  gefährten  Stabe  ^C 
zusammen,  der  in  A  mittels  eines  Gelenkes  vollständig  gegen- 
541] 
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über  l  drehbar  ist.  Der  Endpunkt  oder  Pol  C  trilgt  einen  Stift 
und  wird  mittels  des  Stiftes  auf  der  Ebene  festgehalten,  siehe 
Fig.  39  y  wahrend  man  den  Endpunkt  B  eine  geschlossene 
Kurve  ß  beschreiben  läßt.  Dabei  wird  die  Lage  yon  G  außerhalb 
ß  so  gewählt^  daß  der  Endpunkt  Ä  nur  hin-  und  hergehende 
Bewegungen  um  G  ausführt^  ohne  eine  yoUe  Umkreisung 
um  G  zu  machen.  Die  Kurve  cc,  die  Ä  be- 
schreibt^  ist  dann  ein  Kreisbogen^  dessen  Teile 
aber  einmal  im  einen^  dann  im  anderen  Sinne 
beschrieben  werden,  so  daß  der  Kreisbogen 
als  eine  geschlossene  (doppelt  zu  denkende) 
Kurve  aufeufassen  ist,  deren  Flächeninhalt 
^  *  0  isi  Aus  (4)  folgt  nun  noch  ein- 
facher: 

(5)  B  -  l8, 

d.  h.   die  Fläche   B    der    umfahrenen   ge- 
schlossenen Kurve  ß  ist  gleich  der  Länge  l 
des  Stabes  AB,  mvilMpliziert  mit  dem  Gesamtbogen  s,  den  ein  Punkt 
auf  dem  Umfange  der  Kreisscheibe  S  wegen  der  Eeibung  zurücklegt. 

Beim  Planimeter  ist  an  der  Kreisscheibe  S  eine  Vorrichtung 
angebracht,  mittels  deren  man  nicht  den  Bogen  s,  sondern 
seiii  Produkt  mit  2,  also  direkt  die  Größe  der  umfahrenen  Fläche 
B  ablesen  kann. 

Zu  dieser  Entwicklung  der  Theorie  des  Planimeters  ist 
noch  hinzuzufagen:  Wir  haben  von  kinematischen  Vorstellungen 
Oebrauch  gemacht,  nämlich  bei  der  Untersuchung  der  Drehung 
der  Kreisscheibe.  Es  leuchtet  ein,  daß  wir  auf  die  genaue  Be- 
gründung dieser  Vorstellungen  hier  nicht  eingehen  können. 

%  3*  Rektiflkatioii  von  Kurven. 

543.  Delliütion  deir  Bogenlinge  einer  ebenea 
Kvrr^.  Die  Berechnung  der  Bogenlänge  einer  Kurve  heißt 
ihre  BekHfiJMion  (vgl  Nr.  202).  Schon  in  Nr.  193  haben  wir 
von  der  Bogenlänge  einer,  ebenen  Kurve  gesprochen  und  eine 
Formel  fttr  ihr  Differential  abgeleitet,  die  wir  anwanden,  um  f&r 
eine  Reihe  von  ebento  Kurven  die  Rektifikation  auszuführen^ 
vgl.   z.   B.  Nr.   224.     Wir  hoben  jedoch  schon   in  Nr.    195 
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heiTor:  Alle  diese  Ergebnisse  waren  noch  nicht  genügend  be- 
gründet^ weil  wir  noch  keine  scharfe  Definition  für  die  Bogen- 
länge geben  konnten  und  nns  yielmehr  mit  der  landläufigen 
Vorstellung  davon  begnügten^  um  nicht  jene  einfachen  Rektifika- 
tionen zu  lange  aufischieben  zu  müssen. 

Es  liegt  uns  daher  jetzt  ob^  die  Bogenlänge  einer  ebenen  Kurve 
exakt  zu  definieren  und  alsdann  zu  zeigen,  daß  die  grundlegende 
Formel  (2)  in  Nr.  193  für  das  Differential  der  Bogenlänge 
aus  der  Definition  folgt.  Ist  dies  geschehen,  so  müssen  wir 
noch  eine  zweite  Lücke  ausfüllen:  In  Nr.  193  haben  wir  näm- 
lich bemerkt  y  daß  wir  in  der  Integralrechnung  zeigen  werden, 
daß  das  Verhältnis  eines  Bogens  zu  seiner  Sehne  den  Ghrenz- 
wert  Eins  hat^  falls  der  Bogen  oder  die  Sehne  nach  Null  strebt 
Auch  dies  ist  mithin  noch  zu  beweisen. 

Wir  gehen  von  den  in  Nummer  193  schon  formulierten 
Voraussetzungen  aus: 

In  rechtwinkligen  Koordinaten  sei  eine  Kurve  durch  die 
Funktion 

(1)  y  =  m 

gegeben,  die  in  dein  hetracläeten  Intervalle  nebst  ihrer  ersten  Ab- 
leitung f'(x)  stetig  sei.   Hier  also  verlangen  wir  auch  die  Existenz 

einer  stetigen  Ableitung,  was 
bei  den  Quadraturen  nicht  nötig 
war  (vgl.  Nr.  404  u.  f.). 

Insbesondere  sollen  die  ge- 
machten Voraussetzungen  in 
dem  Intervalle  von  x^  bis  X 
gelten,  so  daß  zu  dem  zu- 
gehörigen Intervalle  AB  der 
Abszissenachse,  siehe  Fig.  40, 
ein  Stück  CD  der  Kurve  gehört.  Wie  in  Nr.  404  teilen  wir  das 
Intervall  ^jK  in  n  beliebig  große  Teile,  indem  wir  Punkte 
Pj,  Pg,  Pj,  ...  P^_i  einschalten  und  die  zugehörigen  Punkte 
M^,  M^,  M^, ...  Jtf«_i  der  Kurve  ins  Auge  fassen.  Alsdann  kon- 
struieren wir  das  Sehnenpolygon  CM^M^M^  . . .  M^_^D.  Unter 
der  Länge  dieses  Sehnenpolygons  verstehen  wir  die  Summe 
der  Längen  aller  einzelnen  Sehnen  CM^y  M^M^,  ...  M^_iD: 
548] 
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Wir  setzen  X  >  ^r^  Yoraus  und  bringen  alle  diese  Längen  positiv 
in  Rechnung.  Nun  behaupten  ^ir,  daß  die  Länge  des  Sehnen- 
polygons einen  und  nur  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert 
hat,  wenn  aUe  Teilintervalle  AP^,  A-Pj>  •  •  •  -Pn-i-^  ^^^'^^ 
Null  streben  und  dementsprechend  ihre  Anzahl  n  über  jede 
Zahl  wächst.  Ist  dies  bewiesen,  so  nennen  wir  den  Grenzwert 
die  Bogenlänge  s  der  Kurve  von  C  bis  D  oder  im  IniervaUe 
van  Xq  bis  X>  Xq. 

Ein  beliebiger  der  Teilpunkte  M^  der  Kurve  habe  die 
Koordinaten  x,  y,  und  es  seien  x  +  ^x,y  +  ^y  die  Koordinaten 
des  folgenden  Teilpunktes  3f;t+i-  ^^  Sehne  M^Mj^^^  hat 
alsdann  die  Länge: 

wobei  auch  die  zweite  Wui*zel  positiv  ist,  da  ^dx  >  0  ist 
(wegen  X  >  x^).  Aus  dem  Mittelwertsatze  3  von  Nr.  28  folgt 
nun  nach  (1): 

Jx  Jx  /   \      '  /> 

wobei  0  ein  positiver  echter  Bruch  ist.     Demnach  kommt  : 


<2)  M,M,^,  «  ^xYl  +  [r{x  +  dJx)y. 

Da  f'{x)  im  Litervalle  von  Xq  bis  X  stetig  ist,  also  auch  die 
Quadratwurzel  aus  1  +  [/"(^)]*i  so  können  wir  ^fx  nach 
Satz  3,  Nr.  20,  so  klein  wählen,  daß  die  in  (2)  auftretende 
Quadratwurzel  von  dieser  Wurzel  um  weniger  als  eine  vor- 
gegebene beliebig  kleine  positive  Zahl  0  abweicht.  Bilden  wir 
die  Gesamtlänge 

4ea  Sehnenpolygons,  so  folgt,  daß  S  von  der  Summe 

<3)  2Vi+~(r(^v^^ 

um  weniger  als  ö^^x  abweicht,  d.  h.  um  weniger  als  6{X  —  üj^). 
Wenn  wir/ 

«etzen  und  die  Abszissen  von  A,  P^,  P,,  ...  P«_i   mit  Xq, 
Xj,  x^,  ...  x^^^  bezeichnen,  so  hat  die  Summe  (3)  ausfiihrlich 
geschrieben  die  Form: 
F(x^)(x,  -  X,)  +  F{x,)iz,  -x,)  +  ---  +  F(x,_i)(X  -  x^_,). 
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Nach  Nr.  410  ist  mithin  ihr  Grenzwert,  falls  alle  Differenzen 
^x  oder  ^i  —  ar^,  ^j  — ^i,  ••  ^  —  ^«-i  nach  Null  streben 
und  dementsprechend  n  über  jede  Zahl  wächst,  gleich  dem 
bestimmten  Integrale: 

X  X 

jF(x)dx    oder    Jyi  +  [f\x)Ydx. 

Nun  aber  erreichen  wir  diesen  Grenzübergang,  wenn  wir 
die  positive  Zahl  6  immer  kleiner  wählen,  wobei  auch  6{X  —  x^ 
nach  Null  strebt,  wenn  X  —  x^  endlich  ist.    Also  ergibt  sich: 

X 

(4)  lim  S  ^Jyi  +  [f\x)ydx. 

Dieselbe  Schlußfolgerung  können  wir  unter  der  Annahme 
XqI>  X  machen.  Da  wir  alsdann  nach  der  Festsetzung  in 
Nr.  169  die  Kurve  von  C  bis  2>  im  negativen  Sinne  durch- 
laufen, werden  wir  dann  alle  Sehnen  mit  dem  Minuszeichen 
versehen.  Weil  ^dx  jetzt  negativ  ist,  ist  die  Wurzel  in  (2) 
nach  wie  vor  positiv  zu  wählen,  mithin  auch  die  in  (4). 

Wir  haben  somit  den 

Satz  2:  Ist  eine  Kurve  in  einem  etidlichen  IniervaUe  von^ 
Xq  bis  X  durcJi  eine  Funktion  y  =  f{x)  mit  einer  stetigen  Ab- 
leitung  f'{x)  gegeben,  so  haben  die  Längen  aUer  der  Kurve  von 
der  Stelle  Xq  bis  zur  Stelle  X  eingeschrid>enen  Sehnenpdifgone 
den  bestimmten  endlichen  Grenzwert 


X 

ß 


«0 

faUs  alle  Sehnenlängen  einzeln  na>ch  Null  streben  und  dement- 
sprechend ihre  Anzahl  über  jede  Zahl  wächst.  Werden  die 
Sehnenlängen  positiv  oder  negativ  geredinet,  je  nachdem  Xq<X 
oder  Xq^-X  ist,  so  ist  die  Quadratwurzel  stets  positiv  anzunehmen. 
Das  Vorhergehende  liefert  uns  also,  falls  die  obere  Grenze 
X  willkürlich  gelassen  und  daher  mit  x  bezeichnet  wird,  die 
Bogenlänge 

(5)  s=fyi+[nx)fdx 

54»] 
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der  Kurve  von  Xq  bis  x.    Diese  Bogenlänge  s  ist  eine  Funktion 
Ton  X  und  hat  die  Ableitung: 


(6)      a-:=>^^^Krp]*-i/i+för 

Hiermit  ist  die  Formel  (1)  von  Nr.  193  exakt  bevriesen. 

543.  Deflnitioii  der  Bogenlänge  einer  Saumknnre. 

Genau  dasselbe  Schlußyerfahren  läßt  sich  anwenden,  wenn  eine 
ebene  Kurve  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  t  in  der  Form 

gegeben  ist,  wobei  (p  und  ^  im  Intervalle  von  t^  bis  T  stetige 
Ableitungen  haben  sollen.  Wir  wollen  dies  aber  sogleich  ver- 
allgemeinern, nämlich  eine  Eaumkurve: 

(1)  x^q>(t),       y^z{t),       Z^^{t) 

ins  Auge  fassen  (vgl.  Nr.  251).  Dabei  sollen  q>y  %}  ^  ^°^ 
Intervalle  von  i^  bis  T  stetige  Ableitungen  haben. 

Gehören  nämlich  zu  t^  und  T  die  Endpunkte  C  und  D 
eines  Kurvenbogens,  so  schalten  wir  von  t^  bis  T  beliebige 
n —  1  Zwischenwerte  t^,  /,,  ...  t^_^  ein,  zu  denen  wie  in  der 
früheren  Figur  40,  S.  288,  n  —  1  Kurvenpunkte  üfj,  M^,  ... 
-^«-1  gehören,  die  wir  aufeinanderfolgend  durch  Sehnen  ver- 
binden. Wenn  allgemein  t  einer  der  Werte,  etwa  für  Jf^,  ist 
und  zum  nächsten  Punkte  M^^^  der  Wert  t  +  ^t  gehört,  so 
ist  die  Länge  der  Polygonseite 


wo  die  Wurzeln  positiv  sein  sollen,  also  M^M^^^  positiv  oder 
negativ  gerechnet  wird,  je  nachdem  tf^<C  T  oder  t^^  T  ist, 
was  mit  der  Festsetzung  in  Nr.  252  über  den  Fortschreitungs- 
sinn  der  Kurven  in  Einklang  steht.  Dabei  bedeuten  natürlich 
JXy  jdy,  jdz  die  Zunahmen  der  Koordinaten  Xy  y^  z^  wenn  wir 
vom  Punkte  Jf^  zum  Punkte  M^^^  übergehen.  Nach  dem 
Mittelwertsatze  3  von  Nr.  28  ist  nun 
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WO  0^  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet,  und  analog 

WO  auch  0^  und  0^  positive  echte  Brüche  sind.  Aus  der 
Stetigkeit  von 

(3)  VT9'®]'  +  [Z'(0]» +  [*'(<)]' 

folgt,   daß  wir  \Jt\   so  klein  wählen  können,  daß  die  in  (2) 

auftretende  Wurzel,  nämlich 

von  der  Wurzel  (3)  um  weniger  als  eine  beliebig  kleine  vor- 
gegebene positive  Zahl  6  abweicht.  Dann  aber  weicht  die  Summe 

aller  Polygonseiten  von  der  Summe 

um  weniger  als  6^Jty  d.  h.  als  6{T  —  t^  ab.  Somit  gibt 
dw  Ghrenzübergang  zu  lim  tf  —  0,  wobei  lim  ^t  ^0  ist,  dikß  ^' 
deu  Grenzwert 

T 

JvWm + h'm + W(Mdt 

hat.     Es  gilt  also  der 

Satg  3:  Ist  eine  Baumkurve  in  einem  endlichen  Intervall 
ton  t^  bis  T  mittels  einer  Hüfsveränderlicl^en  t  durch  die  drei 
Funktionefi  : 

^-9(ß)y      y-z(^)y      g^Ht) 

gegeben,  die  stetige  Ableitungen  q>'{t),  x{t)y  i;'{t)  habeny  und 
werden  zwischen  t^  und  T  beliebige  n  —  1  Zwischenwerte  t^. 
^2'  •  •  >  ^n-i  eingeschaltet,  so  daß  eu  t^,  t^^,  'j,  •  •  •  ^«-u  ^  ^^' 
einanderfolgende  Kurvenpunkte  gehören,  die  durch  ein  Sehnen- 
polygon  verbürgen  werden  können,  so  hat  die  Länge  des  Polygons, 
falls  alle  Seiten  des  Polygons  nadi  NuU  streben  und  dement" 
sjnrechend  ihre  Anzahl  n  über  jede  Zahl  wächst,  den  bestimmten 
endlichen  Grenzwert 

T 

""vTqpTo?  +  [x\t)y  +  li^'m^dt 
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Werdefi  die  Längen  der  Polygonseiten  positiv  oder  negativ  ge- 
rechnet, je  nachdem  t^K  T  oder  tQ>  T  ist,  so  ist  die  Quadrat- 
wurjsel  stets  positiv. 

Der  so  gefundene  Grenzwert  heißt  die  Bogenlänge  der 
Kurve  von  t^  bis  T, 

Wieder  folgt  hieraus  sofort  die  Richtigkeit  der  Formel  (;}) 
von  Nr.  257  für  den  Differentialquotienten  der  zum  Intervalle 
von  t^  bis  t  gehörigen  Bogenlänge  s,  nämlich: 


Insbesondere  kommen  wir  bei  der  Annahme,  daß  0^if(t)^O 
sei,  zur  Bogenlänge  der  ebenen  Kurve,  womit  dann  auch  die 
letzten  Formeln  (3)  und  (4)  in  Nr.  193  exakt  bewiesen  sind. 

Da  wir  die  Bogenlänge  als  Grenzwert  der  Länge  des 
Sehnenpolygons  definiert  haben,  so  folgt  ohne  weiteres,  daß 
wir  bei  ein  und  derselben  Kurve  für  ein  bestimmtes  Stück 
stets  dieselbe  Bogenlänge  erhalten,  in  welcher  Weise  wir  auch 
analytisch  die  Kurve  geben.    Z.  B.  wollen  wir  in  (1) '  vermöge 

(5)  r  =  o(t) 

eine  neue  Hilfsveränderliche  t  einführen,  die  so  beschaffen  ist, 
daß  erstens  r  von  t  ^t^^  bis  t=T  eine  beständig  wachsende 
oder  abnehmende  stetige  Funktion  vod  t  mit  einer  stetigen  Ab- 
leitung ist,  die  etwa  für  t^  und  T  die  Werte  t^  und  T  hat 
Zweitens  soll  umgekehrt  vermöge  (5)  auch  t  als  eine  solche 
stetige  Funktion  von  t  im  Intervalle  von  Tq  bis  T  definiert 
sein,  die  eine  stetige  Ableitung  hat.  Alsdann  gehe  die  Dar- 
stellung (1)  der  Kurve  in  diese  über: 

«-«(t),      y-xix),      ^^-g^Cr). 

Nun  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  daß 

T 

auch  direkt  aus 

T 
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hervorgeht,  wenn  wir  hierin  vermöge  (5)  die  neue  Verander- 
liche  T  einfahren. 

Allerdings  gilt  dies  nicht  stets  auch  für  das  Vorzeichen^ 
yielmehr  nur  dann,  wenn  r  mit  t  bestandig  wachst  Andern- 
falls ist  das  Vorzeichen  zu  ändern. 

Man  drückt  dies  Ergebnis  auch  so  aus:  Die  Bogenlänge 
ist  —  abgesehen  von  ihrem  Voraeichen  —  ein  Begriff,  der  gegen- 
über der  Einführung  einer  neuen  unabhängigen  Veränderlichen 
invariant  ist 

644.  Orenswert  des  VerhHtnlaaea  des  Bogena 
xnr  Sehne.  Wie  wir  in  Nr.  542  ankündigten,  werden  wir 
jetzt  den  Beweis  eines  Satzes  nachholen,  der  in  Nr.  193  und 
Nr.  195  für  ebene  Kurven  und  in  Nr.  257  und  späterhin  für 
Raumkurven  benutzt  wurde. 

Es  werde  die  Kurve: 

a;=-<)p(0,    y^z(f),    0^il>{t) 

betrachtet  unter  der  Voraussetzung,  daß  fp,  %j  ^  im  Intervalle 
von  ^  bis  ^  +  j4t  stetige  Ableitungen  haben.  Die  Länge  der 
zu  diesem  Intervalle  gehörigen  Sehne  ist  gleich  der  Quadrat- 
wurzel aus  ^x^  +  /Jy^  +  jdz^,  wenn  jdXj  /Jy^  ^z  die  Zunahmen 
sind,  die  x^  y,  e  erfahren,  sobald  t  um  ^t  wächst.  Die  zum 
Intervalle  gehörige  Bogenlänge  sei  ^ds.     Dann  ist: 

Jj 
Bogen  Js  Jt 

Sehne  ^  }/^^r+  2y»  4-'^/«  ""  -i /7Zg\«"~~/^y\«        /Jiy' 

woraus  für  lim  Jt  ^0  folgt: 
lim 


da 

Bogen dt 

Sehne 


v&'+m'tc^)' 


Aber  nach  (4)  in  Nr.  543  ist  dieser  Bruch  gleich  Eins.   Also  folgt 
Satz  4:  Ist  eine  Kurve 

x^q>{t),    y^z(ß),    z^i,{t) 

gegeben  und  haben  (p,  %,  i>  in  der  Umgehung  eines  Wertes  t 
stetige  Ableitungen,  so  ist  in  dieser  Umgebung  der  Grenzwert  des 
543,  544] 
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Verhältnisses  aus  einem  Kurvenbogen  0ur  zugehörigen  Sehne  für 
den  FcUly  daß  die  Sehne  nach  Null  strebt,  gleich  Eins. 

646.  Rektifikation  in  Polarkoordinaten.    Ist  in  der 

Ebene  eine  Kurve  mittele  Polarkoordinaten  (o,  q  m  der  Form 

9  =■/•(«) 
gegeben  und  hat  f{p)  in  der  Umgebung  eines  Wertes  cd  eine 
stetige  Ableitung^  so  ist  die  Kurve  in  der  Form: 

a:  =«  p  cos  o  =  f{p)  cos  co,     y  =  p  sin  ©  =-  f{(o)  sin  cd 

mittels  der  Hilfsveranderlichen  o  ausgedrückt.  Dabei  sind  x 
und  y  solche  Funktionen  von  cd,  die  in  der  Umgebung  des  be- 
trachteten Wertes  co  ebenfalls  stetige  Ableitungen  haben.  Hieraus 
folgt  ohne  weiteres  nachtraglich  die  Richtigkeit  der  in  Nr.  205 
«chon  gefundenen  Formeln: 

<1)        ds^  =  dx'  +  df  =  p^rfcD»  +  dQ\         ^l  =  Yq^  +Y'f 

urobei  die  Quadratwurzel  positiv  ist,  falls  die  Kurve  im  Sinne 
wachsender  Werte  von  o  durchlaufen  wird. 

Ganz  ebenso  eigibt  sich  nachtraglich  die  exakte  Herleitung 
des  in  Nr.  258  für  das  Bogendifferential  ds  in  raumlichen 
Polarkoordinaten  r,  0,  ^  gegebenen  Ausdrucks: 


(2)  ds  «  l/dr»  +  rV  0«  +  r«  sin«  Öd*«. 

§  4. '  Bektiflkation  einiger  Kurven  mittels  elliptischer 

Integrale. 

S4k6.  Bllipsen-  und  Hyperbelbog^n.  Indem  wir  an 
^e  in  Nr.  222  und  Nr.  223  fUr  die  Bogendifferentiale  gefundenen 
Ausdrücke  erinnern,  sehen  wir: 

Der  Bogen  s^  der  Eüipse: 
(1)  rc  =-  sin  9,      y  =  V^^  *^  cos  tp 


mit  der  halben  Hauptachse  1  und  der  halben  Nebenachse  }/l  —  h^^ 
d.  h.  mit  der  Exzentrizität  k<\,  wird  gegeben  durch: 

<2)  s^-ß9ä<p-ßl-k^f'^^-^, 

0  ö  • 

[544,  S45,  {14* 
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Wann  wir  wie  in  Nr.  448  unter  Jtp  die  positive  Quadratwurzel 

verstehen:  

(3)  J<p^  )/r^«~sin>. 

Dabei  hat  tp  die  aus  Fig.  41 
einleuchtende  Bedeutung,  und  s^ 
ist  der  von  9)  »=  0  an  erstreckte 
Bogen  AM  der  Ellipse. 
Bei  der  Hyperbd 

I     ^^yi-"^'Bin«y 
l  ^  ^*  cos  9  ' 

mit  der  halben  Hauptachse  h 
und  der  halben  Nebenaehse 
1/1  ~~P,  d.  h.  mit  der  Exzen- 
trizität 1  :  i  >  1,  wird  der 
Bogen  Sj^  gegeben  durch: 


(4) 


Fig.  41. 


(5) 


>ff3P 


Wir  haben  nämlich  in  den  Formeln  von  Nr.  223  fftr  a  den 

Wert  yi  —  Jk*  zu  setzen« 
Die  Hyperbel  hat  die 
y-Achse  zur  Hauptachse, 
siehe  Fig.  42.  Der  Winkel 
97  kann  beliebig  gewühlt 
werden,  und  aus  ihm  laßt 
sich,  wie  die  Figur  schon 
deutlich  genug  zeigt,  der 
zugehorigeEurvenpunktJT 
konstruieren.  Der  Bogen  5^ 
ist  von  9) «  0  an  erstreckt, 
d.  h.  der  Bogen  AM,  Der 
letzte  Summand  in  (5)  ist 
die  Länge  t  der  in  M  kon- 
struierten   Tangente,    ge> 

messen  bis  zum  Fußpunkte  P  des  Lotes  von  0  auf  die  Tangente. 
Nach    §   3    des   2.   Kap.    gehören   die   hier   auftretenden 

54«] 
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Integrale  zu  den  elliptischen.  Gerade  der  Umstand,  daß  die 
Bogenlänge  auf  der  Ellipse  durch  ein  solches  Integral  aus- 
gedrückt wird,  war  ja  der  Anlaß  zur  Bezeichnung  jener  Klasse 
von  Integralen  als  elliptische  Integrale  (vgl  Nr.  440.).  Ins- 
besondere zeigen  die  Formeln  (2)  und  (5),  daß  sich  s^  und  Sf^ 
durch  die  dlipHsdien  Narmalintegrdle  erster  und  zweiter  Gattung 
darstellen  lassen,  nämlich  durch  die  Integrale  u  und  v  von 
Nr.  448. 

Nach  Legendre  bezeichnet  man  das  elliptische  Normal- 
integral ersier  Gattung  mit  F{<(p)  oder  auch,  da  es  außer  von 
9  noch  Tom  Modul  Tc  abhängt^  mit  F{k^fp)\  man  setzt  also: 

(6)  F(^'P)''/Z- 

Ferner  benutzte  Legendre  für  dasjenige  elliptische  Integral,  das 
den  Ellipsenbogen  s^  angibt,  die  Bezeichnung  E{fp).  Wollen 
wir  auch  den  auftretenden  Wert  des  Moduls  Je  kenntlich  machen^ 
so  schreiben  wir  E(kyfp),  also: 

(7)  E(h,9) -J ^q>dv>. 

0 

Aus  (2)  folgt,  daß  das  elliptische  Normalintegral  Zureiter  Gattung 
durch  F{i,ip)  und  jB(*,9?)  in  der  Form 


f^^~"'--i[Fik,^)-Eil;, 


(8)  J-/^'"'--i^[F{k,ip)-m,9)] 

0 

darstellbar  ist.  Aus  (2)  und  (5)  ergeben  sich  die  Werte  de» 
Ellipsen-  und  Hyperbelbogens  in  den  neuen  Bezeichnungen  so: 

(9)  s.^E{h,fp\   s,^{l^l?)FQc,tp)-EQc,fp)  +  i^ip^Jfp. 

B47.  Beihenentwiokliingen  fftr  Fijk^  9))  und  E(Ji^  9))» 

In  Nr.  446  haben  wir  die  Normalintegrale  erster  und  zweiter 
Gattung  in  Reihen  entwickelt.  Machen  wir  darin  wie  in 
Nr.  448  die  Substitution  o:^  sin  97,  so  gehen  Beihen  hervor^ 
mittels  derer  F{k,(p)  und  EQCyip)  darstellbar  sind.  Aber  ebenso 
bequem  ist  es,  diese  Darstellungen  direkt  abzuleiten« 
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Nach  der  Binomialformel  (4)  in  Nr.  125  ist  nämlich: 
^  -  1  +  ii^BinV  +  ^  »  Ä«8inV  +  2-^:^  ^-«smOv  +  •  •  •, 

jfp  «  1  —  I  ^-^  sin*  9  —  04^  ®^*  ^  "~  246  **  ®^^*  ^ 

und  zwar  konvergieren  diese  Beihen,  da  sie  Potenzreihen  von 
Tc^  sin'  ff  sind  und  X;'  <  1  ist,  für  jeden  Wert  von  97  gleichmäßig 
(vgl.  Nr.  428).  Nach  Satz  26  von  Nr.  426  dürfen  wir  sie 
gliedweise  integrieren.     So  ergibt  sich: 

T  ?  /f 

F{h^)  "^  ^  +  WJ  sin'yi^j  +  gf^ÄM  sin*9?(i9>  +  g^^;^fcy  sinVrfv+- 
00  0 

E(jcy(p)  =-  (p—  l  fe'  /  sin'ydy — — Ä*  /  Bm^(pdq>—^^^k^  j  sin'^jrf^p— 
00  0 

Die   hierin   auftretenden   Integrale   lassen   sich   nach  Nr.  459 

berechnen. 

Ist   insbesondere  9  »  ~;r,   so  entnehmen  wir  aus  (4)  in 

Nr.  477: 

ijr 

1  .3.5    ■■(2n  — 1)    « 

2  •  4 • 6    .  2 w  2' 


ß 


sm^''q)dq> 


so  daß  sich  ergibt: 

F(Ä:,i«)-i«[i+fH-)*+(H*t  +  (riT|  **)'  +  •••]' 

£(A,i;r).|«[l-(ii-)*-3(^i')'-5(^,A»)»— •]• 


<2) 


Nach  (9)  in  voriger  Nummer  ist  EQi,\n)  die  Lange  des 
Ellipsenquadranten  mit  der  halben  großen  Achse  1  und  der 
Exzentrizität  k. 

Die  Werte  F{l',}it)  und  E(k,\7t)  bezeichnet  man  auch 
mit  F^{k)  und  E^lk): 

<3)  F,(k)^F(J:,\n),    E,(k)  ^  Eik,\7c), 

B48.   Transformation  dos  Moduls  A;  von  F{fc,  9)* 

Wenn  wir  wie  bisher  unter  k  eine  Zahl  zwischen  0  und  1  und 
unter  ^q)  die  positive  Quadratwurzel  aus  l~Ä;^sin*9>  Ter- 
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stehen,  so  gibt  es  einen  Winkel  q)^,  der  den  beiden  Gleichungen 
genügt: 

(1)  sin  (2q)^  —  9?)  =»  t  sin  9,     cos  (2^^  —  g?)  «■  ^q)^ 

weil  die  Summe  der  Quadrate  ihrer  rechten  Seiten  gleich  Eins 
ist.  Dabei  ist  q)^  eine  stetige  Funktion  von  (p  und  verschwindet 
mit  q>f  denn  wir  können,  weil  ^g>  >  0  ist,  yorschreiben,  daß 
2q)^  —  tp  ztcischen  —  \n  und  +  ja  liege.  Variiert  9  von  0 
bis  +  00,  so  gilt  dasselbe  von  tp^^  ebenso  wenn  97  von  0  bis 
—  00  variiert.  Wird  umgekehrt  q>^  gegeben,  so  gibt  es  also, 
wenn  wir  vorschreiben,  daß  291  -—  9  zwischen  —  |ä  und 
+  \x  liegen  soll,  auch  nur  einen  zugehörigen  Winkel  9.  Es 
ist  daher  auch  97  eine  stetige  Funktion  von  9^.  Insbesondere 
gehört  zu  9  »  ;r  der  Wert  q)^  «  \n, 

Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  (1)  mit  —  sin  q>  und 
co^tp  oder  mit  cos  97  und  sin  9  und  addieren  sie  alsdann 
jedesmal,  so  kommt: 

cos  29i  =»  cos qijdfp  —  Ic  sin*  fp,     sin  29^  ==  sin 9)(A;  cos  9  +  ^9)- 

Hieraus  folgt  weiter: 

28in*9|  =  1  +  isin*9?  —  cosfp^fp, 

(2)  2  sin  g?!  cos  9)^  »  sin  97  (k  cos  9  +  ^fp), 

2  cos* 9i  «  1  —  Ä;  sin'  g>  +  cos  g>^q). 

Femer  ist  nach  der  ersten  Gleichung  (1): 
/^^  f*»m  8in2<Pi 

und 

i jt 

Setzen  wir  nun 

wo   beide   Wurzeln  positiv   sein   sollen,    so    liefert    die    erste 
Oleichung  (2): 

Nun  ist  aber 

(Jq>)'  —  Ä»  cos»  9)  -  1  —  t*  >  0, 

[848 
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so  daß  also,  weil  ziijp  >  0  ist,  der  Ausdruck  kcos^  +^(p  stets 
positiv  ist.     Mithin  ergibt  sich: 

kC09  qp  4~  ^7 


(6)  ^i9?i 


l  +  k 


Setzen  wir  den  hieraus  folgenden  Wert  von  k  cos  <p  +  J(p  in 
die  zweite  Gleichung  (2)  ein,  so  geht  eine  Formel  tfir  smtp 
hervor.  Aus  (3)  können  wir  darauf  auch  cos  9  berechnen. 
Die  letzte  Gleichung  liefert  uns  schließlich  auch  ^q>    So  kommt: 


(7) 


2 

«.   .  1  —  -—.-1  flin'oit 

2  Bin  <p.  cos  qp.  t  4-k         ^^ 

sm  w  =  -/.    ,  i\  ^    -  ,     cos  op  = ^ . 

^         {l  +  k)J^^^   '  ^                  ^i9,            ^ 

2Ä      .   , 
ziy  = \ 


Differentiation  der  ersten  Gleichung  (1)  gibt  mit  Rück- 
sicht auf  die  zweite: 

2dqp|  dq> 

kcoBq>-{'J(p       Jtp 
oder  nach  (6): 

Weil  9?i  mit  9  verschwindet,  folgt  hieraus: 

Benutzen  wir  die  in  Nr.  546  eingeführte  Bezeichnung  (6),  ßo 
gibt  (9)  die  von  Legendre  aufgestellte  TransformaUonsgleidwng: 

(10)  ^(*i,9'i)«'-t'*^(*'9^)- 

Dabei  bestehen  zwischen  (p  und  q)^  die  Beziehungen  (l)t 
während  l-j  den  in  (5)  angegebenen  Wert  hat. 

Vermöge  dieser  Formel  wird  ein  elliptisches  Nonnal- 
integral  erster  Gattung  durch  ein  elliptisches  NorTualintegral 
erster  Gattung  mit  anderem  Modul  ausgedrückt 

Insbesondere  setzen  wir  noch  q)  '^  x.     Da 

i' 

548] 
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ist  und  9?i  für  9?  —  jr  den  Wert  ^n  hat,  so  liefert  (10): 

<11)  F(Ä„i«)-(l+*)JF'(ft,|;r) 

oder,  wenn  wir  die  Bezeichnungen  (3)  in  Nr.  547  benutzen: 

(12)  F,{l',)^{l+k)F,{ky 

549.  Bednktlon  von  JP(fe,  q>).  Indem  wir  die  Ti-ans- 
formationsgleichung  (10)  wiederholt  benutzen,  können  wir  ein 
elliptisches  Normalintegral  erster  Gattung  auf  ein  anderes 
zurückfahren,  dessen  Modul  der  Null  oder  der  Eins  beliebig 
nahe  kommt.  Zwischen  k  und  k^  besteht  nämlich  die  Be- 
ziehung 

aus  der  fdgt 

wo    die  Wurzel   positiv  ist,   weil  k  zwischen  0  und   1   liegi 
Demnach  ergibt  sich  die  positive  Wurzel: 

Wenn  wir  nun  in  der  Bekursionsfarmel 

(2")  *<+i=-Y+lt' 

worin  Yk^  positiv  sein  soll,  für  i  alle  positiven  und  negativen 

ganzen  Zahlen  setzen,  indem  wir  unter  Xr^  den  Modul  k  selbst 

verstehen,  so  können  wir  eine  beiderseits  endlose  Zahlenreihe 

bilden: 

(3)  . .  .  A;_j,  Ä_j,  Ä,  t^,  ASg,  ... 

in  der  für  positiven  Index  %  aus  /s>1/ä,_i  folgt:- 

daj^en  für  negativen  Index  i  aus  k^i<CkLi+i  folgt: 
Hieraus  ergibt  sich 


lim*,.  =  1, 

limÄ_,.«0. 

=  +  » 

»s=  +  OD 
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Die  Zahlenreihe  (3)  erstreckt  sich  also  Yon  Nall  bis  Eins. 
Wählt  man  i  hinreichend  groß^  so  wird  k^^  beliebig  wenig 
größer  als  Nnll  nnd  k^  beliebig  wenig  kleiner  als  Eins. 

Da  nnn  nach  (10)  in  yoriger  Nummer  allgemein  fQr  jedes 
ganzzahlige  positive  oder  negative  i 

(4)  F{k,^„q>,^,)~-'-^Fik„,p,) 

ist,  wenn  wir  außer  der  Rekursionsformel  (2)  noch  analog  den 
Formeln  (1)  von  Nr.  548  festsetzen,  daß 

(5)  l^^^^^*-^^  ■"  ^*^  ■"  Ksmq>t,    co8(29?,^i  -  Vi)  =  AVi> 
1  J^fPi  —  yi  —  kf^  sin*  9?, 

sein  und  ^tp^^i^  (Pi  zwischen  —  |3r  und  +  ja  li^en  soll, 
so  erkennen  wir,  daß  sich  jedes  dliptische  NormaUfUegral  erster 
Gattung  F{k,  g>)  durch  ein  anderes  F(Jc_^y  (p_^  oder  F(kf,  gjj 
ausdrücken  läßt,  in  dem  der  Modul  k_^  beliebig  wenig  von  Nutt 
bzw.  der  Modul  k^  bdidng  wenig  von  Eins  abweicht 

Wenden  wir  dies  Ergebnis  z.  B.  auf  F{ky  y«)  oder  also 
auf  F^(Ji)  an,  so  folgt  aus  (12)  in  voriger  Nummer: 

(6)  j',(Vi)-(i  +  *,)2f;(*,), 

mithin: 

-(1 +  *_,)(!+ *_,)Ji',(*_,) 


-  (1  +  *_0(1  +  *_,)(!  +  *_,) ...  (1  +  *_,)P,(i  J. 
Weil  nun  Ä;_,  fttr  limi  =  +  oo  nach  Null  und  folglich 


J'iC*-,) 


"Jyr^kj.  Bin'} 


nach  ^x  starebt,   so  geht   die    folgende    bemerkenswerte  Ent- 
wicklung von  F^(k)  in  ein  anendliches  Produkt  hervor: 

(7)  F.iJc)  -  |«(1  +  Ä_,)(l  +  *_.)(1  +  *_,)  . . .. 

Die  gewonnene  Reduktion  eines  elliptischen  Normalintegrab 
erster  Gattung  auf  ein  solches,  dessen  Modul  beliebig  wenig 
größer  als  NuU  ist,  gestattet  uns  nach  (2)  in  Nr.  547  die 
M9] 
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Entwicklimg  yod  F(iy  q))  in  eine  unendliche  Reihe^  in  der 
statt  der  Potenzen  von  k  Potenzen  eines  Moduls  stehen,  der 
so  wenig  von  Null  abweicht,  als  man  wiU,  so  daß  wir  zu 
einer  schnell  konyergierenden  Reihe  gelangen. 

660.  Bednktlon  von  E(k,  g)).  Aus  der  Gleichung  (8) 
von  Nr.  548  folgt  durch  Multiplikation  mit  sin'^?^  und  An- 
wendung der  ersten  Gleichung  (2)  von  Nr.  548: 

und  hieraus  durch  Integration: 

0  '     '  0 

also  nach  (8)  in  Nr.  546  mit  Rücksiebt  auf  (ö)  nnd  (10)  in 

Nr.  548: 

(1)     (1  +  k)E(k, ,  g>,)  -  E{k,  9)  -  '--ZU' F{]c,  «p)  +  /.•  sin  ip. 

Da  k<,k^^  ist,  so  zeigt  diese  Formel ,  daß  sich  auch 
E{ki,  ipi)  auf  elliptische  Integrale  reduzieren  läßt,  in  denen 
der  Modul  k  näher  bei  Null  liegt,  und  durch  wiederholte  An- 
wendung dieser  Reduktion  läßt  sich  der  Wert  des  Moduls  be- 
liebig nahe  an  Null  heranbringen. 

661.  Die  Landensohe  Transformation.  Die  zuletzt 
abgeleitete  Formel  (1)  hat  eine  merkwürdige  geometrische  Be- 
deutung. Aus  ihr  folgt  nämlich  nach  (9)  in  Nr.  546,  wenn  s, 
und  8^  wie  in  Nr.  546  den  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen  be- 
zeichnen und  5e,  und  Sf,^  die  entsprechende  Bedeutung  bei  der- 
jenigen Ellipse  bzw.  Hyperbel  haben,  bei  der  k  durch  k^  und 
tp,  durch  9>j  ersetzt  ist: 

(1)  Sj^^s^  — 2  (l  +k)8e^  +  2k  sin  q)  +  ig  q)  Jtp. 

Jeder  Hyperbdbogen  läßt  sich  also  durch  zwei  Ellipsenüogen 
ausdrücken.  Man  kann  aus  den  entwickelten  Gleichungen  auch 
leicht  erkennen,  daß  sich  jeder  EUipsenhogen  durch  zwei  Hyperbel- 
bogen  ausdrücken  läßt 
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Diese  Beziehungen  wurden  vor  der  Entwicklung  einer 
eigentlichen  Theorie  der  elliptischen  Integrale  schon  von  Lamden 
gefanden  und  sind  unter  dem  Namen  der  Landmschen  Trans- 
fomiation  bekannt.  Andere  hierhergehörende  Sätze  fanden 
Fagnano,  Euler  und  schließlich  Legendre, 

5B2.  Blne  Beiiehiing  iwisohen  den  VmfkigiB 
dreier  BlUpsen.     Wir  wollen   hier  noch  ein  von  Legmdre 

herrührendes  Ergebnis  ableiten:  Wird  in  (1),  Nr.  550^  tp  ^x, 
äIso  9>i  =  }  7t  (vgl.  Nr.  548)  gesetzt,  so  kommt: 
<1)  il+i)E,ik,)  =  2E,(k)-(l-h')F,(k). 

Gehen  wir  von  den  elliptischen  Integralen,  die  zu  k  und  l\ 
gehören,  zu  den  beiden  zurück,  die  zu  k_i  und  k  gehören  (vgl. 
Nr.  549),  so  kommt  ebenso: 

(1  +  lc_,)  E,  (k)  -  2  E,  ik_,)  -  (1  -  *_.»)  F,  {k_,). 
Da  aber  nach  (6)  und  (2)  in  Nr.  549 

v  (h    \       J^.W  I.         2-fe'-2Vi-T' 

-^'^-»^"rr*:.'    -' **        - 

ist,  so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in: 

v\^^'E,{k)^yi:^'{\+yr-^ic^)E^^^^^^ 

Durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  (1)  ßlit  F,  (k)  heraas, 
und  es  bleibt: 

(2)  yr-  AT«  (1  +  i/r-T»)£^_o  +  (i  + 1)  e,  (tj 

«(2  +  1/1-*«)  £,(*). 

Es  sind  aber  Ei(k_^),  E^{k)  und  Ei(ki)  die  Langen  der 
Quadranten  dreier  Ellipsen,  mit  der  großen  Halbachse  Eins 
und  den  Exzentrizitäten  k^^,  k  und  k^^  nach  Nr.  547.  Also 
enthält  die  Gleichung  (2)  einen  Satz  über  die  Umfönge  dieser 
drei  Ellipsen. 

Wenn  wir  mittels  der  Rekursionsformel  (2)  von  Nr.  549 
die  nach  beiden  Seiten  endlose  Zahlenreihe  •  -  -  A;.t,  A.i,  ^,  ii, 
Z'j,  •  •  •  bilden  und  mit  Uf  den  Umfang  derjenigen  Ellipse  be- 
zeichnen, deren  große  Halbachse  gleich  Eins  und  deren  Exzen- 
ia-izität  gleich  k^  ist,  so  gilt  analog  (2)  die  Beziehung: 

(3)  Yr-k}ii  +yr-k*) u,_ , +(i +h) u.^m^+Y^^) ^i- 
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BBS.  Bektiflkatloii  der  Lemnlskate.  Diese  Kurve 
hat  in  Polarkoordinaten  (o,  q  nach  dem  2.  Beispiele,  Nr.  534, 
die  Gleichung 

(1)  9«  «2a*  cos  2gj. 

Hieraus  folgt: 

^    "^  \da})    ""cos 2(0' 
also  nach  (1)  in  Nr.  545  fQr  das  Bogendifferential: 

ds  =»   ^— 1 :  da. 

y  008  2  eo 

Die  Wurzeln  sind  ebenso  wie  a  positiv.  Dapfllro=-±^;r 
gleich  Null  wird,  so  beschränken  wir  cd  auf  das  Intervall  von 
—  ^Ä  bis  +  ^«,  betrachten  also  nur  die  rechte  Schleife  der 
Lemniskate,  siehe  Fig.  29,  S.  269.  Die  von  0  bis  ^  ersteokte 
Bogenlänge: 


'/, 


yCO8  20) 


läßt    sich   leicht    durch    ein    elliptisches   Integral   ausdrücken. 
Führen  wir  nämlich  vermöge  der  Substitution 

(2)  sin  o  ==  -p  sin  w 

einen  zwischen  —\n  und  -{■  \7t  gelegenen  Winkel  (p  als  neue 
unabhängige  Veränderliche  ein,  so  kommt: 


d.  h.   der  Lemniskatenbogen   ist  ein  elliptisches  Normalintegral 
erster  Gattung  mit  dem  Modul  1 :  |/2  (nach  Nr.  448). 

554.  Bektiflkatlon  der  sweiteiligen  Casslnisohen 
Kurve.  Die  Lemniskate  ist  ein  besonderer  Fall  der  Cassinischen 
Kurve,  nämlich  des  geometrischen  Ortes  derjenigen  Punkte, 
deren  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  F^  und  F^  ein 
konstantes  Produkt  b^  haben.  Dabei  sei  2  a  die  Entfernung 
der  beiden  festen  Punkte  voneinander.  Ist  insbesondere  ft^^a, 
so  liegt  eine  Lemniskate  vor. 
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Benutzen  wir  die  Mitte  0  von  F^F^  als  Pol  der  Polar- 
koordinaten m^Q  und  OF^  als  Anfangsstrahl,  so  hat  die  Gassinische 
Karre  die  Oleichung: 

(1)  p*  -  2a'(>*  cos  2  CD  +  a*  -  6*. 

Ist  h  <a,  so  zerfällt  die  Eunre  in  zwei  symmetrische  Ovale, 
von  denen  jedes  einen  der  beiden  festen  Punkte  umschließt^  siehe 
Fig.  43;  und  wir  wollen  in  dieser  Nummer  bei  der  Annahme 
h  <a  bleiben.  Es  gibt  dann  einen  gewissen  Winkel  a  zwischen 
0  und  \n^  für  den  &*  gleich  a'  sin  2 a  ist.  Setzen  wir  diesen 
Wert  von  V  in  (1)  ein,  so  kommt: 

(2)  p»  -  a*  (cos  2  (ö  ±  >/cös"»2(D  — cos*2a). 

Hiemach  gehören  zu  jedem  Werte  von  cd  zwischen  —  a  und 
+  a  ßwei  positive  Werte  Yon  p.    Sie  liefern  Punkte  des  rechten 

Ovals.     Wird    o    zwischen  a 

a 
jor  gewählt,  so  wird 
Q'  imaginär.  Für  g)  ^  a  und 
ebenso  für  cd  =»  —  a  fallen 
die  beiden  Werte  von  q  zu- 
sammen. Daher  sind  a  und 
—  a  die  Winkel,  die  von  der 
Geraden  OF^  mit  den  beiden  von  0  aus  an  das  Oval  gehenden 
Tangenten  gebildet  werden.  Es  ergeben  sich  alle  Punkte 
dieses  Ovals,  wenn  wir  cd  auf  das  Intervall  von  —  a  biß  +  «c 
beschränken« 

Zu  jedem  solchen  Werte  von  cd  gehören  zwei  Bogenstücke  ^ 
und  6  der  Kurve  im  Intervalle  von  0  bis  cd.  Es  sei  s  das  äußere^ 
6  das  innere.  Beide  werden  positiv  im  Sinne  wachsender  Werte 
von  CD  gerechnet;  jedes  einzelne  darf  also  höchstens  bis  cd  « er 
oder  CD  =  —  a  erstreckt  werden.     Nach  (1)  in  Nr.  545  ist: 


und   \n   oder    zwischen 


Flg.  48. 


s  =  a  sin  2 


/KC082a)-t- }/coB*2a)  — C08*2«   , 


|/cÖ8* 


-cos' 2  a 


(7  «  a  sin  2 


*  Vco8  2  09  —  V^COB*  2  09  —  COB*  2  a 
ycos*2o9  —  cos*  2  a. 


dio, 
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SO  daß  sich  ergibt: 

tu 

(^\  s  +  <i  «  al/2  sin  2a   T— _— 4^ 

^     ^  J     VCO8  2ci0  —  ( 


fr) 

(4)  5-<i  =  a)/2  8in2a   r 


-  cos  2  a 

da 
ycos2(D  +  cos  2a 


In  diesen  Formeln  sind  alle  Wurzeln  positiv. 

Es  gibt  nun  einen  Winkel  g?  zwischen  —ix  und  +  |ä 
derart,  daß 

(5)  sin  o  =»  sin  a  sin  tp 

ist,  weil  Gl  zwischen  —  a  und  -f-  a  gelegen  ist.  Weil  a  zwischen 
0  und  ^7c  liegt,  gibt  es  femer  einen  Winkel  jjj  zwischen  —jX 
und  +  \a  derart,  daß 

(6)  sin  (D  «  cos  a  sin  tf; 

ist.  In  die  Formel  (3)  führen  wir  vermöge  (5)  die  neue  Ver- 
änderliche ip  und  in  die  Formel  (4)  yermöge  (6)  die  neue 
Veränderliche  ^  ein.    Alsdann  kommt: 


(7) 


s  +  6  ^  aB\n2a  1  —  -     — 7     .  ^    , 
^    yl  —  8in*  a  sin*  <p 

0 

<i  —  a  sin  2  a   /    ^. -.-^ — ,_^_  • 

J   yi  —  cos*  a  sin*  -^^ 


Hierfür  können  wir  nach  (6)  in  Nr.  546  schreiben 

(8)  F(sina,(r)---+f-,     F (cos  a,  ^)  - -?^ . 

\   /  V  '  T-y        asm  2a'  ^  '  ^^        a sin 2a 

cTi^es  eUiptische  Normalintegräl  erster  Gattung  F  (k,  9?)  oder  JE  (Je,  ^) 
ist  daher,  welchen  Wert  sein  Modul  Je  aucJi  Jioben  ma^,  ausdrücJcbar 
durah  die  Summe  oder  Differenz  zweier  zwischen  densdhen  Strahlen 
gelegener  Bogen  des  einen  Ovals  einer  zweiteiligen  Cassinischen 
Kurve.    Da  ferner 

p  =  |a  sin  2  a  •  [i^  (sin  a,  ip)  +  F  (cos  «,  ^)], 
U-=|asin2a-[i^  (sin  a,  <p)  —  F  (cos  a,  V')] 

ist,  so  läßt  sich  jeder  Bogen  dieses  Ovals,  der  am  Strahle  0  J\ 
beginnt,  durch  die  Summe  oder  Differenz  zweier  elliptischer 

20*  [554 
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Normalintegrale  ausdrücken,  deren  Moduln  sin  a  und  cos  a  sind, 
80  daß  die  Summe  der  Quadrate  der  Moduln  gleich  Eins  ist 
Ist  S  die  Summe  der  Umfönge  beider  Ovale  der  Cassini- 
schen  Kurve,  so  ist  S  ^A{s  +  6)^  wenn  wir  9  in  der  ersten 
Formel  (7)  gleich  \%  wählen,  also  nach  der  Bezeichnung  (3) 
von  Nr.  547: 
(10)  iS  =  4  a  sin  2  a  Fl  (sin  a). 

556.  Bektifikation  der  gesohlossenen  Caesinieolien 

Knrve.  Wir  setzen  jetzt  voraus,  daß  6  >  a  sei.  Alsdann  ist 
die  Cassinische  Kurve  eine  einzige,  beide  feste  Punkte  F^  und  F^ 
umschließende  Kurve,  siehe  Fig.  44.  Es  gibt  jetzt  einen 
zwischen  0  und  \%  gelegenen  Winkel  a  derart,  daß  a'  gleich 
V  sin  2a  ist,  und  aus  (1)  in  voriger  Nummer  folgt: 

(1)  Q^  «  6>  sin  2a  (cos  2 o  +  )/cos^2a)  +  ctg*  2a). 

Hier  ist  aber  nunmehr  die  Wurzel  ausschließlich  positiv  anza- 
nehmen,   denn  wenn  sie  negativ  wäre,  so  würde  p*  <  0  sein. 

Der  zu  (d  gehörige  Radius- 
vektor Q  soll,  wie  immer, 
positiv  angenommen  werden 
(vgl.  Nr.  203). 

Geben  wir  cd  einen  be- 
stimmten Wert,  so  möge  s 
den  zum  Intervalle  von  0  bis  o 
gehörigen  Bogen  bezeichnen, 
dagegen  6  den  zum  Intervalle 
von  \n  bis  a  +  \7c  gehörigen  Bogen,  also  denjenigen  Bogen, 
dessen  Begrenzimgsstrahlen  aus  denen  des  Bogens  s  durch 
positive  Drehung  um  einen  rechten  Winkel  hervorgehen.  Beide 
Bogen  s  und  6  werden  im  Sinne  wa'chsender  Werte  der  Am- 
plitude positiv  gerechnet.     Alsdann  folgt  aus  (1)  in  Nr.  545: 

o.       °        /  V^coB  2»  4-  •/coB»2fli  +  ctg*  2g  , 
""  sin  2  oy  ]/c08»2a)  +  ctg«2a  ^' 

0 

t€  a»  Q  /  V^  COB  2  CO  +  y  cÖb  »  2"M+Jctg*  2  tt     , 

""  sin  2  «y  ]/coß«Tü)  +  ctg"»T^  ^ 


Ic ^ ^ 

* — s — ^ 


Fig.  44. 
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und  weiterbin: 

tu 

(2)  8-^6^    «y»      /Vctg  2 c  +  Vc^s«  2 0)  +  ctg«  2^  ^^ 
^   ^  8in2ay  yc08»2«  +  ctg*2a  ' 

0 
ttl 

(3)  8^6^    «V^     /V~ctg2a+Vc08«2a,  +  ct^T^  ^^ 
^   ^^  ""  8in  2  «y  yco8«  2  CO  +  ctg«  2  a 

0 

Alle  Wurzeln  sind  hierbei  positiy. 

Wir  können  cd  auf  das  Intervall  von  —  \n  bis  +  ja  be- 
Bchraifken.     Da  femer  a  zwischen  0  und  \^  liegt ^  so  gibt  es 
im  Intervalle  von  —  jsr   bis  +  |ä  solche  Winkel  (p  und  t(;, 
für  die 
/A\  ■%/ To i — X   a  o —      1  —  2  8in*a8in*a> 

(4)  ycos»  2o>  +  ctg«  2«^ -v-^- ^, 


8in2«( 


/c\  t/ To — ; — .    Q  r>  1  —  2  cob"  a  sin*  ^ 


Bin  2  a 


ist.     Substituieren  wir  die  neue  Veränderliche  4)p    in  (2)  und 
die  neue  Veränderliche  ^  in  (3),  so  kommt: 

^  y  1  —  8in* «  sin*  qp 


(6) 


0 


s-ff-J/      «»^ 


'/PT 


-C08*aBin'i^ 


wobei  die  Wurzeln  positiv  sind.  Übrigens  lassen  sich  die 
Definitionsgleichungen  (4)  und  (5)  für  g)  und  ^  vereinfachen. 
Bedeutet  nämlich  (o'  den  zwischen  —  |;r  und  4~  i^  gelegenen 
Winkel,  für  den 

sin  2 cd'  =»  sin  2a  sin  2(o 

ist,  so  nehmen  sie  die  Form  an: 

(7)  sin  (o'  »  sina  sin  q),      sin  co'  =  cos  ck  sin  if;, 

so  daß  die  Analogie  mit  (5)  und  (6)  in  voriger  Nummer 
aufTallt.  Nach  (6)  in  Nr.  546  können  wir  die  Formeln  (6) 
so  schreiben: 

(8)  F{Bina,ip)  =  '-p,      F (cos  «,  ^) -'-=-'. 
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Dann  lassen  sich  ebensolche  Schlüsse  wie  in  yoriger  Nummer 
machen. 

Für  (D  »  j;r  ist  s  +  6  der  Bogen  eines  Quadranten  der 
Gassinischen  Kurve.  Alsdann  ist  tp  nach  (4)  gleich  \:e,  so  daß 
(9)  S^UF^(sma) 

der  gesamte  Umfang  der  Eunre  ist. 

566.  Andere  Verallgemelnenmg  der  Lemniskate. 

Daß  nicht  nur  die  Lemniskate^  sondern  allgemeiner  jede  Gassi- 
nische  Kurve  mittels  elliptischer  Integrale  rektifizierbar  ist,  er- 
kannte zuerst  Ä.  Serret  Von  ihm  rührt  auch  die  Entdeckung 
einer  ausgedehnten  anderen  Familie  von  Kurven  her,  die  als 
speziellen  Fall  die  Lemniskate  enthält,  und  bei  der  die  Rekti- 
fikation in  analoger  Weise  zu  elliptischen  Integralen  fuhrt. 
Die  einfachsten  Kurven  von  dieser  neuen  Art  lassen  sich  geo- 
metrisch wie  folgt  definieren: 

Es  seien  OP^a  und  PM^b  zwei  gegei^ene  und  in  P 
gegeneinander  bewegliche  Strecken^  der  Endpunkt  0  sei  fest  Der 
Punld  M  soll  sich  so  bewegen,  daß  seine 
Tangente  durch  den  Mittelpunkt  K  des- 
jenigen Kreises  geht,  der  dem  beweglichen 
Dreiecke  OPM  umschrieben  ist.  Siehe 
Fig.  45. 

Wir  wählen  0  zum  Anfangspunkte 
und  benutzen  für  den  Kurvenpunkt  M 
sowohl  rechtwinklige  Koordinaten  x,  y 
als  auch  die  zugehörigen  Polarkoordi- 
naten ß},  Q,  Als  unabhängige  Veränder- 
liche wollen  wir  den  Winkel  q>  wählen,  den  das  bewegliche 
Dreieck  OPM  an  der  festen  Ecke  0  hat.     Alsdann  ist 

2pa  cos  9?  =  6*, 

p  «  a  cos  ff  -f  6z/ 9. 


(1) 

(•*  +  «» 

d.h. 

(2) 

p-.( 

wenn 

(3) 

^tp  — 

.|/.-j; 


sin'  9 

gesetzt  wird.  Diese  Wurzel  kann  sowohl  positiv  als  auch 
negativ  sein.  Femer  ist  o:  «  p  cos  (o  und  y  =  q  sin  a,  während 
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der  Punkt  P  die  Koordinaten  a  cos  (cd  —  tp)  und  a  sin  {p  —  9) 
hat.     Sind  nun  £,  ^  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  K  des 
Kreises  durch  0,  P  und  M^  so  folgt  daraus,  daß  dieser  Punkt 
auf  den  Mittelsenkrechten  von  a  und  q  liegen  muß,  sofort: 
j  cos  (©  —  9)  +  5  sin  (©  —  9) «  |-a, 

j  cos  (0  +  5  sin  ©  =-  j(>, 
d.  h. 

^j^N  9  —  y       a  cos  o»  —  9  cos  (o  -|-  9) 

^    ^  j  —  o;  **       a  sin  co  —  9  sin  (<o  -f  7)  * 

Andrerseits  folgt  aus 

x^^  Q  cos  o,      J^  »  (»  sin  07, 

weil  Q  und  o  als  Funktionen  von  9  aufzufassen  sind: 

dy  Q  cos  m  •  m'  -\-  sin  o>  •  p' 

dx  Q  sin  o  •  co'  —  cos  m  •  p' 

Da  verlangt  wird,  daß  die  Kurventangente  nach  dem  Punkte  K 
gehen  soll,  so  muß  dieser  Wert  gleich  dem  Werte  (4)  sein. 
Hieraus  ergibt  sich: 

(a  —  Q  cos  9)  9'  =—  Q*  sin  9  •  0'. 
Nach  (2)  und  (3)  ist  aber: 

/sL\                                            f           apsinop 
(5)  P b^'    . 

SO  daß  kommt: 

(Q)  ^/ ^a(pco8qp--a) 

oder,  wenn  wir  (>  aus  (2)  einsetzen  und  den  Bruch  umformen: 
/  a'  ab      coscp 

Nun  ist  aber: 

y*cosffl  /»        {J(sin<p)  ft  •     /«     •       \ 

— j-^  =-   /  —  —  =  -  arc  sm  (t  sm  o)), 

'  yj/'-f:-»-'        ^    ^ 

so  daß  sich  ergibt: 

(^)  ^  "  äTTp  ^  -  Jfnp  *^^  ^^°  (f  ^^  V  ' 

Die  additive  Konstante  durften  wir  bei  der  Integration  fort- 
lassen, weil  ja  die  Richtung  der  rr- Achse  passend  gewählt 
werden  kann. 
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Die  Formel  (7)  läßt  sich,  wenn  wir  den  Winkel  des 
veränderlichen  Dreiecks  OFM  an  der  Ecke  M  mit  if  be- 
zeichnen, auch  so  schreiben: 

(8)  a>^~^-^,q>-~^,-~^,i,. 

Die  in  Rede  stehende  Kurve  kann  demnach  auch  so  definiert 
werden:  Das  veränderliche  Dreieck  OFM  mit  der  festen 
Ecke  0  und  den  konstanten  Seitenlängen  OF  ^  a  und  FM^  h 
soll  sich  so  bewegen,  daß  sich  der  Winkd  m  der  veränderlichen 
Seite  OM^  Q  mit  einer  festen  BichUmg  dwrdi  die  Dreiecks- 
winkd  9  und  t  bei  0  und  M  in  der  Form  (8)  ausdrückt. 
Alsdann  beschreibt  M  die  gesuchte  Kurve. 

Die  Gleichungen  der  Kurve,  ausgedrückt  mittels  der  Hilft- 
veränderlichen  9,  gehen  sofort  hervor,  wenn  wir  in  ^C08a> 
und  Q  sin  co  die  Werte  (2)  und  (7)  einsetzen: 

j a;  =^  (a  cos  9)  +  6^9)  cos  [^^,  9  -  ^^^^,  arc  sin  (|8in  9^)^^ 

I  y  -  (a  cos  9  +  b^(p)  sin  [^y-y,  9  -  ^TTfri  »^c  sin  ^^ sm  <pjj- 

Andrerseits  geben  (2)  und  (7)  zusammen  die  Darstellung  der 

Kurve  in  Polarkoordinaten. 

Nach  (1)  in  Nr.  545  ist  das  Quadrat  der  Ableitung  der 

Bogenlänge  s  der  Kurve  nach  der  Veränderlichen  9  gegeben 

durch: 

ds\^        0/0,      /• 


(dq) 


Setzen  wir  hierin  die  Werte  (5)  und  (6)  ein  und  berücksichtigen 
wir  die  Formel  (1),  so  kommt: 

\d^)  ^  \J^)  * 

Messen    wir    den    Bogen    von    ^  «=  0    an    positiv    im   Sinne 
wachsender  Werte  von  q>,  so  ist  also: 

(10)  s^±a , 


0 

wobei  das  Plus-  oder  Minuszeichen  zu  wählen  ist,  je  nachdem 
^J(p  positiv  oder  negativ  angenommen  wurde.  Ist  a<hjBO 
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ist  hiermit  8  durch  ein  elliptisches  Normalintegral  erster  Gattimff 
mit  dem  Modul  a :  b  dargestellt. 

Ist  dagegen  a  >  &,  so  führen  wir  statt  q>  den  vorhin  er- 
.wähnten  Winkel  ^  als  unabhängige  Veränderliche  ein.  Es 
ist  nämlich 


sin  9  «=  —  sin  ^,         cos  g)  =«1/ 1 ^  sin'  tl^y        Jq)  *=  cos  ^, 

so  daß  kommt: 


also   ein    elliptisches   Normalintegral    erster    Gattung   mit    dem 
Modul  h :  a. 

In  der  Anfangslage  9  »»  0  ist  das  Dreieck  OFM  in  eine 
gerade  Linie  zusammengefallen.  Von  ihr  aus  wollen  wir  den 
Sektor  rechnen^  den  der  Radiusvektor  q  überstreicht  und  dessen 
Fläche  der  nach  (1)  in  Nr.  532  durch 


-ip" 


ü 

gegeben  wird.  Wir  bemerken  dabei^  daß  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks OFM  den  Wert 

D  =-  \aQ  sing? 

hat^  so  daß  nach  (5)  und  (6) 

dB      18, 

ist,  also  S  dieselbe  Ableitung  wie  D  hat.  Weil  in  der  An- 
fangslage auch  D  »  0  ist,  so  folgt: 

Der  Sektor^  den  der  Badiusvektor  von  0  bis  cd  überstreicht,  ist 
also  gerade  so  groß  wie  die  Fläche  des  jsu  o  gehörigen  Drei- 
ecJcs  OFM, 

Wenn  insbesondere  b  =»  al/2  ist,  so  findet  man,  daß  die 
Kurve  die  in  Nr.  553  betrachtete  LemnisJcate  ist;  jedoch  ist 
dabei  der  Anfangspunkt  in  einen  der  beiden  festen  Punkte  (vgL 
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2.  Beispiel,  Nr.  534)  verlegt.  Die  Kurve,  die  wir  betrachten, 
ist  demnach  in  der  Tat  eine  Verallgemeinerung  der  Lemniskak. 
Die  übersichtlichste  Darstellung  der  Kurve  geht  aus  (2) 
und  (8)  hervor,  wenn  wir  q  und  o  durch  die  beiden  Ver- 
änderlichen (p  und  if  ausdrücken: 

(11)  ()-acosi)p  +  fecos^,     d- jjr-fti9>  +  5rzi^«*'^ 

wobei  dann  zwischen  (p  und  ^  die  Beziehung  besteht: 

(12)  a  sin  ijp  —  6  sin  ^  =  0. 

Quadrieren  wir  die  erste  Formel  (11)  und  die  Formel  (12)  und 
addieren  sie  dann,  so  kommt: 

(13)  Q  ^  yä^  +  b^  +  2abcöst, 

wenn   ^  +  ^  =  ^  gesetzt   wird.      Außerdem   gibt    (12),   wenn 
darin  t—  (p  statt  ^  eingesetzt  wird: 

.  bBlRt 

80  daß  aus  der  zweiten  Gleichung  (11)  folgt: 

/i>i\  6*      j   ,    a*  +  6'         ,         6 sin* 

(14)  m  «  ri it  +    i      , ,  arc  tff  — j— r  — z  • 

^     ^  6*  —  a*     '    a*  ^  6*         ^  a  -f-  6  cos  f 

In  (13)  und  (14)  liegt  eine  neue  Darstellung  der  Kurve 

vor,  indem  die  Polarkoordinaten  q  und  o  darin  als  Funktionen 

der  Veränderlichen  t  gegeben  werden.    Dabei  bedeutet  ^  =  g?  +  y 

den  Außenwinkel  des  Dreiecks  OPM  bei  P.    Die  Bogenlänge 

stellt  sich  jetzt  nach  (10)  so  dar: 

t 
^  r  ab  dt 

J  V'«'  +  ^*  +  2  äbcöTt 

0 

Führen  wir  den  halben  Winkel  t  als  neue  Veiilnderliche  r  ein, 
so  kommt: 


s 


2ab     n dx_ 

/     v  ^^  7 — T-i^  "n*  T 
^     y  (a  +  6)« 


0 

SO  daß  die  Bogenlänge  abermals  durch  ein  elliptisches  Normal^' 
integral  erster  GaMung  dargestdU  ist,  dessen  Modul  jetzt  aber 
2yab:(a  +  b)  ist.  Dieser  Modul  ist  stets  zwischen  0  und  1 
gelegen,  ob  nun  a  oder  b  die  längere  von  beiden  Strecken  ist. 
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Im  Falle  a  »  h^  in  dem  der  größte  Teil  der  aufgestellten 
Formeln  versagt,  geht  eine  Kurve  hervor,  die  sich  in  Polar- 
koordinaten CO,  q  so  schreiben  läßt: 

P        V4a'— ^ 
(D  —  arc  cos  ^^ —  ^—  ^    -^ 

oder  auch  mit  Hilfe  der  Veränderlichen  ^>  so: 
^»2acos9>,         o— «9  — jtgqp. 

Der  Anfangspunkt  ist  ein  asymptotischer  Punkt  der  Kurve 
(vgl.  Nr.  246),  und  die  Kurve  verlauft  vollständig  innerhalb 
des  Kreises  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  Radius  2  a. 

Auch  im  allgemeinen  Falle  a^h  ist  q  natürlich  nie 
größer  als  a  +  &•  Man  kann  insbesondere  a  und  6  so  wählen, 
daß  sich  eine  cUgebraische  Kurve  ergibt,  nämlich  wenn  man 

a  =  cYn,        b  —  cYn  +  1 

setzt,  wo  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  soll.  Wir  gehen 
hierauf  jedoch'  nicht  naher  ein.  Daß  sich  insbesondere  für 
n  «  1  die  Lemniskate  ergibt,  wissen  wir  schon. 

§  5.   Barch  Kreisbogen  rektiflzierbare  rationale  Kurven. 

657.    TTmkolimng  der  AnlQsabe  der  Bektiflkatloii. 

Sind  die  Koordinaten  x,  y  der  Punkte  einer  Kurve  als  Funktionen 
einer  Hilfsveränderlichen  t  gegeben: 

so  ist  die  von  ^ «  0  an  gerechnete  Bogenlänge  s  der  Kurve 
nach  Nr.  543  bestimmt  durch  die  Formel: 


-fVm'HW''- 


Da  jedoch  die  Auswertung  dieses  Integrals  wegen  der  vor- 
kommenden Quadratwurzel  allgemein  geredet  sehr  schwierig 
ist,  so  daß  die  Ausftihrung  der  Rektifikation  nur  bei  einer  ge- 
ringen Anzahl  von  vorgelegten  Kurven  möglich  ist,  wird  man 
die  Stellung  der  Aufgabe  nach  dem  Vorgänge  von  Etder  so 
umkehren: 
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Nicht  die  Kurve  sei  gegeben^  sondern  die  Bogenlänge  s 
als  Funktion  der  Hilfsyeränderlichen  t.  Alsdann  sollen  x  und 
y  so  als  Funktionen  von  t  bestimmt  werden^  daß 

ist  Da  hier  zwei  Funktionen  x  und  y  von  t  gesucht  werden, 
die  nur  einer  Bedingung  (1)  genügen  sollen,  so  kann  man 
noch  beschränkende  Voraussetzungen  treffen^  z.  B.  die,  daB 
X  uud  y  rationale  Funktionen  von  t  sein  sollen.  Eine  Kurve, 
deren  Koordinaten  x  und  y  rationale  Funktionen  einer  Hilft- 
veränderlichen  sind,  heißen  rationale  Kurven^  man  erkennt 
leicht,  daß  alle  rationale  Kurven  algebraisch  (Nr.  187)  sind. 
Ein  Problem,  das  rationale  Kurven  betrifft,  soll  im  folgenden 
behandelt  werden. 

668.  Die  Serreteohen  Knnron.  Ä,  Serret  stellte  und 
löste  eine  Aufgabe,  die  fÖr  die  einfachsten  I^e  schon  von 
Euler  behandelt  worden  war,  nämlich  diese: 

Es  sollen  die  recJUwinkligen  Koordinaten  x  und  y  der 
Funkte  einer  Kurve  als  rationale  Funktionen  einer  Hüfsver- 
änderlichen  t  so  bestimmt  werden,  daß  die  von  t^Q  an  ge- 
rechnete Bogenlänge  s  gleich  demjenigen  Bogen  eines  Kreises  isty 
dessen  Zentriwinkel  den  Wert  t  zum  Tangens  hat. 

Ist  k  der  Kreisradius,  so  soll  also 
(1)  5  =  Ä:  arc  tg  t 

sein.     Daß  sich  diese  Aufgabe  lösen  läßt,  beruht  auf  dem  Um- 
stände, daß  hier 

k 


Wt)   ""Vl  +  W   ^{t  + 


(<  +  •)«   (t-o> 


ist,  während  auch 


/dx\^       /dy\i  __  (dx        .dy\  /dx        .dy\ 

\di)  "^  \di)  "  [dt  "+"  ^di)  \di  ""  *  du; 

ist,  so  daß  sich  im  vorliegenden  Falle  beide  Seiten  der 
Gleichung  (1)  der  vorigen  Nummer  in  zwei  Faktoren  zerlegen 
lassen.     Es  folgt  nämlich  hieraus: 

(2)  [^-  +  •^*  ^^+M]  p^-*'^'  d{x^iy)i  _  ^ 
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Da  X  und  y  rationale  Funktionen  yon  t  sein  sollen,  gilt  das- 
selbe von  X  +  iy  und  x  —  iy  und  von  ihren  Ableitungen 
nach  tj  also  auch  von  den  beiden  in  (2)  links  stehenden 
Faktoren.  Nach  Nr.  378  können  wir  daher  den  ersten  Faktor 
in  der  Form  annehmen: 

wo  c  eine  Eonstante  ist  und  alle  n  +  ^  +  2  Konstanten  a^,  a^, 
.  .  .  a^,  b^y  b^,  . , .  b^  voneinander  verschieden  sind,  während 
«D,  «1,  ...  a^y  ß^,  ^1,  ...  ß^  positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Der  zweite  Faktor  der  linken  Seite  von  (2)  ist  der  hierzu 
reziproke  Wert.     Also  folgt: 

\d(x+iy) kc_  (<-«,r(<-^r'---(<-o'" 

dt  c(t  —  »•)'  (t  —  a^^'^(t  —  aj«« .  .  .  (t  —  aj«" 


(3) 


Da  die  linke  Seite  der  einen  Oleiohung  in  die  der  andern 
übergeht^  wenn  i  durch  —  %  ersetzt  wird,  müssen  wir  dasselbe 
von  den  rechten  Seiten  verlangen.  Hieraus  schließen  wir 
erstens j  daß  lic  z\x  c  konjugiert  komplex  ist^  woraus  nach 
Nr.  373  ohne  Mühe  folgt,  daß  c  die  Form  ^^  hat,  wobei  k 
eine  redle  Konstante  bedeutet  Zweitens  folgern  wir,  daß  jede 
der  Zahlen  o^),  a^,  . . .  a^  zu  einer  der  Zahlen  5^,  b^,  ...  b^ 
koi^jugiert  komplex  sein  muß  und  umgekehrt,  so  daß  also 
m^n  ist  und  z.  B.  6^  zu  o^,  \  zu  a^,  ...  b^  zu  a^  kon- 
jugiert komplex  sein  mag.  Hieraus  folgt  drittens  noch,  daß 
^^^  ß^y  ^1*^  ßu  •  •  •  ^n  ="  ßn  ^®^^  nkxi&.    Wir  haben  also  jetzt: 

wobei  6^  zu  a^,  ft^  zu  a^,  . . .  6^  zu  a„  konjugiert  komplex  ist. 
Es  ist  nun  zu  beachten,  daß  zwar  a^,  o^,  ...  a^,  b^,  &|, 
.  . .  &,  voneinander  verschieden  sind,  jedoch  der  Faktor  t  +  i, 
der  im  Nenner  vorkommt,  sehr  wohl  auch  im  Zähler  auftreten 
kann.    Wir  wollen  daher,  um   den  allgemeinsten  Fall  zu  er- 

[558 


318  KftP-  V-     Quadratur  und  Bekti£kation  von  Kurven. 

halten,  inebesondere  a^^  —  i  annehmen,  so  daß  6^^  «  +  f  wird 
Alle  anderen  a  und  b  sind  alsdann  von  i  und  —  i  verschiedeiL 
Es  soll  X  +  iy  eine  rationale  Funktion  von  t  sein.  In 
Nr.  431  wurden  die  Bedingungen  dafür  gewonnen,  daß  die  Inte- 
gration einer  rational  gebrochenen  Funktion  (4)  eine  rationale 
Funktion  liefert,  und  zwar  auch  für  den  Fall  des  Vorkommens 
komplexer  Zahlen  (vgl.  Nr.  432,  433).  Die  erste  Bedingung 
war  die,  daß  der  Nenner  der  rationalen  Funktion  (4)  keine 
einfachen  Nullstellen  haben  darf.  Daher  sind  a^,  «,,•••  a^  not- 
wendig ganze  Zahlen  größer  als  Eins,  wenn  sie  nicht  yer- 
sch winden.  Wäre  «0=1,  so  wäre  wegen  6o  **=  *  ^®  ^\dh 
t=^i  eine  einfache  Nullstelle  des  Nenners.  Also  ist  o^  enir 
weder  gleich  Null  oder  eine  ganze  Zahl  größer  als  Eins,  hn 
zweiten  Falle  setzen  wir  «q  —  2  ==  r,  so  daß  sich  ei^ibt: 

/gx  d{x  +  iy)  _  U\t  +  %r  ^  {t-a>r^...{i-aj'n 

^  ^  ^<  («-  O*"*"*  '  (f  -  \f'  •  •  ■  (t  -  hj^n ' 

im  ersten  Falle  dagegen,  wo  a^^O  ist,  führen  wir  —  ^  als 
neue  unabhängige  Veränderliche  ein,  woraus  hervorgeht,  daß 
sich  dieser  Fall  der  Annahme  (5)  für  r  »  0  unterordnet 

In  (6)  bedeuten  k  und  k  reelle  Konstanten,  r,  «!,•••«» 
lauter  ganze  positive  Zahlen,  von  denen  nur  r  gleich  Eins  sein 
darf,  während  alle  anderen  von  Eins  verschieden  sind,  aber  eben- 
so wie  r  gleich  Null  sein  dürfen.  Femer  sind  a^  und  \  kon- 
jugiert komplexe  Konstanten,  ebenso  o^  und  ^i,,  usw.,  schließlich 
auch  a^  und  h^.  Überdies  sind  alle  Zahlen  o^;  *  *  *  a«,  \}  *  "K 
von  einander  und  von  i  und  —  i  verschieden.  Hierin  liegt, 
nebenbei  bemerkt,  daß  keine  der  Zahlen  o^^  -  -  -  d^nf  \i  '  "K 
reell  sein  darf.  Denn  wäre  z.  B.  a^  reell,  so  wäre  6j,  die  koife 
jugiert  komplexe  Zahl,  gleich  a^. 

669.   Die  •infiachsten  Serretoohon  Knnron.     Das 

auseinandergesetzte  Verfahren  liefert  alle  rationalen  Kurven, 
deren  Bogenlänge  sich  in  der  Form  s^Tc  arc  tg  t  darstellen 
läßt,  wo  t  die  Hilfsveränderliche,  d.  h.  die  Veränderliche  in 
den  rationalen  Funktionen  bedeutet.  Zu  jedem  Werte  von  / 
liefern  die  Gleichungen  der  Kurven  ohne  weiteres  die  zugehörigen 
Kurvenpunkte,  und  der  zugehörige  Bogen  s  läßt  sich  nach  der 
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Formel  (1)  der  letzten  Nummer  sofort  als  Bogen  eines  Kreises 
Yom  Badins  h  darstellen. 

Wir  wollen  jedoch  die  allgemeine  Untersuchung  nicht 
weiter  durchfahren,  sondern  nur  noch  den  einfachsten  Fall  ins 
Auge  fassen. 

Werden  alle  a  gleich  Null  gewählt,  so  ergibt  sich  aus  (5) 
in  voriger  Nummer  und  aus  derjenigen  Gleichung,  in  die  (5) 
übergeht,  wenn  i  durch  —  i  ersetzt  wird,  ohne  Mühe,  daß  die 
Kurve  ein  Krei^  ist.  Am  bequemsten  ist  es  dabei,  den  Bruch 
(<  +  i) :  (^  —  *)  als  neue  Veränderliche  zu  benutzen. 

Sehen  wir  hiervon  ab,  so  wird  also  der  einfachste  Fall 
der  sein,  in  dem  n  »  1  gesetzt  wird.     Dann  haben  wir 

wobei  die  ganze  Zahl  a  >  1  ist  und  a  und  b  konjugiert 
komplex,  aber  weder  reell  noch  gleich  i  oder  —  i  sind.  Setzen 
wir  nun: 

und  ftOuren  wir  die  neue  Yerimderliche 

(3)  ,^p±i9^..i±i. 

ein,  so  kommt: 

wobei  A  eine  leicht  zu  berechnende  komplexe  Konstante  be- 
deutet, während  m  nach  (2)  reell  ist. 

Da  X  +  iy  eine  rationale  Funktion  von  t  sein  soll  und 
nach  (3)  sowohl  z  eine  rationale  Funktion  von  i  als  auch  t 
eine  rationale  Funktion  von  z  ist,  so  haben  wir  zu  fordern^ 
daß  a;  +  iy  rational  in  z  sei.  Nach  (1)  in  Nr.  431  liefert  je- 
doch die  Integration  von  (4)  dann  und  nur  dann  eine  rationale 
Funktion  von  jer,  wenn  z^m  eine  Wurzel  der  Gleichung  (r  -|-  l)**"* 
Grades 

aber  weder  gleich  Null  noch  gleich  Eins  ist.  Denn  für  m  =»  0 
wäre  a  «  i  und  für  w  =  1  wäre  a  reell. 
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Setzen  wir  nun  fQr  m  eine  von  Null  und  Eins  Terschiedene 
Wurzel  der  Gleichung  (5)  in  (4)  ein,  so  liefert  die  Integration 
für  X  +  iy  eine  rationale  Funktion  von  js.  Darin  führen  wir 
alsdann  wieder  den  Wert  (3)  ein,  so  daß  für  x  +  iy  eine  ra- 
tionale Funktion  von  i  mit  komplexen  Koeffizienten  hervor- 
geht. Wird  darin  %  überall  durch  —  i  ersetzt,  so  geht  auch 
für  X  ^iy  eine  solche  Funktion  hervor.  Aus  beiden  ergeben 
sich  schließlich  durch  Addition  bzw.  Subtraktion  für  x  und  y 
rationale  Funktionen  von  t  mit  reellen  Koeffizienten;  so  daB 
^amit  die  Gleichungen  der  einfachsten  Serretschen  Kurven  ge- 
fncden  sind. 

660.  Bulorscho  Knnron.  Wenn  wir  noch  spezieller 
r  =  1  setzen,  so  gelangen  wir  zu  Kurven,  die  schon  Euler 
gefunden  hat.  In  diesem  Falle  gibt  die  Gleichung  (1)  der 
letzten  Nummer: 

^  ^  dt        ^     (t_»)8(t-6)«     ' 

während  sich  die  Gleichung  (6)  auf  die  quadratische  Gleichung 

reduziert,  die  außer  0  =«  1  nur  die  Wurzel: 

hat    Setzen  wir  diesen  Wert  in  der  letzten  Gleichung  (2)  der 
vorigen  Nummer  ein,  so  haben  wir  die  drei  Gleichungen: 
<3)       a^p  +  iq,      b^p  —  iq,      |>»  +  5«  +  1  —  2aq. 

Die  ganze  Zahl  a  ist  größer  als  Eins  zu  wählen.  Dann  sind 
p  und  q  als  solche  reelle  Zahlen  zu  wählen,  die  der  letzten 
Gleichung  genügen,  so  daß  die  beiden  ersten  Gleichungen  axmdh 
geben.  Doch  darf  q  nicht  gleich  Null  sein.  Nunmehr  gibt 
die  Integration  von  (1)  eine  rationale  Funktion  von  t,  die  also 
ein  Bruch  aus  zwei  ganzen  rationalen  Funktionen  ist,  und 
zwar  ist  der  Nenner  dieses  Bruches  nach  Nr.  430  gleich 
{t  —  iy{t  —  by-^  der  Zähler  dagegen  von  höchstens  (a  +  !)*•" 
Orade.  Bezeichnen  wir  diesen  Zähler  mit  G{t),  so  muß  also 
d  G{t) 
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den  Wert  (1)  haben,  d.  h.  es  ist: 

Wird  das  Integral  insbesondere  von  ^  —  a  an  erstreckt;  so  ist 
6r(a)>-*0.  Die  vorstehende  Gleichung  lehrt  dann,  daß  G\t) 
mit  ^  —  a  in  der  a*®^  Ordnung  verschwindet,  daher  G(t)  selbst 
in  der  (a  +  1)**^  Ordnung.  Weil  G(t)  nun  aber  von  höchstens 
(a  +  !)*•"  Grade  ist,  hat  diese  Funktion  notwendig  die  Form 
Konst.  (t  —  ay-^^.  Die  Eonstante  läßt  sich  nach  Nr.  373  in 
der  Form  heff*  darstellen.     Mithin  kommt: 

^  +  *y  =   ^^ ^   .  +  konst. 

Hierbei  sind  h  und  (i  reelle  Eonstanten.  Durch  passende 
Wahl  des  Anfangspunktes  können  wir  die  additive  Eoustante 
zum  Verschwinden  bringen.  Also  haben  wir,  da  5  zu  a  kon- 
jugiert komplex  ist: 

Wir  f&hren  nun  Polarkoordinaten  o,  q  vermöge  x  ^  q  cos  o, 
y  »  (»  sin  (9  ein.  Aus  (3)  und  (4)  folgt  dann  durch  Multipli- 
kation: 

(6)  »-»ä^fiti-, 

und  femer  folgt  aus 

^^^       COB  <o  -f-  f  sin  CO       05  +  iy 
cos  (»  ^  i  ain  o       x  —  iy 
«ofort: 

Nehmen  wir  hier  beiderseits  den  Logarithmus,  so  kommt: 

oder  nach  (1),  Nr.  377,  und  da  ln(-  1)  nach  (1)  in  Nr.  376 
gleich  in  gesetzt  werden  kann: 

©  =•  /A  —  2  arc  tg  ^  +  2a  arc  tg  -^^  +  (a  -|-  1)  n. 
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Durch  passende  Drehung  des  Achsenkreuzes  erreichen  wir,  da& 
die  additive  Konstante  /t  +  (a  +  1)  ;r  wegfallt.  Hiemach  und 
nach  (5)  werden  also  die  Eulerschen  Kurven  bei  passender 
Wahl  des  Achsenkreuzes  in  Polarkoordinaten  m,  g  so  dar- 
gestellt: 

(a,=l^^+il±iarctg^^-2arci«^ 

Wir  haben  hierin  den  Wert  von  a  aus  (3)  eingeführt  Die 
Konstanten  p  und  q  müssen  so  gewählt  werden,  daß 
(p*  +  g*  +  1)  :  2g  eine  ganze  Zahl  größer  als  Eins  wird, 
während  h  eine  beliebig  zu  wählende  Konstante  bedeutet,  die 
wir  positiv  annehmen  können,  damit  (»  >  0  wird  (vgl.  Nr.  203). 
In  (7)  liegt  aisdafm  eine  Kwrve  vor,  deren  rechitoinldige 
Koordinaten  x  und  y  rationale  Funktionen  von  t  sind  und  deren 
Bogenlänge  s,  von  ^  =-  0  an  gerechnet,  nach  (1)  in  Nr.  558  die 
Form  hat: 
(8)  s  =  Jk  arc  tg  t 

Indem  wir  dies  verifizieren,  können  wir  leicht  den  Wert  der 
Konstanten  k  feststellen.  Denn  mittels  der  Formel  (1)  von 
Nr.  545  oder  also: 


©'-'■(sr +(§!)• 


ergibt  sich  aus  (7): 
so  daß 

(9)  fc«Ay(^rqr^2 171)2-+ 4P 

ist. 

Wollen  wir  x  und  y  als  Funktionen  des  Radiusvektors  ^ 
darstellen,  so  gehen  wir  am  besten  auf  die  Formel  (6)  zurüdL 
Darin  war  jedoch  ft «  —  (a  +  1)  sr  gewählt^  so  daß  6*^  —  (—  1)""*"* 
ist.     Es  ist  also: 

(10)  -co8a,  +  iBm<o  =  (-l)-»^(i=|^-. 

Hierin  ist  der  aus  der  zweiten  Gleichung  (7)  folgende  Wert 
von  t  einzusetzen.  Wenn  wir  dabei  die  positive  Konstante  ä> 
560] 
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von  deren  Wert  ja  nur  die  Größe,  nicht  die  Gestalt  der  Kurve 
beeinflußt  wird,  gleich  1  :  q  wählen,  was  geschehen  darf,  da 
wir  in  (7)  oflTenbar  g  >  0  annehmen  dürfen,  so  ei^bt  sich: 

(»)  '-WI 

wenn  zur  Abkürzung: 


(12)  T-l/-(>*  +  2«p~l 

gesetzt  wird.  Man  muß  dabei  beachten,  daß  cc  den  in  (3)  an- 
gegebenen Wert  hat.  Führen  wir  den  Wert  (11)  in  (10)  ein, 
indem  wir  dabei  überall  die  Relation 

benutzen,  so  finden  wir: 

COS  «D  +  I  sm  CD  =  ^— ^ \j:t^-^~     — ^. — ^^ —     • 

Hieraus  ergibt  sich  durch  Multiplikation  mit  q: 

x  +  ty^  ge*''  "^ -~—  --zt—^^' — -  > 

9 

wobei  der  konstante  Faktor,  der  ja  eine  komplexe  Zahl  ist,     . 
mit   ge*^    bezeichnet    worden    ist.     Bei   passender   Wahl   der 
Längeneinheit  können  wir  </ »  1  machen,  und  bei  passender 
Drehung  des  Achsenkreuzes  erreichen  wir  die  Annahme  v, »  0, 
Also  hat  sich  ergeben: 

Jede  JEMersche  Kurve  ist  ähnlich  mit  einer  derjenigen  Kurven, 
deren  rechtwinklige  Koordinaten  x,  y  als  Funktionen  des  Badius- 
Vektors  q  durch 

(13)  ^±iy^(9-<^±iT)(y-a,±iT)' 

Q 

dargestellt  werden.  Dahei  ist  cc  eine  ganze  Zahl  größer  als  Eins 
und  T  die  Quadratwurzel  (12).  Aus  (13)  folgt  sofort,  daß 
X  und  y  einzeln  solche  Formen: 


9  9 


T 


haben,  in  denen  (p  und  ^  ganze  rationale  Funktionen  von  q  sind. 
Im  einfachsten  Falle  a  «  2  kommt: 

p*  +  6e  — 2  ^*  +  2^  — 2^/ o    ,     j, :r 

^-—^ — ,  y-^^—^ — y-p*  +  4p~i, 
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im  Falle  a  »  3  dagegen,  wenn  wir  den  Maßstab  auf  ein  Achtel 
verkleinern  und  die  positiven  mit  den  negativen  Achsen  ver- 
tauschen: 


§  6.   Rektifikation  ohne  Integration. 

661.  aioiohsoitige  •zplisite  Darstellung  der 
Koordinaten  und  der  Bogenlftnge  einer  ebenen  Kurve. 

Eine  beliebig  ausgewählte  ebene  Kurve  c  hat  unzahlig  viele 
Evolventen,  und  es  sei  die  Kurve  m  eine  dieser  Evolventen. 
Vgl.  Nr.  199.  Auf  der  Evolute  c  wählen  wir  zwei  Punkte 
Oq  und  C^  aus;  es  seien  M^  und  M^  die  zugehörigen  Punkte 
der  Evolvente  m.  Nach  Satz  15 ,  Nr.  200,  ist  aLsdann  der 
Bogen  CqCj  von  c  gleich  der  Differenz  B^—'R^  der  Krümmungs- 
radien B^  und  Rq  der  Evolvente  m  in  den  entsprechenden 
Punkten  M^  und  üf^.  Hiervon  machen  wir  im  folgenden 
Gebrauch. 

Die  Evolvente  m  sei  mittels  einer  Hilfsveranderlichen  t  in 
der  Form 

«  =  9(0.   y-*(0 

gegeben.  Nach  (2)  in  Nr.  197  hat  sie  in  dem  zu  t  gehörigen 
Kurv^enpunkte  M  den  Krümmungsradius 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist.  Femer  hat  der  zu  M  gehörige 
Punkt  C  der  Evolute  c,  d.  h.  der  zugehörige  Krümmungs- 
mittelpunkt C,  nach  (5)  in  Nr.  197,  worin  nach  (6),  Nr.  169, 

Sm  V  -«     ,  =  ,    cos  V  « ^==:^===z 

zu  setzen  ist,  die  Koordinaten: 

(2)  ^='P-ri>'^^:Ai:^,,,y~i>+<p'^^^±^ 

Also  folgt:  Eine  beliebige  Kurve  c  können  wir  uns  in  der 
Form  (2)  gegeben  denken,  indem  darin  x  und  y  Funktionen 
einer  Hilfsveranderlichen  t  sind.  Alsdann  hat  die  Bogenlänge 
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s  dieser  Kurre  Yon  der  Stelle  (^0)  bis  zur  Stelle  (t)  nach  (1) 
den  Wert  

(3)  ,.[453+^7 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist  und  die  Bogenlänge  positiv  ge- 
rechnet ist  im  Sinne  wachsender  Werte  von  t  Dabei  ist  jedoch 
nach  Satz  15^  Nr.  200,  vorausgesetzt^  daß  die  Evolute  auf  dem 
zugehörigen  Stücke  keinen  Wendepunkt^  singulären  Punkt  oder 
Scheitel  habe. 

Indem  wir  in  (2)  für  tp  und  ^  irgend  welche  Funktionen 
setzen,  erhalten  wir  also  mit  Leichtigkeit  eocpligite  Darstellungen 
von  Kurven,  deren  Bogenlänge  nach  (3)  ohne  jede  Integration 
^)enf(iUs  ea^izite  angegeben  werden  kann, 

562.  KnrTon,  deren  Koordinaten  als  Funktionen 
de«  Tangentenwinkels  gegeben  sind.  Besonders  einfach 
gestaltet  sich  dieselbe  Betrachtung,  wenn  wir  uns  die  Evolvente 
in  der  in  Nr.  213  angenommenen  Form  (3)  gegeben  denken^ 
in  der  t  ihr  Tangentenwinkel  ist.  Die  Evolute  ist  ebenda 
unter  (8)  angegeben.  Der  Tangentenwinkel  der  Evolute  ist 
jedoch  r  +  yTT.  Wenn  wir  diesen  Wert  mit  t  bezeichnen,  so 
haben  die  Punkte  der  Evolute  die  Koordinaten: 

(1)  X  -  f\r)  sin  r  +  /"'  (t)  cos  t,  y f\t)  cos  r  +  fit)  sin  t. 

Nach  (6)  ebenda  ist  dann  der  Krümmungsradius  der  Evolvente: 

Also  ist  auch 

(2)  s-/'(r)  +  rW  + tonst. 

die  Bogenlänge  der  Kurve  (1),  von  einer  gewissen  Stelle  an 
gerechnet,  von  der  es  abhängt,  welchen  Wert  die  Konstante  hat. 
Allerdings  ist  hier  s  nicht  stets  positiv  gerechnet  im 
Sinne  wachsender '^ Werte  von  r,  sondern  nur  dann,  wenn 
rW+/^''W  positiv  ist.  Im  andern  Falle  hat  man  den 
Wert  (2)  noch  mit  —  1  zu  multiplizieren. 
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§  1.   Kubatur  durch  einfache  Integrale. 

568.  Tolainen  einer  Körpersohioht.  Unier  Kuba^ 
versteht  man  die  Ausmessung  der  Volumina,  weil  die  Volumina 
als  Vielfache  der  Einheit,  nämlich  des  Würfels  oder  Kubus 
von  der  Kantenlänge  Eins,  darzustellen  sind.  Die  elementare 
Stereometrie  definiert  nur  die  Volumina  ebenfiächig  begrenzter 
Körper.  Liegt  ein  krummflächig  begrenzter  Körper  vor,  so  er- 
setzen wir  ihn  daher  durch  einen  ebenflächig  begrenzten  Körper, 
der  so  verändert  werden  kann,  daß  sich  seine  Oberfläche  überall 
der  des  gegebenen  Körpers  beliebig  stark  nähert.  Als  das 
Volumen  des  gegebenen  Körpers  bezeichnen  wir  alsdann  den 
Grenzwert,  dem  das  Volumen  des  Ersatzkörpers  bei  dieser  An- 
näherung zustrebt. 

Erst  im  zweiten  Paragraphen  wird  gezeigt  werden,  daß 
man  in  dieser  Weise  stets  zu  demselben  Volumenwerte  gelangt, 
wie  auch  der  Ersatzkörper  beschaffen  sein  mag. 

Zuimchst  betrachten  wir  einen  Zylinder  von  der  Höhe  hj 
dessen  Grundfläche  ein  ebenes  Flächenstück  E  isi  Der 
Kurve  k,  die  das  Plächenstück  E  umrandet,  und  von  der  wir 
natürlich  voraussetzen,  daß  sie  stetig  sei,  schreiben  wir  irgend 
ein  Vieleck  ein,  indem  wir  beliebige  Punkte  auf  k  auswählen 
und  ihrer  Reihenfolge  nach  geradlinig  verbinden.  Die  Flache 
des  Polygons  sei  E\  Das  Prisma,  dessen  Grundfläche  E'  und 
dessen  Höhe  h  ist  und  das  dieselbe  Richtung  wie  der  gegebene 
Zylinder  hat,  ist  ein  Ersatzkörper,  dessen  Oberfläche  überall 
nach  der  des  Zylinders  strebt,  sobald  immer  neue  Punkte  von  i 
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als  Poljgonecken  derart  eingeschaltet  werden^  daß  die  Längen 
aUer  Polygonseiten  nach  Null  streben.  Zugleich  strebt  E' 
nach  E,  nach  Satz  1,  Nr.  531.  Das  Prismenvolumen  aber  hat 
nach  den  Sätzen  der  elementaren  Stereometrie  den  Wert  E'h. 
Folglich  ist  das  Volumen  des  Zylinders  gleich  dem  Produkte 
aus  seiner  Grundfläche  und  Höhe. 

Wir  gehen  zu  einer  allgemeineren  Betrachtung  über:  Es 
werde  ein  ebenes  Flächenstück  E  so  bewegt,  daß  die  Ebene 
stets  der  ursprünglichen  Lage  Eq  parallel  bleibt,  während  je- 
doch das  FlächcD  stück  E  dabei  nach  irgend  einem  Gesetze 
Toranderlich  sei  nach  Größe  und  Umriß.  Das  Flächenstück  E 
beschreibt  alsdann,  wenn  wir  das  Verfahren  bis  zu  einer  End- 
lage JEi  fortsetzen,  einen  Körper,  siehe  Fig.  46.  Wir  wollen 
sein  Volumen  berechnen  unter 
der  Annahme,  daß  uns  der 
Flacheninhalt  E  in  jeder  Lage 
bekannt  sei.  Diese  Annahme 
ist  so  zu  erfüllen:  Wir  benutzen 
eine  zu  allen  Ebenen  senkrechte 
Gerade  als  a;- Achse,  positiv 
im .  Sinne  der  auszuführenden 
Bewegung,  so  daß  zur  Anfangsebene  ein  Wert  Xq  und  zur  End- 
ebene E^  ein  Wert  X  der  Abszisse  gehört  und  X^  Xq  ist. 
Zu  einer  beliebigen  Abszisse  x,  die  zwischen  Xq  und  X  liegt, 
gehört  eine  Ebene,  in  der  das  Flächenstück  E  den  Inhalt  u{x) 
haben  möge.  Wir  setzen  voraus,  u{x)  sei  im  Intervalle  von 
Xq  bis  X  eine  stetige  Punktion. 

Betrachten  wir  die  zu  den  Abszissen  x  und  x  +  jdx  ge- 
hörigen Ebenen  E  und  E\  Zwischen  E  und  E'  liegt  eine 
Eörperschicht  von  der  Dicke  ^x.  Wir  ersetzen  sie  durch  den- 
jenigen geraden  Zylinder  von  der  Höhe  ^rr,  dessen  Grundfläche 
das  Flächenstück  E  und  dessen  Volumen  also  nach  dem  Vor- 
gehenden gleich  u(x)^x  ist,  weil  E  den  Flächeninhalt  u(x)  hat. 

Wenn  wir  das  ganze  Intervall  von  Xq  bis  X  durch  ein- 
geschaltete Ebenen  E  irgendwie  zerteilen,  also  den  Körper 
in  Schichten  von  beliebigen  Dicken  ^x  zerschneiden  und  wie 
soeben  jede  Schicht  durch  einen  Zylinder  ersetzen,  so  wird 
auch  die  Oberfläche  des  Körpers  durch  eine  neue  ersetzt.    Die 
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neue  Oberfläche  weicht  von  der  eigentUchen  xim  so  weniger 
ab;  je  kleiner  älie  Schichtenstärken  Jx  angenommen  werden, 
Demnach  ist  das  Yolnmen  des  Körpers  zu  definieren  als  der 
Grenzwert  der  Summe 


^.u(x)Jx 


für  lim  Jx  ^  0,  und  diese  Summe  ist  gerade  so  zu  yerstehen 
wie  die  Summe  (2)  in  Nr.  404,  so  daß  der  Grenzwert,  weil 
u{x)  stetig  ist,  nach  Satz  4,  Nr.  407  den  Wert 

X 

(1)  V^Ju{x)dx 

hat.  "^ 

Hiermit  sind  wir  zu  einer  ein&chen  Volumenformd  gelangt. 
Sie  besagt  nebenbei  noch:  Wenn  zwischen  der  Anfangs-  und 
Endlage  der  Ebene  zwei  Körper  liegen,  die  so  beschaffen  sein 
sollen,  daß  jede  der  parallelen  Zwischenebenen  beide  Korper 
in  zwei  gleich  großen  Querschnitten  trifft,  so  haben  beide  Körper 
dasselbe  Volumen.  Dieser  Satz  ist  bekannt  als  das  CavaUeri" 
sehe  Prinzip, 

Beispiel:  Die  Spitze  eines  Kegels  sei  als  Anfangspunkt 

0  gewählt,   das  Lot  Ton   0  auf  die  Grundfläche   des  Kegels 

sei  die  positive  o;- Achse.    Die  Grundfläche  habe  den  Inhalt  B, 

und  die  Kegelhöhe  sei  gleich  h.    Eine  Ebene  E  senkrecht  zur 

a;- Achse   mit   einer   zwischen   0   und   h  gelegenen  Abszisse  x 

schneidet  den  Kegel  in  einem  Flächenstücke  u{x),  das  sich  aus 

der  Proportion 

u{x)  :B^x^:V 

sofort  ergibt: 

Nach  (1)  ist  demnach  das  Volumen  des  Kegels: 

^dx^  \Bh, 


-fi"' 


womit  wir  zu  einem  bekannten  Satze  gelangt  sind. 

564.     Tolanien   eines   Bllipsold- Segmentes.    Wir 

schicken  voraus:  In  Nr.  220  ergab  sich  für  die  Fläche  der  Ellipse 
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mit  den  Halbachsen  a  und  h  der  Wert  nah.  Es  ist  aber  das 
Produkt  irgend  zweier  konjugierter  Halbmesser  der  Ellipse  mit 
dem  Sinus  ihres  Winkels  gleich  dem  Produkte  ah.  Also  folgt: 
sind  a  und  h  nicht  die  Halbachsen,  sondern  konjugierte  Halb- 
messer der  Ellipse  und  ist  a  ihr  Winkel;  so  ist  jtah%ma 
die  Fläche  der  EUipse. 

Aus  einem  Eüipsoid,  von  dem  a,  by  c  drei  konjugierte 
Halbmesser  seien,  möge  nun  durch  zwei  zur  Ebene  von  h  und  c 
parallele  Ebenen  Eq  und  E^  ein  Segment  ausgeschnitten  sein, 
dessen  Volumen  V  berechnet  werden  soll.  Nehmen  wir  a,  b, 
c  als  Achsen  ftlr  schiefmnMige  Koordinaten  x\  y',  e'  an^  so 
ist  bekanntlich  die  Gleichung  des  EUipsoids 

-«'•      «#'•      «'•  •/'*  *?'* 


so  daß  eine  zwischen  E^  und  E^  eingeschaltete  parallele  Ebene 
mit  der  Abszisse  x  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse  mit  den 
konjugierten  Halbmessern 


schneidet.     Die  Fläche  dieser  Ellipse  ist: 
xi  =«  ä6c  sin  a(  1 Ä , 

wenn  a  den  Winkel  von  h  und  c  bedeutet.  Bildet  die  Ebene 
Ton  h  und  c  mit  a  den  Winkel  -4,  so  hat  das  Lot  x  von  0 
auf  die  Ebene  Ä;'«konst.  die  Länge  x^  x  %\ilA,  so  daß 
dx  »  sin  ^  da;'  ist.  Das  Einsetzen  dieser  Werte  und  des  Wertes 
tt  in  die  Volumenformel  (1)  der  vorigen  Nummer  gibt 

X' 

F=  j  7chcsma\\  —  ^AH\nÄdx' 

-«  ;r6csinasin^(X'  —  Xq 3~«~)' 

wenn  die  Ebenen  Eq  und  E^  die  Abszissen  Xq  und  X'  haben. 
Für  x^^  —  a,  X' =  a  geht  das  Volumen  |:Ta6c  sin  a  sin  J. 
des  ganzen  EUipsoids  hervor,  also  das  |;r- fache  des  Volumens 
des  Parallelepipeds  mit  den  Kanten  a,  b,  c. 
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Eine  ähnliche  Hechnung  gibt  die  Volumina  der  Segmente 
der  andern  von  Flächen  zweiter  Ordnung  umschlossenen  Körper. 

565.  Tolmiien  eines  Segmentes  eines  hyperboli- 
schen Paraboloids.     lu  rechtwinkligen  Koordinaten  ist 

(1)  xy  =  az 

die  Gleichung  eines  gewissen  hyperbolischen  Paraboloids,  das 
die    X-   und  y- Achse   enthält.     Wir  wollen   das   Volumen  V 

berechnen,  das  zwischen  der 
Fläche,  dem  positiven  Qua- 
dranten der  :ry- Ebene  und 
der  Ebene 

(2)       x  +  y  +  B^a 

gelegen  ist.  Siehe  Fig.  47. 
Eine  zur  rr- Achse  senk- 
rechte Ebene  E  mit  der  Ab- 
szisse X  schneidet  das  Volumen 
in  einem  Dreiecke  P^B  mit 
der  Grundlinie  QR^a  —  x. 
Die  Dreieckshöhe  ist  der  Wert 
von  jer,  der  aus  (1)  und  (2)  durch  Elimination  von  y  hervor- 
geht, nämlich  x(a  —  x),  dividiert  durch  a  +  x,  so  daß  die 
Fläche  des  Dreiecks  den  Wert 

,  V        x{a  —x)* 

hat.    Die  äußersten  Lagen  der  Ebene  E  haben  die  Abszissen 
X  -^0  und  X  ^  a.    Nach  (1)  in  Nr.  563  ist  mithin: 

U  0 

566.  Toliunen  eines  Sotationskörpers.    Dreht  sich 
die  in  der  icy- Ebene  gelegene  Meridiankurve 

(1)  y  =  m 

um  die  a?- Achse,  so  entsteht  eine  Botationsfläche,  vgl,  Nr.  348. 
Es  soll  das  Volumen  V  berechnet  werden,  das  von  ihr  und  zwei 
zur  Drehachse  senkrechten  Ebenen  mit  den  Abszissen  Xq  und  X 
eingeschlossen  wird. 
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Eine  zur  Drehachse  senkrechte  Ebene^  deren  Abszisse  x 
irgend  einen  Wert  zwischen  Xq  nnd  X  hat,  schneidet  die  Rotations- 
fläche in  einem  Brettenhreise  vom  Radius  y  =  f{x)y  so  daß 
u{x)  »  %y^  seine  Flache  ist  nnd  demnach  ans  (1)  in  Nr.  563 
folgt: 

X 

(2)  V^njy'dx, 

worin  y  die  durch  (1)  gegebene  Funktion  von  x  ist. 
Liegen  zwei  Meridiankuryen 

(3)  Vi-fii^)    ^nd    y,-/,(a;) 

vor,  wobei  y,  >  y^  sei,  so  gehören  zu  ihnen  zwei  Rotations- 
flächen. Das  zwischen  beiden  gelegene  Volumen  Ton  x^  bis  X 
ist  die  Differenz  der  Volumina: 

X  X 

^i'^^  f  t/l^^    ^^^     Fl  =  Ä  / yj da: 

Xq  Xo 

d.  h.  es  hat  den  Wert: 

X 

(4)  r^«f(y\-yl)dx. 

Xo 

Demnach  ist  es  gerade  so  groß  wie  das  Volumen  des  zur 
Meridiankurve: 


gehörigen  Rotationskörpers. 

1,  Beispiel:  Ein  Kreis  mit  dem  Radius  a  liege  in  der 
a;y- Ebene,  seine  Mitte  auf  der  y- Achse,  doch  so,  daß  der  Bjreis 
die  a:-Achse  nicht  schneide,  also  die  Ordinate  h  der  Mitte  größer 
als  a  sei.  Die  Drehung  des  Kreises  um  die  o;- Achse  liefert 
dann  einen  Kreisring.  Eine  Ebene  x  »  konst.,  deren  Abszisse 
X  zwischen  —  a  und  +  a  liegt,  schneidet  die  Oberfläche  des 
Kreisringes  in  0wei  Breitenkreisen,  f&r  deren  Radien  y^  und  y^ 
nach  Fig.  48  die  Beziehungen  gelten: 

(5)  %  +  »i-26,  y,-y,-2Yi^^^,  d.h.  y^-yl^U}/^^^. 
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Dasjenige  Segment  des  Ereisringes,  das  zwischen  den  Ebenen 
X  ^  Xq  und  X  =^  X>  Xf^  liögt,  hat  also  nach  (4)  das  Volumen: 

X 

F. 


(6) 


47Cb 


bfyä^ 


X*  dXy 


Fig.  48 


wobei  die  Grenzen  natürlich  im  Intervalle  von  —  a  bis  +  a  zu 
wählen  sind.  Zwischen  den  beiden  Ebenen  liegt  auch  ein  ge- 
wisses Segment  v  des  erzeugenden  Kreises, 
siehe  die  Figur;  und  die  Flache  dieses 
Segmentes  ist  nach  Nr.  409  das  Integral 

X 

v-j{yi-yi)dx, 

so  daß  aus  (6)  und  der  zweiten  Formel  (5) 
folgt: 

Das  Volumen  des  Kreisring- Segmentes 
ist  demnach  gleich  dem  Volumen  des- 
jenigen Zylinders,  dessen  Grundfläche  das 
Kreissegment  v  und  dessen  Höhe  der  Weg 
2ucb  ist,  den  die  Mitte  des  erzeugenden 
Kreises   beschreibt.     Das  Volumen   des 

ganzen  Kreisringes  ist  also  gleich  jta^  -  23r6  oder  2flc*a'6. 
2.  Beispiel:  Rollt  ein  Kreis  vom  Radius  a  in  der  xy- 

Ebene    auf    der    a;-Achse,    so    beschreibt    irgend    ein    Punkt 

seines  Umfanges  eine  Zykloide,  deren  Gleichungen  nach  (1)  in 

Nr.  231  sind: 

(7)  a;  =■  a(9)  —  sin^)),     y  =  a(l  — cosy). 

Dabei  ist  der  Anfangspunkt  eine  Spitze  der  Kurve  und  der 
Punkt  mit  den  Koordinaten  :r  =  2a:T,  y  =  0  die  nächste  Spitze. 
Diese  beiden  Punkte  gehören  zu  den  Werten  0  und  2n  der 
Hilf s veränderlichen  q),  die  nach  Nr.  231  den  beim  Rollen 
zurückgelegten  Drehwinkel  bezeichnet.     Nach  (7)  ist: 

(8)  da;  =«  a  (1  —  cos  (p)  dq>. 

Durch  Drehung  der  Zykloide  um  die  a;-Achse  geht  eine  Rota- 
tionsfläche hervor.  Sie  umschließt,  von  0  an  gerechnet,  zu- 
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sammen  mit  einer  zur  :z;- Achse  senkrechten  Ehene  x  ^  X>  0, 
ein  Volumen  F,  das  sich  nach  (2),  (7)  und  (8)  sofort  als 
Integral  hinsichtlich  der  Hilfsveränderlichen  (p  darstellen  läßt: 

V ^  71  M  y^  dx  ^  jra*  /  (1  —  cos tpf  dq), 

0  0 

Dabei  soll   ^  der  Wert  von  (p  für  ^  »  X  sein.     Es  kommt: 

F«  yta^  /  (I  —  ^  cos  9  +  I  cos  2^  —  {  cos  3^)  d(p 

—  Äa'  (I  *  -  ^  sin  *  +  I  sin  2  *  -  ^^  sin  3  *). 

Insbesondere  geht  für  *  «  2ä  das  Volumen  5;r*a'  hervor,  das 
durch  die  Drehung  eines  Bogens  der  Zykloide  —  von  Spitze 
zu  Spitze  gerechnet  —  entsteht. 

3.  Beispiel:  Lassen  wir  dieselbe  Zykloide  um  die  Tangente 
ihres  Scheitels,  nämlich  ihres  höchsten  Punktes  (C  in  Fig.  54, 
S.  383  des  1.  Bandes)  rotieren,  so  daß  wir  also  auch  diese 
Tangente  als  ^-Achse  wählen,  d.  h.  die  zweite  Formel  (7)  er- 
setzen durch 

y  —  2a  —  a  (1  —  cos  9)  =  a  (1  +  cos^), 

so  liefert  die  Volumenformel  (2)  in  entsprechender  Weise: 

X  <i> 


^  I  y^  dx  ^  na^  \  {^  +  cos  9)*  (1  —  cos  q>)  dtp 

«fr 

^xa^ I  (l  +  cosg?)sin*9?d9)— Äa*(J*--|sin*co8*+|sin'*) 
0 

Zu  dem  ganzen  Zykloidenbogen  gehört  das  bei  der  Annahme 
0  —  2;r  hervorgehende  Volumen  Ä*a',  das  also  den  fünften 
Teil  des  im  2.  Beispiele  betrachteten  Gesamtvolumens  ausmacht. 

S67.  Bie  Ouldlnsohe  Begel  flb*  die  IToliimina  von 
Botatloiiskörpem.  Indem  wir  uns  eine  mathematische  Be- 
gründung fftr  eine  geeignetere  Stelle  (in  Nr.  602)  vorbehalten, 
bemerken  wir  hier  ohne  Beweis,  daß  derjenige  Punkt  S  eines 
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ebenen  Flächenstückes,  den  man  in  der  Mechanik  als  den  Schwer- 
punkt  der  Fläche  definiert,  die  Ordinate  hat: 

(1)  9=»^z— • 

^fydx 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  das  Flächenstück  durch  eine  stetige 
Kurve 

(2)  yfi'^), 

durch  die  Abszissenachse  und  durch  die  zu  x^  und  X  gehörigen 
Ordinaten  begrenzt  sei. 

Die   Volumenformel   (2)    der   vorigen   iN'ummer    für  den 
Rotatiotiiskörper  läßt  sich  folglich  so  schreiben: 

Hier  bedeutet  das  Integral  den  Inhalt  des  ebenen  Fläch  enstückes, 
das  von  der  Meridiomkwrve  (3),  von  der  Drehachse  und  von 
den  zu  x^  und  X  gehörigen  Ordinaten  begrenzt  wird,  d.  h. 
gerade  desjenigen  Flächenstückes,  durch  dessen  Rotation  der 
Körper  vom  Volumen  V  entsteht.  Andererseits  ist  2«^  der 
Umfang  des  Kreises,  den  der  Schwerpunkt  S  bei  der  Rotation 
beschreibt.  Hieraus  entspringt  die  sogenannte  Gtüdinsdie 
Begd  für  die  Ausmessung  des  Volumens  eines  Rotations- 
körpers, die  übrigens  schon  bei  Pappus  vorkommt:  Wird 
ein  ebenes  Flächenstück  von  der  Oröße  E  um  eine  solche 
Achse  g  gedreht,  die  E  nicht  zerteilt,  so  ist  das  Volumen  des 
entstehenden  SotationsJcörpers  gleich  dem  Volumen  desjenigen 
Zylinders,  dessen  Grundfläche  E  und  dessen  Höhe  gleich  dem  Wege 
ist,  den  der  Schwerpunkt  S  von  E  hei  der  Drehung  zurücklegt  Es 
leuchtet  ein,  daß  die  Fläche  E  nicht  an  die  Achse  g  heran- 
zureichen braucht,  ebenso,  daß  dies  Ergebnis  auch  für  ein 
solches  Segment  des  Rotationskörpers  gilt,  das  durch  eine  un- 
vollständige Drehung  von  E  um  die  Achse  g  hervorgeht. 

Ein  Beispiel  zur  Guldinschen  Regel  ist  das  1.  Beispiel  der 
vorigen  Nummer. 
667] 
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668.  Ziel  der  n&ohsten  Betrachtungen.  Es  gelang 
in  denjenigen  Beispielen^  die  wir  im  ersten  Paragraphen  be- 
trachteten^ eine  analytische  Formel  für  den  Ilächeninhalt  u(x) 
eines  solchen  ebenen  Schnittes  des  ausznmessenden  Körpers 
zu  finden,  der  durch  eine  Ebene  x  ==  konst.  entstand,  so  daß 
alsdann  die  Formel  (1)  von  Nr.  563,  nämlich 

X 

(1)  V-'Juix)dx, 

das  gesuchte  Volumen  lieferte.  Aber  die  Bestimmung  der 
Funktion  u{x)  erfordert  in  weniger  einfachen  Fällen  an  sich 
schon  die  Auswertung  eines  Integrals,  da  u{x)  als  Inhalt  eines 
ebenen  Flächenstücks  durch  eine  Quadratur  (siehe  Nr.  530) 
zu  berechnen  ist.  In  Wahrheit  steht  also  in  der  Formel  (1) 
kein  einfaches,  sondern  ein  sogenanntes  Doppelintegrai,  das  uns 
übrigens  in  spezieller  Form  schon  von  Nr.  489  an  begegnete. 
Unsere  Aufgabe  ist  es  jetzt,  eine  allgemeine  Theorie  der  Doppel- 
integrale  zu  entwickeln. 

Außerdem  ist  darauf  zu  achten,  daß  die  Methode,  durch 
die  wir  die  Formel  (1)  abgeleitet  haben,  unYoUstandig  war. 
Denn  wir  haben  uns  dabei  damit  begnügt,  das  Volumen  zu 
definieren  als  den  Grenzwert  des  Volumens  eines  Ersatzkörpers, 
der  in  Nr.  563  in  einer  ganz  bestimmten  Weise  hergestellt 
wurde.  Es  ist  noch  zu  zeigen,  daß  jede  Art  des  Ersatzes  der 
Oberfläche  des  Körpers  durch  eine  ihr  beliebig  nahe  kommende 
andere  Oberfläche  stets  denselben  Grenzwert  für  das  Volumen 
ergibt.  Deshalb  nehmen  wir  das  Problem,  Volumina  zu  de- 
finieren und  zu  berechnen,  durchaus  von  neuem  in  Angriff. 
Nachher  (in  Nr.  578)  wird  sich  herausstellen,  daß  die  Formel 
(1)  in  der  Tat  exakt  ist. 

669.  Brsats  der  Oberfl&ohe  dnroh  ein  Polyeder. 

Nach  Nr.  251  definiert  die  Gleichung 

(1)  ■'  =  /'(«,y) 

eine  Fläche,  wenn  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Koordinaten  ge- 
deutet werden  und  f{Xj  y)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  y 
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ist.  Den  Variabilitätsbereich  wollen  wir  dabei  vorderhand  in 
der  einfachsten  Weise  annehmen:  Er  sei  durch  die  Ungleichungen 

<2)  x,^x£X,       y^^y^Y 

festgelegt,  worin  x^y  X,  y^  und  Y  gegebene  Zahlen  seien,  so 
daß  der  Variabilitatsbereich  in  der  a;y-Ebene  durch  die  Flache 
«ines  Rechtecks  AB  CD  dargestellt  wird,  dessen  Seiten  den 
Achsen  parallel  sind  und  die  Abszissen  x^,  X  bzw.  die  Ordinaten 
y^,  Y  haben.  Oh  die  Funktion  ({x^  y)  partielle  Ableitungen 
nach  X  und  y  hat  oder  nicht,  ist  für  die  folgende  BetradUung 
vöUig  einerlei. 

Jedem  Punkte  Q  im  Innern  des  Rechtecks  oder  auf  seinem 
Bande  gehören  Koordinaten  x  und  y  derart  zu,  daß  0  »  f(x,  y) 
in  der  Umgebung  dieses  Wertepaares  x,  y  stetig  ist.  Für  den 
zugehöligen  Punkt  P  oder  (x,  y,  z)  der  Flache  ist  der  Punkt 
Q  die  Projektion  auf  die  icy- Ebene. 

Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  femer  vorläufig  an- 
nehmen, daß  die  Funktion  f{Xj  y)  oder  z  für  jede  Stelle  des 
Variabilitätsbereiches  positiv  sei.  Von  dieser  Voraussetzung 
machen  wir  die  Betrachtung  später  frei.  Sie  bedeutet,  daß  die 
Fläche  völlig  über  der  positiven  Seite  der  rry-Ebene  hegen 
490II.  Errichten  wir  längs  der  Kanten  des  Rechtecks  ABCD 
die  zur  xy-lEhene  senkrechten  Ebenen,  so  umschließen  sie  zu- 
sammen mit  der  a;y-Ebene  und  der  Fläche  (1)  einen  Baumteil, 
dessen  Volumen  wir  definieren  und  berechnen  wollen. 

Wir  verfahren  analog  wie  in  Nr.  404  so:  Zwischen  x^ 
xind  X  schalten  wir  in  steigender  Reihe  eine  beliebige  Anzahl 
Ton  Zwischenwerten  ein: 

Xif  x^f  ...  x^_iy 
«benso  zwischen  y^  und  Y: 

yif  y%7  '"  »m-o 

«o  daß  das  Intervall  von  x^  bis  X  in  etwa  n  und  das  Inter- 
vall von  y^  bis  T  in  etwa  m  willkürlich  anzunehmende  Teile 
zerlegt  wird.  Jedem  Wertepaare  x^,  y,  entspricht  ein  Punkt 
Q^^  der  Fläche  des  Rechtecks  ABCD.  Die  Geraden  in  der 
^y- Ebene,  die  den  Achsen  parallel  sind  und  die  Abszissen 
x^,  x^,  ...  x^_i  bzw.  die  Ordinaten  y^,  y2  •  •  •  ym-i  ^^^^ 
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zerlegen  das  Rechteck  in  n  -  m  kleinere  Rechtecke^  nnd  die 
Punkte  Q^^  sind  Ecken  dieser  Rechtecke.  Siehe  Fig.  49.  Längs 
aller  Teilgeraden  errichten  wir  die  zur  xy-Ebene  senkrechten 
Ebenen,  wodurch  der  Körper  in  w  •  m  Teile  zerlegt  wird,  die  wir 
Prismen  nennen  wollen,  obwohl  sie  einerseits  nicht  eben,  sondern 
icmmmflächig,  nämlich  durch  die  Fläche  (1),  begrenzt  werden. 

Jedes  dieser  n  •  m  Prismen  hat  eine  rechteckige  Grund- 
fläche. Unter  der  Anfangsecke  eines  dieser  Rechtecke  verstehen 
wir  im  folgenden 
immer  diejenige 
Ecke,  der  die 
kleinsten  Koordi- 
natenwerte X,  y  zu- 
kommen, also  die 
dem  Punkte  A  am 
nächsten  liegende 
Ecke. 

Zur  Anfangs- 
ecke ^„oder(a?^,y,) 
eines  der  Teilrecht- 
ecke von  AB  CD 
gehört  ein  vertikal 
darüber  liegender 
Punkt  P,,  der  Fläche  (1).  Wenn  wir  das  auf  dem  Rechtecke 
stehende  Prisma  nunmehr  oben  nicht  mehr  durch  die  krumme 
Fläche  (1),  sondern  durch  die  Ebene  parallel  der  rcy-Ebene  und  in 
der  Höhe  z  =  f{x^^  y,)  von  P^,  begrenzen  und  in  derselben  Weise 
mit  allen  n  *  m  Prismen  verfahren,  so  ersetzen  wir  den  zu  be- 
rechnenden Körper  durch  eine  Summe  von  n  •  m  Rechtflctcf^en, 
von  denen  das  mit  der  Anfangsecke  Q^^  oder  (a;^,  ;/;)  ^^^  Inhalt 

(3)  f(^o  yi)(^<+i  -  ^*)(yz+i  -  y«) 

hat.    Die  Doppelsumme 

n— 1   m—l 

(4)  j^  yj  yjfi^iy  y,)(^,+i  -  ^Xyi+i  -  Vi) 


Fig.  49. 


ist  also  die  Summe  der  Volumina  aller  Rechtflache.     Sie  ist 
so  zu  bilden:    In  dem  Produkte  (3)  sind  für  i  bzw.  l  nach 
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und  nach  alle  Werte  0,  1,  2, ...  n  —  1  bzw.  0,  1,  2, ...  iw  —  1 
zu  setzen.  Alsdann  sind  alle  herTorgehenden  n  •  m  Produkte 
zu  addieren.  Natürlich  ist  dabei  unter  x„  bzw.  y„  nach  (2) 
die  Endabszisse  X  bzw.  Endordinate  Y  zu  verstehen. 

Indem  wir  statt  der  oben  krummflächig  begrenzten  n-m 
Prismen  die  n  *  n»  Bechtflache  einführen^  ersetzen  wir  die 
Fläche  (1)  durch  ein  treppenförmiges  Gebilde,  nämlich  durch 
ein  Polyeder,  das  aus  lauter  Rechtecken  gebildet  wird,  tod 
denen  n  •  m  Rechtecke  parallel  zur  a:y- Ebene,  alle  anderen  zu 
dieser  Ebene  vertikal  sind.  Letztere  sind  diejenigen  Teile  der 
vertikalen  Seiten  der  Rechtflache,  die  nicht  zwei  aneinander- 
stoßenden Rechtflaehen  gemein  sind. 

Daß  das  Ersatz -Polyeder  von  der  Fläche  (1)  überall  um 
so  weniger  abweicht,  je  kleiner  alle  Teilintervalle  zwischen  x^ 
und  X  und  zwischen  y^  und  Y  angenommen  werden,  wird  aus 
dem  in  nächster  Nummer  aufzustellenden  Satze  folgen.  Unser 
Ziel  ist  nun,  zu  zeigen,  daß  die  Doppelsumme  J  einem  be- 
stimmten endlichen  Grenzwerte  zustrebt,  wenn  alle  Teilintervalle 
nach  Null  streben  und  demnach  die  Anzahlen  n  und  m  über 
jede  Zahl  wachsen. 

570.  Etohwanlmiig  einer  stettgen  Funktion  von 
iwei  Terftnderllchen.  unter  der  Schwankung  einer  stetigen 
Funktion  von  zwei  Veränderlichen  innerhalb  eines  bestimmten 
Yariabilitätsbereiches  wird  die  ihrer  Natur  nach  niemals 
negative  Differenz  zwischen  dem  größten  und  kleinsten  Werte 
verstanden,  den  die  Funktion  in  dem  Bereiche  annimmt.  (Vgl. 
das  entsprechende  in  Nr.  405.)     Es  gilt  der 

Sat0  1:  Ist  f(x,  y)  eine  in  einem  VaridbüitätshereiAe 
stetige  Funktion  von  zwei  Veränderlichen  x  und  y,  so  gibt  es, 
wie  klein  man  audi  eine  positive  Zahl  x  wählen  mag,  stets  eme 
positive  Zahl  ö  derart,  daß  die  Schwankung  der  Funktion  kleiner 
als  X  ist  innerhalb  einer  solchen  Umgehung  einer  jeden  hdidngen 
Stelle  (.Ti,  y^  des  VarialilitätsbereicheSy  in  der  x  und  y  von  x^ 
hzw,  y,  um  nicht  mehr  als  0  erweichen. 

Nach  Nr.  486  gibt  es  nämlich,  falls  die  positive  Zahl  r 
beliebig  klein  gewählt  wird,  eine  positive  Zahl  6  derart,  daß 

(1)  \fi^,y)-f{x„y,)\<{r 
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ist,  sobald  \x  —  x^]  und  ff  —  ffil  kleiner  ab  6  sind.  Und  zwar 
ist  dabei  6  unabhängig  dayon^  wo  auch  immer  die  Stelle  (x^,  y^) 
innerhalb  des  Yariabilitätsbereiches  gewählt  sein  mf^.  Die 
erlaubten  Werte  x^y  sind  hierbei  wegen  \x  —  x^\<6  und 
y  —  yil<^  ^^  Koordinaten  eines  solchen  Punktes  (x^y),  der 
innerhalb  eines  gewissen  Quadrates  liegt,  dessen  Mitte  der 
Punkt  (Xi,  y^)  ist  und  dessen  Seiten  die  Längen  2  6  haben  und 
überdies  zur  x-  und  y-Achse  parallel  sind. 

Insbesondere  sei  der  Punkt  (^^y)  in  diesem  Quadrate  ge- 
rade derjenige,  in  dem  f(x,y)  den  größten  Wert  innerhalb  des 
Quadrates  erreicht.  Dagegen  sei  (x',  y')  derjenige  Punkt  des 
Quadrates,  in  dem  f(x,y)  den  kleinsten  Wert  annimmt,  so  daß 
analog  (1)  auch: 

(2)  \a<c',y')-f{x.,yi)\<^r 

ist.     Aus  (1)  und  (2)  folgt  nach  Satz  2  in  Nr.  4  sofort: 
r(,x,y)-f(x',i,')\<T. 

Übrigens  sind  hier  die  Yertikalstriche  nicht  notig,  da  f{x,  y) 
nicht  kleiner  ab  f(x'j  y')  ist.  Die  letzte  Ungleichung  besagt, 
daß  die  Schwankung  der  Funktion  f  innerhalb  des  Quadrates 
kleiner  als  r  ist.  Da  das  Zahlenpaar  6,  x  überall  im  Yaria- 
bilitatsbereiche  dasselbe  bleibt,  so  ist  Satz  1  bewiesen. 

671.  Bzistens  eines  Orenswertes  des  Polyedervoln- 
mens.  Wir  haben  in  Nr.  569  eine  Doppelsumme  (4)  gebildet, 
die  sich  auf  eine  gewisse  Zerlegung  des  Rechtecks  AB  CD, 
d.  h.  des  Yariabilitätsbereiches  der  dort  betrachteten  Funktion  /*, 
bezog.  Da  wir  diese  erste  Zerlegung  nachher  durch  weiter- 
gehende Zerlegungen  ersetzen  werden,  so  wollen  wir  hier  die 
Doppelsumme  J^  nennen,  also  setzen: 

n—l m—l 

(1)  Ji  --^^fiPv  y^  (^<+i  -  ^.O  (yi+i  -  y^ 

Es  bedeute  nun  g^^  den  größten  und  k^^  den  kleinsten 
Wert,  den  ({x^y)  för  die  Stellen  (a?,y)  innerhalb  des  Teil- 
rechtecks  mit  der  Anfangsecke  (x^y^  erreicht.  Wenn  wir 
f{^0  yd  ^  (1)  durch  den  nicht  kleineren  Wert  g^j  oder  durch 
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den  nicht  gröfieren  Wert  Ä;^,  ersetzen;  so  gehen  zwei  Doppel- 
sommen 

n—l m—l 

?!  -^^Qui^i^i-^i)  (y,+i  -yi), 

0        0 

II  — 1  m  —  l 

0        0 

hervor ;  zwischen  denen  J^  gelegen  ist,  weil  die  Produkte 
(or^^i  — X,.)  (y,^.i  — y,),  die  gleich  den  Flachen  der  Teilrecht- 
ecke sind,  positive  Werte  haben. 

Ist  femer  G  der  größte  and  K  der  kleinste  Wert,  den 
fix^y)  in  dem  ganzen  Rechtecke  AB  CD  erreicht,  und  ersetzen 
wir  in  y^  jeden  Faktor  g^^  durch  den  nicht  kleineren  Faktor  G 
sowie  in  x^  jeden  Faktor  k^^  dorch  den  nicht  größeren  Faktor  Kj 
so  gehen  die  Produkte  von  G  bzw.  K  mit  der  Gesamtfläche 
von  ABCD  hervor: 

r-G(X-x,)iY-y,),    K  =  KiX-x,)iT-y,), 

und  dabei  ist  F  nicht  kleiner  als  y^  und  K  nicht  großer  ab  Xj. 
Wir  haben  also: 

(2)  r>y,>J,^x,^K. 

Außerdem  ist 

n  —  l  m—l 

(3)      Yi  -  «1  -^^{9u  -  *<i)  (^<+i  -  ^J  (y,+i  -  y,)- 

0         0 

Hierin  bedeutet  g^^  —  k^^  die  Schwankung  der  Funktion  /  in 
dem  Teilrechtecke  mit  der  Anfangsecke  (x^^  y^).  Weun  unter 
T|  eine  vorgegebene  positive  Zahl  verstanden  wird,  so  können 
wir  annehmen,  daß  alle  Teilrechtecke  so  klein  gewählt  seien, 
daß  der  Satz  1  der  vorigen  Nummer  gilt,  d.  h.  daß  die 
Schwankung  g^^  —  k^^  kleiner  als  r^  sei.     Dann  folgt,  daß 

(4)  yi-x,<T,(Z-:ro)(r-yo) 

ist,  denn  wenn  in  (3)  rechts  statt  g^^  —  i^,  überall  der  größere 

Wert  Ti  gesetzt  wird,  so  laßt  er  sich  vor  die  Doppelsumme 

bringen,  und  die  verbleibende  Doppelsumme  bedeutet  dann  als 

Summe  der  Flächen  aller  n  •  m  Teilrechtecke  die  Fläche  des 

Gesamtrechtecks  ABCD. 
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Zusammengefaßt:  Die  auf  die  Zerlegung  des  Rechtecks  .US  CD 
bezügliche  Doppelsnmme  J^  liegt  zwischen  den  Summen  y^ 
und  Ti^y  die  aus  den  Produkten  aller  Teilrechtecke  mit  den  je« 
weils  größten  bzw.  kleinsten  Werten  von  f  in  den  Teilrecht- 
ecken  gebildet  siad.  Diese  Summen  y^  und  x^  liegen  ihrerseits 
zwischen  den  Produkten  F  und  K  aus  dem  öesamtrechtecke 
und  dem  größten  bzw.  kleinsten  Werte,  den  f  im  Gesamtrecht- 
ecke annimmt.  Außerdem  ist  die  Differenz  7i  —  x^  kleiner  als 
das  Produkt  des  Gesamtrechtecks  mit  x^. 

Diese  Ergebnisse  entsprechen  denen  in  Nr.  406 ,  und  wie 
dort  schließen  wir  weiter.  Wir  nehmen  nämlich  eine  unbe- 
grenzte Folge  von  lauter  beständig  abnehmenden  und  nach 
Null  strebenden  positiven  Zahlen  r^,  r^,  t^j  -  -  •  an.  Alsdann 
können  wir  zwischen  den  schon  benutzten  Teilgeraden  des 
Rechtecks  neue,  ebenMls  zu  den  Achsen  parallele  Teilgeraden 
so  eng  einschalten,  daß  die  Schwankung  von  f  in  den  hervor- 
gehenden kleineren  Rechtecken  überall  geringer  als  r,  wird. 
Abermals  schalten  wir  alsdann  neue  TeUgeraden  ein,  bis  die 
Rechtecke  so  klein  werden,  daß  die  Schwankung  von  f  in 
ihnen  überall  geringer  als  r,  wird,  usw.  Zu  jeder  Teilung  gehört 
wie  zur  ersten  die  Doppelsumme  J^  eine  Doppelsumme  J^y 
J^  usw. 

Bei  dieser  fortgesetzten  Verfeinerung  der  Zerlegung  tun 
wir  mit  jedem  schon  vorhandenen  Teilrechtecke  genau  dasselbe, 
was  wir  zuerst  mit  dem  Gesamtrechtecke  AB  CD  getan  haben. 
Daher  lassen  sich  die  Schlüsse  genau  so  wie  in  Nr.  406 
wiederholen.  Es  mögen  y^,  T's;  *  '  '  ^^^  Summen  der  Produkte 
aus  allen  Teilrechtecken  der  2.,  3.,  •  •  •  Zerteilung  mit  den  je- 
weils größten  Werten  von  f  in  den  betreffenden  Teilrechtecken 
sein.  Ebenso  sollen  x^,  x,,  •  •  •  die  Summen  der  Produkte  aus 
allen  Teilrechtecken  der  2.,  3.,  •  •  •  Zerteilung  mit  den  jeweils 
kleinsten  Werten  von  f  in  den  betreffenden  Teilrechtecken  be- 
deuten. Alsdann  bestehen  Ungleichungen  von  folgender  Form 
in  unbegrenzter  Anzahl: 

xi  ^  j;  ^  yi,       yi  -  ^1  <  t,  (X  -  x^){Y-  yo), 
«2  ^  J,  ^  7„     y  jr  -  ^  <  Tg  ( X  -  a^o)  ( r  -  yo) , 
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aus  denen,  da  r^  t,,  r j  •  •  •  nach  Nnll  streben,  wie  in  Nr.  406 
folgt,  daß  der  Gremwert  der  Folge  J^,  J^y  Jj,  •  •  •  emen  6e- 
sHmwien  endlichen  Wert  hat. 


672.  Bin  elniiger  Orenswert  des  Polyedervolnment. 

Jetzt  ist  noch  zu  zeigen,  daß  derselbe  Grenzwert  herror- 
geht,  wenn  wir  von  irgend  einer  anderen  Zerlegung  des  Recht- 
ecks ^£  CD  durch  Parallelen  zu  seinen  Seiten  ausgehen  uud 
hier  die  Zerteilung  ohne  Ende  yerfeinem,  gerade  so  wie  in 
Nr.  407. 

Es  sei  X  eine  beliebig  klein  gewählte  positire  Zahl. 
Eine  erste  Zerlegung  des  Rechtecks  ÄBCD  denken  wir  mu 
80  weit  getrieben,  daß  die  Funktion  f  in  jedem  Teilrechtecke 
um  weniger  als  t  schwankt.  Eine  eweüe  Zerlegung  des  Recht- 
ecks denken  wir  uns  so 
weit  getrieben,  daß  zwischen  je 
zwei  aufeinanderfolgenden  Teil- 
geraden der  ersten  Zerlegung 
mindestens  eine  Teilgerade  der 
zweiten  verlauft.  Wir  haben 
dementsprechend  zwei  Doppel- 
summen Jnni  cT  zu  betrachten. 
Wir  greifen  irgend  eines 
der  Teilrechtecke  aßyd  der 
ersten  Zerlegung  heraus,  siehe 
Fig.  50,  worin  die  starken 
Linien  Teilgeraden  der  ersten  und  die  schwachen  solche  der 
zweiten  Zerlegung  bedeuten  sollen.  Wenn  wir  uns  die  positive 
a;- Achse  und  die  positive  y-Achse  in  den  gewohnten  Orientierungen 
nach  rechts  und  oben  vorstellen,  so  ist  die  Anfangsecke  eines 
jeden  Rechtecks  die  links  unten  gelegene,  also  die  von  aßyi 
der  Punkt  a.  Alle  Teilrechtecke  der  aweiten  Zerlegung,  die 
ganz  oder  teilweise  dem  Recktecke  ocßyd  angehören,  haben 
als  Anfangsecken  die  in  der  Figur  markierten  Punkte;  und 
diese  Punkte  liegen  sämtlich  innerhalb  derjenigen  vier  Recht- 
ecke der  ersten  Teilung,  die  in  a  zusammenstoßen.  Da  nun  die 
Schwankung  von  f  innerhalb  jedes  dieser  vier  Rechtecke 
kleiner  als  t  ist,  so  hat  f  an  den  markierten  Stellen  Werte, 
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die  um  weniger  als  x  von  demjenigen  Werte  f^  abweichen, 
den  f  an  der  Stelle  a  erreicht. 

Zur  Summe  J'  gehören  nun  die  Produkte  der  betrachteten 
Rechtecke  der  ssweiten  Teilung  mit  den  Werten,  die  f  jeweils 
an  ihren  Anfangsecken  hat.  Unter  diesen  Rechtecken  ge- 
hören einige  nur  teilweise  zum  Rechtecke  aßyS,  Den  zu  einem 
solchen  Rechtecke  gehörigen  Summanden  von  J'  zerlegen  wir 
deshalb  in  eine  Summe.  Z.  B.  gehört  zu  dem  Rechtecke  ah  cd 
der  eweiten  Teilung;  das  durch  ad  in  aghd  und  ghch  zer- 
schnitten wird,  als  Summand  Ton  J'  das  Produkt  der  Fläche 
ahcd  mit  dem  Werte  f^  yon  f  für  die  Stelle  a.  Von  diesem 
Summanden  benutzen  wir  vorläufig  nur  das  Produkt  der  zum 
Rechtecke  aß  yd  gehörigen  Fläche  ghch  mit  f^  So  machen 
wir  es  mit  allen  Summanden  von  J\  die  sich  auf  Rechtecke 
beziehen,  die  ganz  oder  teilweise  zu  dem  ausgewählten  Recht- 
ecke ußyö  der  ersten  Zerlegung  gehören.  Die  Summe  aller 
dieser  Glieder  von  J'  heiße  S^-^yd;  ^^  ^^^  ^^®  Doppelsumme  J' 
die  Summe  aller  dieser  Teilsummen  S^^^^  ist.  Zum  Recht- 
ecke aßyS  gehört  andrerseits  ein  Summand  P^iy^  ^^^  Doppel- 
summe Jy  nämlich  das  Produkt  der  Fläche  aßyö  mit  f^. 

Nach  dem,  was  wir  vorhin  sahen,  weicht  aber  S^^a^  von 
Paß  yd  ^°^  weniger  ab  als  das  Produkt  der  Fläche  des  Recht- 
ecks aßyö  mit  /*„. 

Also  folgt:  Die  Doppelsumme  J'  weicht  von  der  Doppel- 
summe J  um  weniger  ab  als  das  Produkt  der  Gesamtheit  aller 
Rechtecke  aßyd  der  ersten  Teilung  mit  r.  Diese  Gesamtheit 
ist  aber  das  ganze  Rechteck  ÄBCD,  und  seine  Fläche  ist 
gleich  (X  —  iCo)  (^""  ^o)-     Mithin  ist 

|e7-'-J|<r(X--a?o)(r-yo). 
Für  lim  t  =-  0  folgt  hieraus  lim  J'  »*  lim  J. 

Hiermit  ist  der  grundlegende  Satz  gewonnen: 

Satz  2:  Ist  f(x,  y)  eine  in  dem  Variabilitätsberekf^ 

stetige  Funktion  der  beiden  Veränderlidien  x  und  y  und  werden 
zunschen  Xq  und  X  sourie  zwischen  y^  und  Y  beliebige  Werte 
in  steigender  Folge  eingeschaltet: 

x^<x,<x^<'<x^_^<x,   yo<yi<yi<'"<ym^i<Y, 
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SO  hat  die  Dqppdsumme 

n  —  l    m  — 1 
0  0 

in  der  x^  und  y^  die  Werte  X  und  T  bedeuten  sollen,  einen 
von  den  gewählten  Zwischenwerten  unabhängigen  bestimmten  end- 
lichen Grenzwert,  falls  aUe  Teilintervalle  x^  —  x^,  x^  —  x^,  ... 
X-a?,.i  und  y^-y^,  y^-y^,  ...  Y-y^^^  nach  Null 
strei>en  und  dementsprechend  ihre  Anzahlen  n  und  m  über  jede 
Zähl  wachsen. 

Wir  erwähnen  noch,  daß  der  Beweis  zwar  anf  eine  Figur 
gestützt  wnrde,  diese  Figur  aber  ganz  hätte  vermieden  werden 
können.  Statt  z.  B.  vom  Rechtecke  ÄBCD  und  seiner  Anfangs- 
^cke  Ä  zn  sprechen,  hätten  wir  ebenso  gut  von  dem  Varia- 
bilitätsbereiche 

rro^a;^X,      y^^V^Y 

und  dem  Wertepaare  Xq,  y^  des  Bereiches  reden  können.  Jedoch 
wäre  der  sprachliche  Ausdruck  dadurch  unbeholfen  geworden. 
Jedenfalls  ließe  sich  der  Beweis  unabhängig  von  den  Hilfs- 
mitteln der  Veranschaulichung  durchführen,  so  daß  der  in 
Nr.  7  aufgestellten  Forderung  Genüge  geleistet  wird. 

Die  in  Nr.  569  vorderhand  gemachte  Annahme  f{x,y)>0 
haben  wir  hier  gar  nicht  benutzt. 

678.  Bas  Boppeliiitegral  mit  bestimmten  Orensen. 

Die  Doppelsumme 

*  —  i  in— 1 

J'^2^f(^iy  ViK^i+i  -  ^<)(y,+i  -  yi) 

0  0 

können  wir  etwas  kürzer  schreiben.  Es  bedeute  x,  y  irgend 
eins  der  Wertepaare  x^,  y^,  und  es  seien  /ix  und  /1y  die  zu- 
gehörigen Unterschiede  x^^y^  — x^  und  yi+i  —  J/i  zwischen  dem 
Wertepaare  x^^^,  y^^^  und  dem  Wertepaare  x^,  y,.  Alsdann 
schreiben  wir  die  Summe  symbolisch  so: 

Die  Doppelsumme  J  ist  die  natürliche  Verallgemeinerung 
der  in  Nr.  404  u.  f.  betrachteten  einfachen  Summe  J,  die  zu 
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einer  Funktion  f  von  nur  einer  Veränderlichen  gehört.  In 
Analogie  mit  den  Ergebnissen  von  Nr.  410  bezeichnet  man 
den  Grenzwert  der  Summe  Jy  von  dem  in  Satz  2  der  vorigen 
Nummer  die  Rede  war^  als  ein  Doppelintegral: 

X     Y 

(2)     limeT—  lim^  ^  fi^,  y)^xJy  ^j  jfi^y  y)dxdy. 

Um  den  Wert  dieses  Doppelintegrals  zu  berechnen,  kann 
man  so  vorgehen:  In  der  Summe  J  fassen  wir  zunächst  alle 
mit  demselben  Faktor  y,+i  — -  y,  oder  z/y  behafteten  Glieder  zu«* 
sammen  und  ziehen  aus  ihnen  den  gemeinsamen  Faktor  heraus^ 
so  dafi  sie  die  Summe  habeu: 

.  (yi+1  -  yi)^  A^<;  y^i^i^i  -  ^^ 

0 

Setzen  wir  jetzt  Z «  0,  1,  2,  ...  m  —  1,  so  gehen  m  solche 
Summen  hervor.     Ihre  Gesamtsumme  ist  «7: 


TO— 1 


^«  —  1 


J-^iyi-^i-yi)  2*fi^i7yX^i 


<+r 


x^) 


Da  die  eckige  Klammer  von  den  Differenzen  y^^i  —  J^i  frei  ist^ 
können  wir  nun  das  Doppelintegral  (2)  so  schreiben: 

in— 1  r        n  —  1 

0  L         0 

wobei  sich  das  zweite  Limeszeichen  nur  auf  die  Differenzen 
Xf^i  —  Xf  bezieht.  Ausführlich  geschrieben  enthält  die  eckige 
Klammer  den  Grenzwert  der  Summe: 

/'(^o,yi)(^i~^o)+/*(^i,y,)(a?2~^i)+---+/'(^«-i;y»)(^~^i.-i)- 

Sie  hat  die  Form  der  Summe  J  in  Nr.  410  mit  dem  einzigen 
unterschiede,  daß  hier  überall  in  f  außer  den  Werten  Xq,  x^, 
...  a:,_,  noch  ein  und  derselbe  Wert  y,  auftritt.  Danach  ist 
der  Grenzwert  das  Integral 

X 

\f{x,  y,)dx, 

[srs 


ß 


346    Kap.  VI.    Kubatur,  Komplanation  und  mehrfache  Integzale. 

dessen  Integrand  außer  von  x  noch  von  einem  Parameter  y^ 
abhängt.  Nach  Satz  18,  Nr.  487,  worin  jetzt  a  durch  y,  er- 
setzt werden  muß,  ist  dies  Integral  eine  stetige  Funktion  Ton  y, 
innerhalb  des  Intervalles  y^^Vi^  T.  Wir  wollen  sie  mit 
jF(y,)  bezeichnen: 

(4)  F(i,;)=ffix,y,)dx. 

Das  Doppelintegral  (2),  d.  h.  der  Grenzwert  (3),  hat  nun- 
mehr die  Form: 

\im^  (3,,^,- y,)F(y,) 

0 

und  ist  daher  derjenige  Grenzwert  der  Summe: 

F(if,)(y,  -  vo)  +  ^(yi)(y.  -  yO  +  •  •  •  +  ^(y«-i)(r-  y„_,), 

der  herrorgeht,  wenn  alle  Differenzen  y^  —  y^,  Vi^Vif  •  •  • 
I^— Jm-i  ^^^  N^l  streben,  wobei  ihre  Anzahl  über  jede  Zahl 
wächst.  Da  F(y)  im  Intervalle  Vo^y  ^T  stetig  ist,  so  er- 
gibt sich  als  dieser  Grenzwert  nach  Nr.  410  das  bestimmte 
Integral: 


ß 


7 

F(y)dy. 


Somit  geht  der.  Wert  des  Doppelintegrals  (2)  durch  swei  auf- 
einander folgende  einfache  Integrationen  hervor,  denn  es  ist 
hiemach: 


X    Y 


JJf{x,y)dxdy=jF{y)dy,    wobei    F(y)  ~Jf(x,  y)dx 
nach  (4)  ist,  so  daß  wir  auch  schreiben  können: 

dy. 


JJf{x,  y)dxdy  ^J\Jf{x,  y)dx 


*o  Vo 

Satz  3:  Ist  f{x,  y)  eine  im  Variahüitätsbereiche 

Xo£x£X,      yo£y£T 


673] 
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stetige  Funktion  van  x  und  y,  so  ist  das  Doppdintegral 

X 

\f(x,y)dxdy, 

*o     Sfo 

d.  h.  der  Grenawert  der  Summe: 

» —1   m — 1 
0        0 

für  den  Fall,  daß  aUe  Differenzen  x^  —  x^y  x^  —  x^y...  X—x^__i 
und  y^  —  yQ,  y»  — yi,  ..■  i"— »m-i  «<*^  ^^  streben,  gleich 
dem  Ergebnisse  der  Aufeinanderfolge  zweier  einfacher  Integrationen, 
nämlich  gleich 


j\j'f{x,y)dxdy    oder    J\Jf{x,y)dy 


dx. 


Daß  wir  nämlich  anch  zuerst  hinsichÜich  y  und  alsdann 
hinBichtlich  x  hätten  integrieren  dürfen,  läßt  sich  ganz  ebenso 
zeigen,  folgt  aber  auch  sofort  aus  Satz  20,  Nr.  489.  Wir 
haben  ja  schon  ron  Nr.  489  an  wiederholt  Doppelintegrale 
betrachtet,  jedoch  nur  in  spezieller  Auffassung,  nämlich  als 
Ergebnisse  zweier  aufeinanderfolgender  Quadraturen. 

674.  ▼eraUgemeinemngen.  Wir  werden  nunmehr  den 
grundlegenden  Satz  2  von  Nr.  572  Terallgemeinem. 

Zunächst  liegt  eine  Yerallgemeinerung  entsprechend  der 
in  Nr.  408  sehr  nahe:  Anstatt  die  Doppelsumme  aus  den 
Produkten  aller  Teilrechtecke  mit  denjenigen  Werten  zu  bilden, 
die  der  Funktion  f{x,  y)  jeweils  an  den  Anfangsecken  der 
Rechtecke  zukommen,  können  wir  auch  die  Doppelsumme  ^ps 
den  Produkten  aller  Teilrechtecke  mit  solchen  Werten  benutzen 
die  der  Funktion  f(x,y)  jeweils  an  irgend  welchen  Stellen  der 
betreffenden  Bechtecke  zukommen.  Denn  wenn  wir  die  Teilung 
so  weit  verfeinert  haben,  daß  die  Funktion  in  jedem  Teile  um 
weniger  als  r  schwankt,  so  weicht  die  neue  Doppelsumme 
von  der  alten  um  weniger  als  das  Produkt  des  Gesamtrechtecks 
ABCD  mit  T  ab,  und  dies  Produkt  hat  für  lim  r  =  0  den 
Grenzwert  Null. 
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~V^. 


W/ffWfm0/m(fmA 


^^ö 


Fig.  61. 


Wir  können  nun  noch  weiter  gehen:  Wir  nehmen  jetzt 
an,  der  Yariabilitätsbereich,  innerhalb  dessen  f{x^  y)  eine  stetige 
Funktion  von  x  und  y  ist;  werde  geometrisch  durch  die  Ge- 
sanUfläche  zweier  aneinander  gremender  Bechiecke  dargestellt^ 
deren  Seiten  der  x-  und  y-Achse  parallel  sind,  siehe  Fig.  51. 
Wenn  wir  diesen  Bereich  durch  Parallelen  zu  den  Achsen  zer- 
legen, so  soll  also  die  Summe  J  aller  Produkte  gebildet 
werden,  von  denen  jedes  einzelne  durch  die  Multiplikation  der 
Fläche  eines  Teilgebietes  mit  demjenigen  Werte  entsteht,  den 
die  Funktion  f(Xy  y)   an   irgend  einer  Stelle   des   betreffenden 

Teilgebietes  erreicht.  Solche  Teil- 
gebiete, die  von  einem  Rechteck 
ins  andere  hinübergreifen,  wie 
z.  B.  aßyd  in  der  Figur,  liefern 
Summanden,  die  wir  in  Summen 
von  je  zwei  Produkten  zerlegen 
können,  von  denen  sich  das  eine 
auf  den  im  ersten  Rechtecke  und 
das  andere  auf  den  im  zweiten 
Rechtecke  gelegenen-  Flächenteil 
bezieht.  Die  Summe  J  wird  demgemäß  in  zwei  Summen 
J^  und  eT,  zerlegt,  die  —  abgesehen  von  einem  sogleich  zu 
erörternden  Unterschiede  —  für  die  beiden  Rechtecke  genau 
dieselbe  Bedeutung  haben  wie  die  frühere,  auf  ein  einziges 
Rechteck  ABCD  bezügliche  Doppelsumme,  so  daß  das  Vor- 
handensein eines  einzigen  bestimmten  endlichen  Grenzwertes 
von  J  feststeht. 

Der  noch  zu  erörternde  Unterschied  ist  dieser:  Fassen  wir 
z.  B.  das  Teilgebiet  aßyd  ins  Auge,  das  durch  die  Gh*enze  AB 
zwischen  den  beiden  gegebenen  Rechtecken  in  zwei  Teüe 
aßxk  und  Ax}/d  zerlegt  wird,  so  kann  es  sein,  daß  der  auf 
aßyd  bezügliche  Summand  von  J  das  Produkt  der  Fläche 
aßyd  mit  dem  Werte  von  f(x,  y)  an  einer  Stelle  Q  des  Stockes 
aßxk  ist,  so  daß  J^  als  Summanden  das  Produkt  der  Fläche 
Xxyö  mit  einem  Werte  von  f  enthält,  der  einer  Stelle  des  be- 
nachbarten Stückes  aßxX  zukommt.  Es  ist  dies  eine  Ab- 
weichung von  der  ursprünglichen  Bedeutung  der  Summe  /j, 
wonach  ja  jedes  Flächenstück  mit  dem  Werte  von  f  an  einer 
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Stelle  desselben  Flächenstückes  zu  multiplizieren  ist.  Dennoch 
macht  diese  Abweichung  nichts  wesentliches  aus,  denn  da  wir 
annehmen  können;  daß  in  allen  Teilgebieten  aßyÖ  die  Schwankung 
von  f  kleiner  als  eine  Torgegebene  beliebig  kleine  Zahl  r  sei, 
so  ist  der  Unterschied  nicht  größer  als  das  Produkt  des  in 
Fig.  51  schraffierten  Flächenstreifens  mit  r,  und  der  Grenzwert 
dieses  Produktes  ist  gleich  Null  für  lim  r  =  0. 

Weiterhin  folgt,  daß  wir  die  Ergebnisse  entsprechend  auf 
den  Fall  ausdehnen  dürfen,  daß  der  Yariabilitätsbereich  der 
Funktion  f{x,y)  aus  der  Gesamtfläche  einer  Schicht  von  Recht- 
ecken besteht,  deren  Seiten  der  x- 
bzw.  j^-Achse  parallel  sind,  wie  in 
Fig.  52.  Denn  hier  wurde  der 
soeben  berührte  Unterschied  kleiner 
als  das  Produkt  der  beliebig  kleinen 
positiyen  Zahl  t  mit  den  Summen 
der  Flächen  schmaler  Streifen  längs 
der  Grenzen  zwischen  benachbarten 
Kechtecken  der  Schicht  sein.  Da 
die  Summe  dieser  schmalen  Streifen 
kleiner  als  die  Gesamtfläche  E  der  ganzen  Schicht  ist,  so 
würde  der  Unterschied  geringer  als  Et  sein,  und  dieser  Wert 
hat  für  lim  r  ==  0  den  Grenzwert  Null,  vorausgesetzt  natürlich, 
daß  die  Gesamtfläche  E  endlich  ist. 


Fig.  6«. 


B76.  Bas  Boppelintegral  erstreckt  Aber  einen  be- 
liebigen Bereich.  Jetzt  wollen  wir  annehmen,  der  Yaria- 
bilitätsbereich der  stetigen  Funktion  f{x,y)  werde  durch  ein 
Flächenstück  E  in  der  xy-TSbene  dargestellt,  dessen  Rand  eine 
stetige  Kurve  k  sei.  Dies  schließt  dabei  wohlbemerkt  in  sich, 
daß  das  Flächenstück  E  endliche  Ausdehnungen  hat. 

Teilgeraden  parallel  den  Achsen  zerlegen  die  Fläche  E  in 
kleinere  Gebiete;  alsdann  soll  die  Summe  J  betrachtet  werden, 
deren  Summanden  die  Produkte  der  Teilgebiete  mit  solchen 
Werten  sind,  die  f(x,y)  an  Stellen  der  Teilgebiete  erreicht, 
und  wieder  soll  gezeigt  werden,  daß  J  einen  einzigen  be- 
stimmten endlichen  Grenzwert  hat,  wenn  alle  Absi^lnde  je 
zweier  aufeinanderfolgender  Teilgeraden  nach  Null  streben. 
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Züin  Beweise  beschreiben  wir  dem  Flächenstück  E  eine 
Schicht  Yon  Rechtecken  ein,  deren  Seiten  den  Achsen  parallel 
sind,  siehe  Fig.  53 ^  und  betrachten  zunächst  nur  dasjenige 
Flächenstück  E',  das  aus  den  Flächen  aller  dieser  Rechtecke 
besteht  und  kleiner  als  E  ist.  Der  Rand  h'  von  E'  ist  ein 
treppenfSrmiger^  der  Kurve  k  einbeschriebener  Linienzug.  Nun 
hat  die  auf  die  Fläche  E'  bezügliche  Summe  J'  nach  yoriger 
Nummer  gewiß  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert.  Ver- 
mehren wir  die  Ecken  von  h\  so  können  wir  den  Linieuzug 
k'  der  Kurve  k  beliebig  weit  annähern,  so  daß  schließlich  die 

auf  E'  bezügliche  Summe  «T  in  die 
auf  E  bezügliche  Summe  J  übergeht 
Hiermit  ist  die  Behauptung  bewiesen, 
abgesehen  von  einem  noch  zu  er- 
örternden Umstände:  Wie  weit  wir 
auch  die  Annäherung  von  k'  nn  h 
treiben  mögen,  immer  noch  liegen 
zwischen  k'  und  k  Gebietsteile  von  E, 
die  also  Anlaß  zu  solchen  Summanden 
von  J  geben,  die  in  J'  nicht  eni- 
halten  sind.  Demnach  muß  noch 
gezeigt  werden,  daß  die  auf  den  Bandhereich  E  —  E'  zwischen 
k  und  k'  bezügliche  Summe  den  Ghrenzwert  Null  hat 

Es  sei  G  der  größte  und  K  der  kleinste  Wert,  den  die 
Funktion  f  überhaupt  in  dem  Yariabilitätsbereich  E  annimmt 
Die  auf  den  Randbereich  bezügliche  Summe  ist  als  Summe  von 
Produkten  von  Teilen  des  Randbereiches  mit  Werten  der  Funktion 
zwischen  G{E  -  E")  und  K{E  -  E')  gelegen.  Sobald  nun  Jfc' 
nach  dem  Rande  k  konvergiert,  so  strebt  E  —  E'  nach  Null, 
vgl.  Satz  1,  Nr.  531,  daher  auch  G(E  -  E')  und  K{E -- E') 
und  folglich  auch  die  auf  den  Randbereich  bezügliche  Summe. 
Wir  sind  also  zu  dem  wichtigen  Satze  gelangt: 
Satz  4:  Ist  f{x,y)  eine  solche  Funktion  von  x  und  y,  die 
in  einem  Variabüüätshereiche  stetig  ist,  der  durch  ein  von  einer 
stetigen  Kurve  umschlossenes  Flächenstück  E  in  der  xy-Ebene 
dargestellt  wird,  und  ist  der  Bereich  durch  Parallelen  gur  x- 
und  y- Achse  zerlegt  worden,  so  hat  die  Summe  aus  den  Produkten 
aller  Teüflächen  mit  Werten,  die  der  Funktion  f{x,y)  jetveHs 
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an  irgend  welchen  Stellen  der  betreffenden  Teilflächen  zukommen^ 
einen  von  der  besonderen  Art  der  Teilung  unabhängigen  be- 
stimmten endlichen  Greniswert,  sobald  aUe  Entfernungen  zwischen 
je  zwei  aufeinanderfolgenden  Teügeraden  nach  NuU  Strien. 

Die  Summe  läßt  sich  symbolisch  kurz  darstellen.  Wir 
kömien  nämlich  von  den  bei  der  Teilung  entstehenden  unvoll- 
ständigen Rechtecken  nach  dem  früheren  absehen.  Betrachten 
wir  also  irgend  eines  der  vollständigen  Rechtecke.  Es  mögen 
jJx  und  z/y  seine  Seitenlängen  sein^  und  femer  sei  (x,yy 
irgend  ein  Punkt  im  Innern  dieses  Rechtecks  oder  auf  seinem 
Rande.  Alsdann  ist  das  Produkt  von  /Ix^y  mit  f(x,i/)  der 
auf  dies  Rechteck  bezügliche  Summand  von  J,  so  daß  die 
Gesamtsumme  symbolisch  durch 

J^y^fix,y)^x^y 

dargestellt  wird. 

Der  Grenzwert  von  J  heißt  wieder  (vgl.  Nr.  573)  ein 
JDoppdintegrdl 

lim  J'^j  J  f(py 9)d^dy, 

erstreckt  über  den  Bereich  JS,  was  durch  den  Index  angedeutet 
werden  soll. 

B76.  Auswertimg  des  Doppelintegrals  durch  iwel 
aufeinanderfolgende  einfache  Integrationen.  Längs  des 
Sandes  h  des  Yariabilitätsbereiches  E  erreicht  die  Abszisse  x 
einen  kleinsten  bzw.  größten  Wert  a;0  bzw.  X,  siehe  Fig.  54. 
Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  zunächst  annehmen^ 
die  Fläche  E  sei  so  beschaffen  ^  daß  jede  Parallele  zur 
y-Achse,  deren  Abszisse  zwischen  x^  und  X  liegt,  den  Rand  k 
gerade  zweimal  trifft  und  zwar  in  Punkten  mit  den  Ordi- 
naten: 

wobei  ^1  >  y^  sei.  Diese  Ordinaten  y^  und  y,  ^^^  nämlich 
augenscheinlich  mit  x  veränderlich,  also  Funktionen  von  x. 
Wir  nehmen  an,   daß  sie  stetige  Funktionen  von  x  seien  für 
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xc^j  ^  a:  ^  X.  Die  Gleichungen  (1)  stellen  den  unteren  und 
oberen  Teil  der  Randkurre  Ic  dar.    In  der  Summe 

fassen  wir  nunmehr  alle  Glieder  zusammen^  die  sich  auf  Teil- 
rechtecke  in  einer  Reihe  parallel  zur  y-Achse  beziehen,  d.  h. 
mit  demselben  x  und  ^Jx^  so  daß  wir  schreiben: 


<2) 


J^yjx(yjf(x,y)Jy)- 


Wir  dürfen  annehmen,  daß  in  jedem  Teilrechtecke  JxJy  ab 
Wert  Ton  f{x,y)  der  Wert  an  der  Anfangsecke  des  Rechtecks 


Flg.  64. 


Fig.  56. 


gewählt  wird,  d.  h.  an  der  Stelle  mit  den  kleinsten  Koordi- 
naten Xyy.  Die  in  der  Klammer  in  (2)  enthaltene  Summe 
hat  alsdann  nach  Nr.  410  als  Grenzwert  für  lim  ^y  «*  0  den 
Wert: 


P 


f{^,y)dy, 


worin  y^  und  y,  die  Werte  (1)  haben  und  x  die  gemeinsame 
Abszisse  aller  Anfangsecken  der  betrachteten  Rechtecke  ist. 
In  dem  Integrale  spielt  der  Wert  von  x  die  Rolle  eines  Para- 
meters. Nach  Satz  18,  Nr.  487,  ist  das  Integral  die  Differenz 
aus  einer  stetigen  Funktion  von  x  und  y^  und  derselben 
stetigen  Funktion  von  x  und  y^.  Da  für  y^  und  y,  nach  (1) 
stetige  Funktionen  von  x  zu  setzen  sind,  so  folgt,  daß  der 
576] 
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Wert  dieses  Integrals  eine  stetige  FunkHan  van  z  aUein  im 
Intervalle  x^^x^X  ist.   Wir  wollen  sie  mit  u(x)  bezeichnen: 

(3)  Jf(x,  y)dy  ^Jf(x,  y)dy  =  u{x). 

Nach  (2)  ist  nnn  der  Grenzwert  von  Zu(x)Jx  zu  bUden 
fär  lim  ^x  »  0;  d.  h,  wir  summieren  jetzt  —  nachdem  wir 
vorhin  über  alle  Rechtecke  eines  zur  y-Achse  parallelen 
Streifens  summiert  haben  —  über  alle  diese  Streifen,  indem 
wir  X  von  x^  bis  X  um  die  jeweilige  Streifenbreite  ^x  wachsen 
and  schließlich  alle  Jx  nach  Null  streben  lassen.  Der  hervor- 
gehende Grenzwert  ist  nach  Nr.  410: 

X 

(4)  lim  J'^  f  I  f(^, y)^^  ^y  =  /  ^{x)dx, 

E  Xo 

wofür  wir  auch  nach  (3)  schreiben  können: 

(5)  fff(x,y)dxdy  '-f[Jf{x,y)dy]dx.  . 

Der  Wert  des  Doppelintegrals  geht  also  durch  Ausführung 
zweier  aufeinanderfolgender  Integrationen  hervor,  wobei  die  erste 
zwischen  veränderlichen,  die  zweite  zwischen  festen  Grenzen 
stattfindet. 

Natürlich  können  wir  auch  umgekehrt  vorgehen,  d.  h.  zu- 
nächst die  Summanden  für  einen  Rechtecksstreifen  parallel  der 
iK;-Achse  betrachten.  Ist  y^  der  kleinste  und  Y  der  größte 
Wert,  den  y  auf  dem  Rande  Je  von  E  erreicht,  siehe  Fig.  55, 
so  möge,  wie  wir  annehmen  wollen,  jede  Parallele  zur  ^' Achse, 
deren  Ordinate  zwischen  y^  und  Y  liegt,  die  Kurve  Je  gerade 
zweimal  treffen  in  den  Punkten  mit  den  Abszissen: 

wobei  Xj  >  x^  seL  Sind  ^^  und  ^|  rtetige  Funktionen  von  y 
im  Intervalle  yo^y^  ^;  so  kommt  entsprechend  der  Formel (5): 
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Komplizierter  wird  die  Auswertung  des   Doppelintegrals, 
wenn  die  Kurve  Ic  von  den  Parallelen  zur  x-  oder  y-Achse  in 

mehr  als  zwei  Punkten  getroffen 
wird.  Nehmen  wir  z.  B.  den  Fall 
der  Figur  56  an  und  wollen  wir 
zuerst  hinsichtlich  y  integrieren,  so 
zerlegen  wir  den  ganzen  Bereich  E 
durch  Parallelen  zur  y- Achse  in  Teile 
E^y  E^y  J?3  so,  daß  der  Rand  jedes 
einzelnen  Teils  ron  den  Parallelen 
zur  y- Achse  nur  zweimal  getroffen 
wird.     Alsdann   ist   augenscheinlich 

JJfdxdy  ^JJfdxdy  +JJfdxdy  +JJfdxdy, 

E  Ex  Er  E% 

da  ja  das  Doppelintegral  der  Gh*enzwert  einer  auf  den  ganzen 
Bereich  E  erstreckten  Summe  ist.  Bei  jedem  einzelnen  Teil- 
bereiche E^j  E^,  E^  können  wir  nun  genau  so  vorgehen  wie 
in  Fig.  54. 

Entsprechend  hat  man  in  anderen  Fällen  zu  verfahren. 


0^ 

..^5^ 
^r":'; 

J^ 

i^ 

H 

T      Jt 

b 

jt 

Fig.  56. 


677.  Allgemeinere  AnffteaaiiBg  des  Boppelintegrals. 

Der  Bereich  E^  innerhalb  dessen  f(x,y)  als  stetige  Funktion 

von  X  und  y  angenommen  worden 
war^  kann  auch  in  anderer  Weise  als 
durch  Parallelen  zu  den  Achsen  zer- 
legt werden,  z.  B.,  wie  es  in  Fig.  57 
angedeutet  ist,  durch  zwei  Scharen 
von  stetigen  Kurven.  In  jedem  ent- 
stehenden Teilgebiete  werde  wieder 
eine  Stelle  Q  oder  (x,y)  beliebig  gewählt 
und  alsdann  der  zugehörige  Wert  fq 
von  f  mit  dem  Flacheninhalte  ^dE  des 

Teiles   multipliziert.     Die  Behauptung   ist   nun    die,   daB  die 

Summe  aller  so  entstehenden  Produkte 


Pig.  67. 
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erstreckt  Aber  den  ganzen  Bereich  E,  ebenfalls  den  Grenzwert 

hat.  Der  Grenzübergang  soll  dabei  so  stattfinden  ^  daß  jedes 
Teilgebiet  ^E  nicht  nur  nach  dem  Betrage  seines  Flächen- 
ranmes,  sondern  auch  nach  seiner  geometrischen  Ausdehnung 
ohne  Ende  abnehme.  Dies  erreichen  wir  so:  Wir  wählen 
eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  t,  so  daß  es  nach  Satz  1^ 
Nr.  570,  eine  zugehörige  positive  Zahl  6  gibt.  Alsdann  soll 
jeder  Teilbereich  JE  so  klein  gewählt  werden^  daß  er  inner- 
halb eines  solchen  Quadrates  liegt;  in  dem  x  und  y  nur  um 
das  Intervall  6  variieren  können,  so  daß  die  Kanten  des  Qua* 
drates  gleich  6  sind. 

Es  soll  nun  also  bewiesen  werden,  daß  fQr  lim  r  -« 0^ 
wobei  alle  Teilgebiete  JE  ihrer  Größe  und  ihren  Längs- 
ausdehnungen nach  zur  Grenze  Null  streben,  während  ihre 
Anzahl  dementsprechend  über  jede  Zahl  wächst,  die  obige 
Summe  S  das  Doppelintegral  zur  Grenze  hat. 

Wenn  vnr  nach  der  früheren  Art  den  Bereich  E  durch 
ParaUelen  zur  x-  und  y-Achse  in  lauter  gleich  große  QiMdrcUe 
mit  den  Seitenlangen  6  zerlegen,  alsdann  f{x,y)  jedesmal  für  die 
Anfangsecke  eines  solchen  Quadrates  bilden  und  mit  der  Fläche  6* 
des  Quadrates  multiplizieren,  so  wissen  wir,  daß  die  Summe 


J-^f(x,y)fi' 


aller  entstehenden  Produkte,  erstreckt  über  den  ganzen  Be- 
reich E,  zum  Grenzwerte  für  lim  r  =»  0  das  Doppelintegral  hat. 
Zu  dieser  Summe  J  aber  können  wir  die  Summe  S  in  nahe 
Beziehung  biingen. 

Denn  nach  den  gemachten  Annahmen  gehört  jedes  Teil- 
gebiet JE  höchstens  vier  aneinander  stoßenden  Quadraten  6^ 
an,  siehe  Fig.  58,  worin  die  Anfangsecken  der  Quadrate  mar- 
kiert sind.  Der  im  Summanden  fqJE  auftretende  Faktor  /i^ 
ist  der  Wert  von  f(x,y)  für  eine  Stelle  Q  von  JE.  Im 
ganzen  Teilgebiete  JE  schwankt  f(x,y)  um  weniger  als  r. 
Daher  weicht  fq  von  einem  Werte,  den  f{x,y)  in  irgend  einem 
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Fig.  68. 


andern  Punkte  Q'  von  ^E  hat^  am  weniger  als  r  ab. 
Andererseits  weicht  der  Wert  von  f  für  Q'  um  weniger  als  r 
von    demjenigen   Werte   ab^   den  f  an   der   Anfangsecke    des 

Quadrates  mit  dem  Punkte  Q'  er- 
reicht. Wenn  wir  also  in  dem  Sum- 
manden fq/fE  erstens  die  Hache  JE 
in  ihre  Tier,  dhn  einzelnen  Quadraten 
angehörige  Teile  J^E^  d^Ey  ^ß 
und  /i^E  zerlegen  und  zweitens  fn 
durch  die  Werte  f^  /j,  /"„  f^  von  f  an 
den  Anfangsecken  der  Quadrate  e^ 
setzen,  so  wird  der  Summand  fq^E 
von  dem  yiergliedrigen  Ausdrucke 
f,^,E+U^^E+  f^J^E  +  f,J,E 

um  weniger  als  2x{J^E  +  /i^E  +  z/,J?  +  -s^/a^,  d.  h.  um 
weniger  als  2t /IE  abweichen.  Hieraus  fidgt  f&r  die  Summen  iS 
und  J,  hinerstreckt  über  den 'ganzen  Bereich  Ey  daß  sie  um 
weniger  als  2xE  voneinander  verschieden  sind.  Für  lim  r  »  0 
ist  aber  lim  2xE  ebenfalls  gleich  Null. 

Somit  fol(^ 

SaU  5:  Ist  f{x,  y)  eine  solche  Funktkm  von  x  und  y,  dk 
in  einem  Variabilitätsbereiche  stetig  ist,  der  dwrch  ein  von  einer 
stetigen  Kurve  umschlossenes  Flächenstück  E  in  der  xy-Ebene 
dargestdlt  unrd,  tmd  zerlegt  man  den  Bereich  irgendwie  in  Teik 
jdEj  multipliziert  man  darauf  jedes  Teüflächenstück  JE  mit 
demjenigen  Werte  fq,  den  die  Funktion  f{x,  y)  an  irgend  mner 
Stelle  Q  des  Teilgebietes  erreicht,  und  lUdet  man  schließlich  die 
Summe  aÜer  so  entstehenden  Produkte: 

E 

so  hat  diese  Summe  den  bestimmten  endlichen  Grenzwert 

^f(x,y)dxdy, 


SP 


vorausgesetzt,  daß  die  Ausdehnungen  eines  jeden  Teilg^netes  JE 
nach  Null  streben  und  dementsprechend  die  Anzahl  aUer  Teil- 
gebiete über  jede  Zahl  wächst. 
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Es  dürfte  angebracht  sein,  nochmals  darauf  aufmerksam 
zu  machen,  daß  die  Voraussetzung^  der  Bereich  sei  von  einer 
stetigen  Kurve  umschlossen,  in  sich  schließt,  daß  die  Fläche  E 
des  Bereiches  einen  endlichen  Wert  hat.  In  der  Tat  ist  dies 
ja  eine  ganz  wesentliche  Bedingung  bei  den  vorher  durch- 
geführten  Betrachtungen,  da  z.  B.  sonst  aus  lim  r  »=  0  nicht 
auch  lim2T£»0  folgen  würde. 

678.  Delliiitlon  des  ▼olnmeiui.  Wir  sind  jetzt  endlich 
in  der  Lage,  die  allgemeine  Definition  des  Volumens  zu  geben. 
Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  an,  im  Räume  mit  den  recht- 
winkligen Koordinaten  x,  y,  0  sei  eine  Fläche 

(1)  *=-/-(«,y) 

gegeben.  Die  Funktion  f(x,  y)  soll  stetig  sein  innerhalb  eines 
solchen  Bereiches,  der  durch  die  Punkte  (o?,  y)  eines  stetig  um- 
schlossenen Stückes  E  der  xy- Ebene  dargestellt  wird.  Indem 
wir  längs  des  Randes  k  dieses  Stückes  E  den  zur  a;y- Ebene 
senkrechten  Zylinder  errichten,  umschließen  wir  durch  ihn,  die 
a;y- Ebene  und  die  Fläche  (1)  einen  Raumteil,  dessen  Volumen 
wir  nunmehr  definieren  als  den  zugehörigen  Wert  des  Doppel- 
integrals: 

J  Jf(^,y)dxdy. 

Es  bedeutet  dies  nach  den  letzten  Sätzen  folgendes: 
Sai0  6:  Liegt  eine  Fläche 

^  =  fi^y  y) 

vor,  die  stetig  ist  für  aUe  solche  Punkte  P  oder  (x,  y,  z),  deren 
Projektionen  Q  oder  {x,  y)  auf  der  xy- Ebene  innerhalb  eines 
stetig  umschlossenen  FlächensUickes  E  der  xy- Ebene  liegen ^  so 
ist  das  Volumen 

V-fff(x,y)dxdy 

ewischen  der  xy-Ebene,  der  Fläche  z  =  f{x,  y)  und  demjenigen 
geraden  Zylinder,  der  die  Fläche  E  zum  Querschnitte  hat,  als  Grenz- 
wert einer  Summe  vom  Prismenvolumen  aufzufassen,  die  so  ewt- 
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steht:  Das  ebene  Flächemtück  E  wird  in  beliebiger  Weise  in 
Teile  JE  zerlegt  und  über  jedem  Teile  mrd  ein  gerades  Prisma 
errichtet,  dessen  Hohe  gleich  der  Höhe  0  der  Fläche  e  =  fix,  y) 
Ober  irgend  einer  Stelle  von  jäE  ist.  Die  Summe  der  Volumina 
aller  dieser  Prismen  hat  alsdann  das  Volumen  V  eum  Grrem- 
werte,  wenn  die  Ausdehnungen  aller  Prismengrundflädken  nad 
NuH  streben  und  dementsprechend  ihre  Anzahl  über  jede  Zahl 
wächst. 

Wir  fügen  hinzu:  Die  gegebene  Definition  lehrt^  daß  scidie 
Baumteile,  für  die  z  negotii)  ist,  bei  der  Vdumenbestimmung 
negativ  in  Rechnung  treten.  Man  vergleiche  das  Entsprechende 
in  Nr.  409. 

Indem  wir  statt  des  zu  berechnenden  Volumens  zunächst 
die  Summen  von  Prismenvolumen  betrachten,  ersetzen  wir  die 
Fläche  z  =»  f{x,  y)  durch  eine  andere  stetige  Fläche,  gebildet 
von  den  zweiten  ebenen  Endflächen  der  Prismen  und  dea 
Prismenwänden,  soweit  diese  nicht  je  zwei  aneinanderstoßenden 
Prismen  gemein  sind.  Wir  haben  also  die  gegebene  Fläche  in 
ziemlich  allgemeiner  Weise  durch  eine  solche  Fläche  ersetzt, 
die  überall  beim  Grenzübergange  zur  gegebenen  Fläche  hin- 
strebt. Wir  können  aber  einen  noch  allgemeineren  Ersatz 
anwenden. 

Es  sei  nämlich 
(2)  z  =  tf>{x,  y) 

die  Gleichung  einer  zweiten  Fläche,  die  über  demselben  Bereiche 
E  der  a;y- Ebene  stetig  sein  soll.  Es  sei  femer  t  eine  positive 
Zahl  derart,  daB  an  jeder  Stelle  (x,  y)  des  Bereiches  E 

(3)  \f(^>y)-v>{^,y):<r 

ist.  Alsdann  gehört  zur  zweiten  Fläche  entsprechend  ein 
Volumen: 


w  ^jj  9>(^;  y)^^  ^y- 


Wir  wollen  untersuchen,   wie   stark  es  von  dem  Volumen  V 
der  ersten  Fläche  abweicht. 

Wenn  wir  für  W  dieselbe  Zerlegung  von  E  in  Teilgebiete 
wie  für  V  anwenden,  so  unterscheiden  sich  die  zu  benutzenden 
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Prismen  von   denen  des  ersten  Volumens   nur  in  den  Höhen 
und  zwar  nach  (3)  um  weniger  als  r,  d.  h.  es  ist 

ITT-  F|<rE. 

Da  für  lim  r  =  0  hieraus  lim  W  =»  F  folgt,  so  finden  wir  den 
zu  Satz  1  von  Nr.  531  analogen 

Satis  7:  Kon/vergiert  eine  über  einem  stetig  umschlossenen 
endlichen  Bereiche  E  der  xy-Ebene  gelegene  stetige  Fläche 

nach  einer  ebenda  stetigen  und  bestimmt  gegebenen  t  lache 

^  =  f{^y  y), 

so  ist  auch  der  Grenzwert  des  Volumens  zwiscJmi  E,  dem  ge- 
raden Zylinder  mit  dem  Quer- 
schnitte E  und  der  ersten  Fläche 
gleich  dem  Volumen  zioischen  E, 
demselben  Zylinder  und  der  zweiten 
Fläche. 

Noch  haben  wir  zu  zeigen, 
daß  die  Volumenformel  (1)  in 
Nr.  563  in  der  Tat  aus  der  oben 
gegebenen  Definition  des  Volumens 
entspringt.  Dies  aber  sieht  man 
so:  In  Nr.  576  ergab  sich  unter 
(4)  för  das  Doppelintegral  oder  Volumen  der  Wert: 

X 

V  ^  j  j  f{Xy  y)dxdy  -^  j  u{x)dx, 


Fig.  59. 


wobei 


«*(^)  "J /*(^» 


y)iy 


war.  Es  bedeuteten  dabei  y^  und  y^  die  äußersten  Werte,  die 
zu  einem  beliebigen  x  im  Bereiche  E  gehören.  Bei  fest- 
gehaltenem X  aber  ist  z  »  f{Xy  y)  nichts  anderes  als  die 
Gleichung  der  Kurve,  in  der  die  zugehörige  zur  a:-Achse 
senkrechte  Ebene  die  Fläche  (1)  schneidet.  Siehe  Fig.  59. 
Folglich  hat  u{x)  nach  Satz  7,  Nr.  411,  in  der  Tat  gerade 
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diejenige  Bedeutnpg,  die  u(x)  in  der  Yolrimenformel  (1)  Yon 
Nr.  563  zukommt.  Nämlich  u(x)  ist  die  Fläche  des  Quer- 
schnittes, in  dem  die  angenommene  Ebene  das  Volumen  V 
schneidet. 

§  3.   Anwendungen. 

678.     Bespiel    mr    Bereohniuig    eines    Doppel- 
integrale.    Als  Beispiel   zu  Nr.  576   wählen  wir  folgendes: 

Es  soll  dasjenige  Volumen 
V  berechnet  werden ,  da« 
zwischen  dem  hyperbdi- 
sehen  Parabohid 

der  xy-lEhene  und  dene 
jenigen  geraden  Zylinder 
liegt,  dessen  Querschnitt 
E  in  der  xy-Eheae  das 
zwischen  der  Parabel 

der  aj-Achse  und  der  zu 
x^a  gehörigen  Parabelordinate  y^a^  gelegene  Flächenstück 
ist,  siehe  Fig.  60  f&r  a  =  1.  Zunächst  berechnen  wir  dies  Volumea 


V^J  J  xydxdy^ 


indem  wir  zuerst  hinsichtlich  y,  alsdann  hinsichtlich  x  inte- 
grieren.  Die  Gerade  in  der  a:y- Ebene,  die  der  y-Achse  parallel 
ist  und  eine  beliebige  zwischen  0  und  a  gelegene  Abszisse  x 
hat,  gehört  dem  Bereiche  E  von  y  —  0  bis  y  —  x*  an.  Also 
kommt  nach  (5)  in  Nr.  576: 


xydy 


dx. 


Es  ist  Jxydy  «  xfydy  «-  jx(y*  +  konsi),  demnach: 

a  a 


S78,  579] 


§  8.   Anwendungen. 


361 


Dasselbe  Volumen  V  soll  jetzt  auf  dem  zweiten  Wege 
berechnet  werden^  indem  wir  zuerst  hinsichtlich  x  und  dann  hin* 
sichtlich  y  integrieren.  Eine  beliebige  Gerade  in  der  xy-Eheney 
parallel  zur  o^Achse  und  mit  irgend  einer  zwischen  0  und  a^ 
gelegenen  Ordinate  y  gehört  dem  Bereiche  E  Ton  x  » Yy  bis 
a; » a  an^  wobei  Yy  positiv  ist.  Demnach  ergibt  sich  in 
Gemäßheit  der  Formel  (6)  von  Nr.  576: 


xydx  \dy. 
Es  ist  Jxydx  =  yfxdx  -«  \y{x^  +  konst.)  und  folglich 


SO  daß  wir  in  der  Tat  denselben  Wert  wie  vorhin  finden. 

680.  Sine  Formel  von  Dirichlet.  Eine  andere  ein- 
fache Anwendung  liefert  uns  eine  merkwürdige  von  Dirichlel 
benutzte  Formel  Es  sei  f{Xy  y)  eine  stetige 
Funktion  von  x  und  y  innerhalb  des  durch 
die  Geraden  x=^  a,  y  —  0,  y  =  x  begrenzten 
Bereiches  E  der  rry-Ebene,  siehe  Fig.  61^  so 
daß  die  über  diesem  Bereiche  liegende  Fläche 
jg  s  f(x^  y)  zusammen  mit  E  und  den  Ebenen 
a; «  a,  y  =»  0,  y »-» o;  ein  gewisses  Volumen  ein- 
schließt/ das  als  Doppelintegral  darstellbar  ist. 
Je  nachdem  wir  zuerst  hinsichtlich  y  oder  hinsichtlich  x  inte- 
grieren, erhalten    wir  die  beiden  Formen  des  Doppelintegrals: 


Flg.  61. 


/|7r(*,y)rf!/]<^^-/[/r(*, 


y)dx 


dy, 


und  dies  ist  die  Dirichletsche  Formel.  Sie  gilt  übrigens  auch, 
wenn  f{x,  y)  in  dem  Yariabilitatsbereiche  E  gewisse  unstetig- 
keiten  aufweist,  worauf  wir  jedoch  nicht  eingehen. 

B81.   Das  ▼olnmen  innerhalb  einer  geBOhlossenen 
Flftohe  F{Xß  y,  ^)  =  0.     Wenn  eine  durch  die  Gleichung 
(1)  Fix,y,z)^0 
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definierte  Fläche  einen  Raumteil  völlig  einschließt^  wie  es  z.  B. 
ein  EUipsoid  tut^  so  hat  man^  um  das  Volumen  dieses  RaumteiU 
zu  berechnen;  nach  folgender  Anleitung  vorzugehen: 

Wir  nehmen  an^  daß  es  sich  um  einen  einzigen  zusammen- 
hängenden Raumteil  handelt  and 
daß  diejenigen  Parallelen  zur 
jer- Achse ;  die  überhaupt  die 
Fläche  treffen  y  sie  nur  zweimal 
schneiden ;  d.  h.  daß  die  Glei- 
chung (1)  nach  0  au%elöst  zwei 
Werte  gibt: 

(2)   ^i=-/i(^,y),   ^f  =  /i(^,y), 

von  denen  etwa  g^  der  größere 
sei.  Siehe  Fig.  62.  Die  Punkte 
{x,  y,  ÄTj)  sind  von  den  Punkten 
(x,  y,  jer,)  durch  eine  Kurve  c 
der  Fläche  getrennt,  und  zwar 

ist][in  jedem   Punkte  dieser  Kurve  c  die  Tangentenebene  zur 

rcy-Ebene  senkrecht,  d.  h.  die  Ableitung 

(3)  FXx,y,e)^0 

nach  (6)  in  Nr.  253.  Elimination  von  z  aus  (1)  und  (3)  gibt 
die  Gleichung  der  Projektion  k  der  Kurve  c  auf  die  xy-Ebene: 

(4)  9>(^,y)-o. 

Die  Kurve  k  ist  der  Rand  desjenigen  Stückes  E  der  a;v-Ebene^ 
dessen  Punkte  Projektionen  von  Punkten  der  Fläche  sind. 
Die  Doppelintegrale 

r,  -fffi {x,  y)dx dy,         F,  -fff,(^^  y)dx dy 

E  *  E 

sind  die  Volumina  zwischen  der  a:y-Ebene,  dem  zur  icy-Ebene 
senkrechten  und  die  Fläche  umhüllenden  Zylinder  und  dem 
unteren  bzw.  oberen  Teile  der  Fläche  (1).  Das  zu  berechnende 
Volumen  V  ist  die  Differenz  von  F,  und  F^.  Weil  die  Doppel- 
integrale Fl  und  F,  Grenzwerte  von  Summen  sind,  die  sich  auf 
denselben  Variabilitätsbereich  E  beziehen,  so  erhellt  leicht,  daß 

F-  F,  -  i\  -ff[f>i^,  y)-fr{^,  yW^dy 
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ist.  Natürlich  hat  man  bei  der  Anwendung  dieses  allgemeinen 
Verfahrens  auf  einen  bestimmten  Fall  auch  zu  untersuchen^  ob 
die  Stetigkeitsbedingungen  erfallt  sind. 

582.  Die  ▼olnmeuformel  mit  Benutsnng  von  Polar- 
koordinaten.  Zuweilen  ist  es  zweckmäßig,  die  Grundfläche  E 
iiicht  gerade  in  Rechtecke,-  sondern  auf  Grund  von  Nr.  577 
in  einer  anderen,  geeigneteren  Weise  in  Teilgebiete  ^dE  zu 
zerlegen.  Es  kann  z.  B.  sein,  daß  sich  die  Gleichung  der  Fläche 
jSf  ==  f(xy  y)  besonders  einfach  darstellt,  wenn  man  in  der  xy- 
Ebene  vermöge  x  ^  q  cos  ©  und  j^  =»  (>  sin  o  Folarkoordmaten 
einführt,  so  daß  sich  ergibt: 

(1)  e^q){(^,Q), 

Dabei  dürfen  wir  nach  Nr.  203  annehmen,  daß  der  Radius- 
vektor Q  nirgends  im  Gebiete  E  negativ  sei.  In  diesem  Falle 
wird  man  nun  die  Zerlegung  von  E 
dadurch  bewirken,  daß  man  in  der  xy- 
Ebene  Strahlen  vom  Anfangspunkte  0  aus 
und  konzentrische  Kreise  um  0  zieht 
Siehe  Fig.  63.  Dann  entstehen  teilweis 
krummlinig  begrenzte  Vierecke  z/i',  und 
nach  Nr.  577  dürfen  wir  von  den  am 
Rande  Ic  von  E  gelegenen  unvollständigen 
Vierecken  absehen.  ^^' 

Sind  nun  (o  und  cj  +  z/o  die  Amplituden  benachbarter 
Strahlen  sowie  q  und  q  +  Jq  die  Radien  benachbarter  Kreise, 
wobei  wir  Ja)  und  Jq  positiv  annehmen  können,  so  hat  das 
von  diesen  Strahlen  und  Kreisen  eingeschlossene  Viereck  ^^£ 
die  Größe: 

(2)  ^E^^Ja}\iQ-^/lQy-Q']^Qj(oJQ  +  \^ai{jQy. 

Das  Volumen  V  ist  daher  wegen  (1)  der  Grenzwert  der 
Summe: 

Wir  behaupten,  daß  der  Grenzwert  des  zweiten  Summanden 
gleich  Null  ist. 
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Wenn  nämlich  M  der  größte  Wert  ist,  den  der  absolute 
Betrag  von  z^  v(j^9  9)  ^^  Gebiete  E  erreicht,  so  ist: 

Es  ist  aber,  falls  o  im  Bereiche  E  von  to^  bis  (0|  wächst: 

Jta    J ff 

Nehmen  wir,  wie  es  geschehen  darf,  alle  ^g  kleiner  als  eine 
beliebig  kleine  positive  Zahl  6  an,  so  ist  die  Summe  der  (^p)* 
kleiner  als  öEJq,  d.  h.  fdr  lim  tf  =  0  gleich  Null,  so  daß  die 
Behauptung  bewiesen  ist. 

Mithin  hat  sich  die  Volumenformel  ergeben: 

F«=  lim2^^ypg?(e},  p)^^©^/^. 

Ju)    Jq 

Nun  hat  dieser  Grenzwert  wieder  die  Form  des  Grenzwertes 
(1)  in  Nr.  573  oder  des  Grenzwertes  von  J  in  Nr.  676,  indem 
nämlich  au  Stelle  der  Buchstaben  x  und  y  die  Zeichen  co  und  p 
stehen  imd  statt  der  Funktion  f{x^y)  die  Funktion  Q^iprO) 
auftritt.  Daher  ist  der  Ghrenzwert  nichts  anders  als  das  Doppel- 
integral: 

(3)  V^j  j  Qfp{fo,  Q)d(odQ, 

erstreckt  über  den  ganzen  Bereich  E,  Vorausgesetzt  wird 
hierbei,  daß  /*((D,p)  im  Bereiche  E  stetig  sei. 

Was  die  wirkliche  Auswertung  dieses  Doppelintegrals 
betrifft,  so  verfahren  wir  wie  in  Nr.  576,  indem  wir  zuerst  hin- 
sichtlich der  einen  Veränderlichen  und  dann  hinsichtlich  der 
andern  integrieren,  wobei  die  Grenzen  in  analoger  Weise  fest- 
zusetzen sind. 

Beispiel:  In  der  Ebene  eines  größten  Kreises  einer 
Kugel  vom  Radius  R  werde  ein  Kreis  Je  vom  Radius  jR  kon- 
struiert, der  durch  den  Mittelpunkt  geht,  siehe  Fig.  64.  Der 
gerade  Zylinder,  dessen  Querschnitt  dieser  Kreis  ist,  schneidet 
aus  der  Kugel  ein  Volumen  aus,  das  berechnet  werden  solL 
Wir  fassen  nur  die  oberhalb  des  Kreises  k  stehende  Volumen- 


§  S.   Anwendnngen. 


365 


liälfte  ins  Auge.  Benutzen  wir  die  Ebene  jenes  größten  Kreises 
als  rry-Ebene,  so  beschranken  wir  uns  also  auf  positive  Werte 
von  ß,  die  bei  der  Kugel  gleich  der  Wurzel  aus  R^  —  x*'  —  y* 
sind,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Kugel  als  Anfangspunkt  0  ge- 
wählt wird.  Die  ^Achse  legen  wir 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  Ic. 
In  Polarkoordinaten  co,  q  hat  dieser 
Kreis  Jo  die  Gleichung  p  *- 12  cos  o, 
wobei  o  von  —  |ä  bis  \%  geht, 
w^ährend  für  die  Punkte  der  Kugel 
J8  gleich  yU*  —  Q^  wird.  Dies  ist 
demnach  hier  die  Funktion  q>{pj  q). 
Wollen  wir  zunächst  hinsichtlich  q 
integrieren,  so  haben  wir  einen 
beliebigen  Wert  von  ci  zwischen 
—  \7t  und  \7C  anzunehmen  und  fest- 
zustellen, welche  Werte  von  q  zu  dem  durch  o  bestimmten 
Strahle  innerhalb  des  Bereiches  E  gehören.  Dieser  Bereich  ist 
das  Innere  des  Kreises  hj  so  daß  q  von  0  bis  ü  cos  (o  vari- 
ieren kann.     Folglich  gibt  (3): 


Fig.  64. 


V 


Es  ist  nun 


■\-tn  itootoi 
-^n    0 


itooi» 


J(fVW^*dQ  -[-  WW^**] 


itootd» 


Hieraus  würde  für  dies  Integral  der  Wert  \B^{\  —  sin  '©) 
folgen,  da  die  Quadratwurzel  positiv  ist  und  für  (>  «  JR  cos  (o 
also  gleich  1{  sin  o)  wird.  Jedoch  dabei  wird  ein  Fehler  ge- 
macht. Denn  die  Quadratwurzel  bedeutet  die  über  dem  Kreise 
überall  positive  Höhe  z  der  Kugel.    Für  Werte  von  o  zwischen 

—  \7C  und  0  ist  aber  sin  cd  negativ,  ako  nicht  12  sin  cd,  sondern 

—  Ü  sin  (D  als  Wert  der  Quadratwurzel  zu  nehmen.  Daher 
zerteilen  wir  das  Integral  hinsichtlich  o  so: 


i' 


r-/iJJ»(l  +  8m«o»)<i(» 


+jiE»(l- 


sin  'o)  dia. 
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Das  erste  geht)  wenn  o?  durch  —  cd  ersetzt  wird^  in  das  zweite 
über.     Also  ist: 

i« 
F=  |iJ» /(l--sin»c))rf(o-|E»[(D  + coscD-|cos»a)]** 

Der  Zylinder,  von  dem  oben  die  Rede  war,  schneidet  ans  der 
ganzen  Kugel  das  Doppelte  dieses  Volumens  aus,  so  daß  der 
übrigbleibende  Teil  der  Engel  das  Volumen  \xB^  +  f  ü'  liat 

688.  Bereohniuig  eines  eliifiMlien  Integrale  mittoU 
eines  Doppelintegrels.  Eine  lehrreiche  Betrachtung  ist  die 
folgende,  die  von  Oauß  und  Poisson  durchgeführt  wurde: 

Die  Fläche 

(1)  jg  -  e'^^^^^ 

ist  über  jeder  Stelle  (x,  y)  der  xy- Ebene  stetig  und  hat  nur 
positive  Höhen  z.  Daher  können  wir  bei  ihrer  Volumen- 
berechnung einen  beliebigen  Bereich  E  in  der  a;y'-Ebene  wählen. 
Zunächst  nehmen  wir  das  Quadrat  an,  dessen  Seitenlänge  2a 
ist,  dessen  Mitte  im  Anfangspunkte  0  liegt  und  dessen  Seiten 
der  X-  und  y-Achse  parallel  sind.  Das  über  diesem  Quadrate 
gelegene  Volumen  ist  ein  Doppelintegral  mit  festen  Gh^nzen, 
das  nach  Satz  3,  Nr*  573,  sofort  in  ein  Produkt  von  zwei  ein- 
fachen Integralen  zerfällt: 

+  a      +a 

Y  ^j^^fe-^^^^)  dy^dx 

—  a      — a 

+  «  +a  +a  +o 

^Je-^\Je-^dy\dx  -/e-"  dx  Je-^dy. 


Beide  Faktoren  bedenten  aber  dasselbe.    Also  ist 
F. 

—  cf 

Nun  wollen  wir  als  Bereich  E  einen  Kreis  um  den  An- 
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fangspiinkt  mit  dem   Radius   B  annehmen.      Das   zugehörige 
Volumen  wird  bei  Anwendung  von  Polarkoordinaten  (o,  q: 

W^f^fQe'(f'dQ]d(o  =  jr  (1  -  ß-*0- 

Da  die  Fläche  des  Quadrates  den  eingeschriebenen  Kreis 
mit  dem  Radius  a  umschließt^  dagegen  vom  umschriebenen 
Eo'eise  mit  dem  Radius  a  yV  umschlossen  wird  und  da  die 
Flache  (1)  nur  positive  Höhen  g  hat,  so  liegt  das  Volumen  V 
zwischen  den  zu  diesen  beiden  Kreisen  gehörigen  Volumen. 
Also  folgt: 

+  a 

»(1  -  e-«*)<(  r«-*'  dxy<  Ä  (1  -  e-««'). 

—  a 

Es  gilt  dies  f&r  jeden  Wert  von  a^  so  daß  f&r  lim  a  —  +  oo 
wegen 

limc-«*=«0,    lime-*«'«0 

herrorgeht: 

+  00  +00 

(je-**  rfo?)  «  ar,    d.  h.  je-'^dÄ-l/jr. 

—  00  —00 

Dies  wurde  in  Nr.  495  auf  anderem  Wege  bewiesen. 

§  4.   Somplanatlon. 

B84.  Deflnitlon  der  OrSße  eines  kmmmen  Fl&ohen- 
•tflokee.  Die  Aufgabe  der  Kompla/nation  (Verebnung)  ist  die, 
den  Betrag  der  Größe  eines  bestimmt  umrandeten  Stückea 
einer  gegebenen  krummen  Flache  zu  berechnen,  d.  h.  aus- 
zudrücken als  Vielfaches  der  Flächeneinheit  in  der  Ebene,, 
nämlich  des  Quadrates  von  der  Seitenlänge  Eins.  Zunächst 
fehlt  jedoch  noch  eine  exakte  Definition  der  Größe  eine» 
solchen  Flächenstückes.  Deshalb  stellen  wir  folgende  Be- 
trachtung an: 

Es  sei 

(1)  *-/-(*,y) 
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die  Gleichung  einer  Flache,  und  dabei  sei  f{Xy  y)  eine  sUUge 

Funktion  von  x  und  y  innerhalb  eines  Bereiches,  der  in  der 

a;y- Ebene   durch  ein  Flächenstück  E  dargestellt   wird.     Der 

Band  k  dieses  ebenen  Bereiches  sei  eine  geschlossene  stetige 

Kurve.     Zu  den  Punkten  Q  des  Bereiches  E  gehören  Punkte  P 

der  Fläche  (1),  nämlich  diejenigen  Punkte,  deren  Projektionen 

in  der  a;y-Ebene  die  Punkte  Q  sind. 

Wir  machen  nun  noch  die  Voraussetzung,  daß  f(Xy  y)  für 

cUe  Wertepaare  x,  y  innerhalb  des  Bereidies  E  und  auf  seinem 

Rande  k  stetige  erste  ÄUeitungen  f^  und  f^  nach  x  und  y  habe. 

Alsdann   hat   die   Fläche   (1)  in   allen  Punkten  P  bestimmte 

Tangentenebenen   (ygL   Nr.   253),   außerdem   ist   keine   dieser 

Tangentenebenen  zur  :ry-Ebene  senkrecht,  denn  es  ist  nach  (10) 

in  Nr.  253 

1 


(2) 


Z" 


V^'  +  8'  +  l 


ier  Kosmos  des  Winkels,  den  die  positive  Flichennormale  mit 
der  «-Achse  bildet.     Dabei  ist: 


<3) 


P  -  /L;  ?  -  fyf 


SO  daß  der  Nenner  von  Z  wegen  der  Torausgesetzten  Stetigkeit 
Ton  f^  und  f^  stets  endlich  bleibt.     Die  Quadratwurzel  in   (2) 

ist  positiv. 

Den  Bereich  E  in  der*  xy- 
Ebene  zerlegen  wir  nun  wie 
in  Nr.  577  etwa  durch  zwei 
Eurvenscbaren  in  beliebige  Teil- 
bereiche /dE,  Wir  fassen  einen 
von  ihnen  ins  Auge,  siehe  Fig.  65, 
und  errichten  längs  seines  Randes 
den  zur  ^y- Ebene  senkrechten 
Zylinder.  Außerdem  wählen  wir 
irgend  einen  Punkt  Q  von  /IE 
aus,  bestimmen  den  zugehörigen 
Punkt  P  der  Fläche  (1)  und  konstruieren  die  Tangentenebene 
von  P.  Der  Zylinder  schneidet  aus  dieser  Tangentenebene  ein 
ebenes  Flächenstück  JF  heraus.  Verfehren  wir  so  mit  allen 
Teilgebieten  JE  von  E  und  bilden  wir  die  Summe  aller 
584] 


Fig.  65. 
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zugehörigen  ebenen  Flächenstücke ^1^^  so  behaupten  wir  nun^ 
daß  diese  Samme  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat, 
wenn  alle  Teilgebiete  JE  sowohl  ihren  Flächeninhalten  nach 
als  anch  in  ihren  linearen  Ausdehnungen  nach  Null  streben, 
wobei  ihre  Anzahl  über  jede  Zahl  wächst. 

In  der  Tat,  nach  dem  zweiten  Beispiele  in  Nr.  414  ist  JE 
gleich  JF,  multipliziert  mit  dem  Kosinus  des  Winkels,  den 
die  Ebene  von  JF  mit  der  a;y-£bene  bildet.  Dieser  Kosinus 
hat  aber  den  Wert  (2).    Folglich  ist 

JF^^^V^TY+lJE 
und  also 
(4)  ^JF~2^-^-^^V^+^+iJE. 


Nun  aber  ist  Yp^  +  g^  +  1  eine  nach  den  gemachten  Voraus- 
setzungen stetige  Funktion  von  x  und  y  innerhalb  des  Be- 
reiches jB,  nämlich  gleich  YfJ  -f  f^^  -f  1.  Nach  Satz  5,  Nr.  577, 
strebt  demnach  die  in  (4)  rechts  stehende  Summe,  die  über 
den  ganzen  Bereich  E  zu  erstrecken  ist,  bei  dem  angegebenen 
Grenzübergange  nach  einem  bestimmten  endlichen  Werte,  näm- 
lich dem  des  Doppelintegrais: 


ffVp^  +  q^+ldxdy. 


Wir  haben  also  gefunden: 

Satz  8:  Ist  eine  Fläche  durch  eine  Gleichung 

gegeben  und  sind  dabei  f{x,  y)  und  die  beiden  ersten  Ableitungen 

stetige  Fuf Aktionen  von  x  und  y  innerhalb  eines  solchen  Variäbüüäts- 
bereiches,  der  durch  ein  stetig  umschlossenes  Flächenstück  E  der 
xy-Ebene  dargestellt  mrd,  teilt  man  femer  diesen  Bereich  E 
irgendwie  in  Teilbereiche  JE,  erricktet  auf  jedem  einen  geraden 
Zylinder  und  schneidet  ihn  mit  derjenigen  Tangentend)ene  der 
Fläche,  die  zu  einem  Flächenpunkte  P  innerhalb  des  Zylinders 
gehört,  *so  schneiden  alle  konstruierten  Zylinder  aus  den   Tan- 

Serr«t,  I>Ur.-iLlntegnl-B«olmimg.  IL    S.  Aufl.  24  [584^ 
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gentenebenen  FlächensUicke  jdF  auSy  deren  Summe  den  hesümmten 
endlichen  Grenzwert 


JfVp'  +  g^  +  ldxdy 


hat,  faüs  die  Ausdehnungen  aller  Teügdnete  ^E  nach  NuU 
strd)en  und  dementsprechend  ihre  Aneahl  über  jede  Grenee 
wächst.  Dabei  ist  die  Quadrattvured  des  Integranden  positiv 
0u  nehmen, 

Nimmehr  dürfen  wir  als  Große  des  betrachteten  Stückes 
der  krummen  Fläche  eben  diesen  Grenzwert  definieren,  wobei 
wir  noch  hervorheben  wollen  ^  daß  dies  eine  stets  posMve 
Größe  ist. 

586.  Orenswert  des  TerhUtniMes  eines  FUohan« 
stflokes  lu  seiner  Projektion.  Indem  wir  die  bisherigen 
Bezeichnungen  beibehalten^  nehmen  wir  noch  an,  daß  G  der 
größte  und  K  der  kleinste  Wert  sei,  den  der  Richtungskosinus 
Z  in  dem  betrachteten  Bereiche  annimmt.  Da  überall  Z  und 
JE  positiv  sind,  so  folgt  alsdann: 

Beim  Grenzübergange  aber  geht  ^JE  in  E  über  und 
^{jdE:  Z)  in  den  Gesamtbetrag  F  der  Oberfläche.  Also  er- 
gibt sich: 

oder  auch 

Diese  Ungleichungen  gelten  für  jeden  solchen  Bereich  Ey  f&r 
den  die  Voraussetzungen  des  letzten  Satzes  erfüllt  sind. 

Wenn  wir  nun  einen  Punkt  Q  von  E  auswählen,  dem 
ein  gewisser  Punkt  P  der  Fläche  entspricht,  so  köimen  wir 
uns  vorstellen,  daß  der  Bereich  E  ohne  Ende  so  verkleinert 
werde,  daß  er  sich  auf  die  Umgebung  von  Q  zosammenziehV 
wobei  sich  F  auf  die  Umgebung  von  P  auf  der  Fläche  reduziert 
Bei  diesem  Grenzübergange  streben  die  Werte  K  und'  0  voa 
584,  585] 
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Z  beide  nacli  demjenigen  Werte,  den  Z  an  der  Stelle  P  er- 
reicht.    Hieraus  folgt 

Saiß  9:  Wenn  in  der  Umgebung  eines  Punktes  P  oder 
{x,  y,  g)  der  Fläche  b  =  f{Xy  y)  die  Funktion  f  und  ihre  leiden 
ersten  MMtiungen  f^  und  f^  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
sindy  80  strebt  das  Verhältnis  am  einem  Fläckenstücke,  dem  der 
Punkt  P  angdiörty  und  aus  seiner  Projektion  auf  die  xy-Ebene 
nach  dem  regiproken  Werte  des  Bichtungskosinus  der  Normalen 
von  P  gegenüber  der  z-Ächse,  sobald  die  Ausdehnungen  des 
Flächenstücks  oder,  was  dasselbe  ist,  die  seiner  Projektion  nach 
Ntdl  streben. 

Hiermit  sind  auch  die  Betrachtungen  in  Nr.  318  gerechtfertigt. 

686.  Komplanation  mit  Benntsung  von  Polar- 
koordlnaten.  Behalten  wir  die  Voraussetzungen  von  Nr.  584 
bei  und  fähren  wir  Polarkoordinaten  a,  q  in  der  xy-TSbene 
Termoge  x^  q cos o  und  y  ^  Q&in(o  ein^  so  können  wir  den 
Bereich  E  wie  in  Nr.  582  dadurch  in  Teilgebiete  JE  zerlegen^ 
daß  wir  Strahlen  vom  Anfangspunkte  0  aus  und  konzentrische 
Kreise  um  0  legen^  so  daß  JE  nach  (2)  ebenda  den  Wert  hat: 
JE  =  qJfoJQ  +  \J(o{Jq)\ 

Wie  damals  dürfen  wir  ja  auch  jetzt  von  den  unvollständigen 
Teilvierecken  am  Rande  von  E  absehen.  An  der  Stelle  (o,  q) 
des  Gebietes  JE  hat  der  Bichtungskosinus  Z  der  Normalen 
mit  der  jet- Achse  einen  gewissen  Wert,  den  wir  in  o,  p  aus-^ 
zudrücken  haben.  Alsdann  ist  die  gesuchte  Fläcbe  F  der 
Grenzwert  der  Summe 

2  -z-  -22  y-^o + i22  y-i^oy- 

Wie  in  Nr.  582  läßt  sich  auch  jetzt  beweisen,  daß  der  letzte 
Summand  den  Grenzwert  Null  hat,  so  daß  kommt: 

E 

Es  erübrigt  also  nur  noch,  hierin  den  reziproken  Wert 
des  Richtungskosinus,  nämlich 

24*      [585, 586 
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durch  a>  und  q  auszudrücken.  Dabei  ist  die  Wurzel  positiv 
und  f  die  Koordinate  0.  Weil  für  jer  *=  f(xj  y),  als  Funktion 
Yon  o  und  q  ausgedrückt: 

0^  —  /*,  cos  ©  +  /'y  sin  o,    -^  =  —  /]p  sin  cj  +  f^  cos  gi 

ist  (vgl.  das  Beispiel  in  Nr.  72),  so  ergibt  sich  durch  Quadrieren, 
Addieren  und  Hinzufügen  der  Eins: 


(2) 


.-iyp»+pV  +  v, 


da  Q  nach  Nr.  203  positiv  anzunehmen  ist.    Aus  der  Formel 
(1)  geht  demnach  die  folgende  Oberflächenformel  hervor: 


(3) 


■//^ 


*  +  p'4  +  ^w^ßj^p- 


587.     Komplanation    von   Botattonflfl&chen.     Wir 

wenden  die  letzte  Formel  zur  Berechnung  der  Oberflache  eines 

Rotationskörpers  an.  Dabei  ist 
es  zweckmäßig^  die  xr-Achse  als 
Rotationsachse  zu  wählen.  Es 
möge  also  die  in  der  xz-lSibene 
gelegene  Kurve 
(1)  n^fix) 

um  die  ;0^- Achse  rotieren. 

Wir  wollen  dabei  nur  das 
Kurvenstück  von  x  ^  x^  bis 
X  =  X  >  Xq  betrachten,  siehe 
Fig.  66.  Es  erzeugt  eine  Zone  F 
der  Rotationsfläche.  Ein  beliebiger 
Punkt  (x,  z)  dieses  Kurvenbogens 
beschreibt  einen  Kreis,  dessen  Projektion  in  der  ipy-Ebene 
ein  Kreis  um  den  Anfangspunkt  0  mit  dem  Radius  x  ist. 
Folglich  ist  für  einen  beliebigen  Punkt  dieser  Zone  z^f{9)j 
wenn  wir  in  der  o;^- Ebene  die  Polarkoordinaten  cd,  q  ein- 
führen. Der  zur  Zone  F  gehörige  Bereich  E  der  a?y-Ebene 
liegt  zwischen  den  beiden  Kreisen  um  0  mit  den  Radien 
x^  und  Xj  also  kann  q  von  x^  bis  X  variieren,  ehrend  die 
586,  587] 
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Amplitade  a  alle  Werte  von  0  bis  2x  annimmt.    Ferner  ist 
w^en  e  -  f(fi):  ^^ 

SO  daß  die  Formel  (3)  der  letzten  Nummer  liefert: 
oder;  wenn  wir  q  mit  x  bezeichnen: 


Xo  0 

X 

(2)  F^2.ßyi  +  (l^'dx, 


d.h 


Ist  s  die  Bogenlänge  der  Meridianknrve  (1),  gerechnet 
Ton  X  '^  Xq  an  mit  wachsendem  x,  so  ist  nach  (1)  in  Nr.  193^ 
worin  jetzt  y  durch  z  ersetzt  werden  muß: 


'i-v^rm- 


so  daß  also  kommt: 

X 

(3)  F~2nfxl^dx. 

Vorausgesetzt  ist  hierbei,  daß  e  —  f(x)  eine  stetige  Funktion 
von  x  im  Intervalle  von  x^  bis  X  sei  und  ebenda  eine  stetige 
Ableitung  de :  dx  habe,  so  daß  also  die  Tangente  der  Meri- 
diankurye  (1)  an  keiner  Stelle  des  betrachteten  Stückes  zur 
Drehungsachse  parallel  sein  darf. 

Wir  wollen  aber  annehmen,  die  Meridiaukurve  (1)  habe 
dennoch  an  der  zu  X  gehörigen  Stelle  eine  zur  j?- Achse  parallele 
Tangente.  Alsdann  ist  dg  :  dx  dort  unendlich  groß,  d.  h. 
d$ :  dx  unstetig.  Folglich  ist  jetzt  das  Integral  in  (2)  als 
Grenzwert  zu  behandeln: 

X-t 

F^  2x  lim  /  x-^i^dx^ 

[S87 
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:wobei  r  positir  ist.  Führen  wir  die  Bogenlänge  s  statt  x  als 
unabhängige  Yeranderliche  ein,  und  ist  die  Bogenlänge  Tom 
Punkte  (a?o)  bis  zum  Punkte  (Z)  des  Meridians  (1)  gleich  Sj 
so  kommt:  g_^ 

J"— 23rlim  1  xds. 


im  Ix 


Wenn  nun  x  eine  stetige  Funktion  von  s  ist  im  Interralie 
0  ^  s  ^  5,  so  ergibt  sich: 

8 

(4)  F^2njxd8, 

0 

so  daB  wir  doch  die  Integration  bis  zu  einem  solchen  Breiten- 
kreise der  Rotationsfläche  ausfahren  können,  f&r  dessen  Punkte 
die  Tangentenebenen  der  Drehachse  parallel  sind.  Solche 
Breitenkreise  heißen  Kehlkreise. 

Hat  die  Rotationsfläche  mehrere  Eehlkreise,  so  muß  man 
die  Zonen  zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Eehlkreisen 
einzeln  berechnen.  Wir  nahmen  nämlich^  worauf  noch  besonders 
aufmerksam  gemacht  werden  moge^  X  >  rrg  an.  Wäre  X<Cx^ 
so  würde  sich  mithin  die  Fläche  mit  dem  Minuszeichen  er- 
geben. 

688.  Oberll&che  des  Botattonsellipsoicbi.  Als  An- 
wendung hiervon  wollen  wir  eine  Zone  derjenigen  Fläche  be- 
rechneu;  die  durch  Rotation  einer  Ellipse  mit  den  Achsen  2a 
und  2  b  um  die  Achse  2  a  entsteht.  Diese  Achse  nehmen  wir 
also  als  jer- Achse  an^  so  daß 

(1)        S+5-1  «<*«'  i^=fi/6»^^ 

die  Gleichung  der  Meridiankurve  in  der  o^j?- Ebene  ist.    Hier 

kommt:  , 

dz  a       X 

so  daß  die  Formel  (2)  der  letzten  Nummer  liefert: 


«0 
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Dabei  ist  die  Wurzel  positiv  und  X^  x^  vorausgesetzt.     Wir 
können  uns  beim  EUipsoid  auf  den  Teil. mit  positiven  Werten 
von  5  bescbranken.    Zu  den  (Frenzen 
rr^  und  X   gehören  alsdann    positive 
Werte  £q  und  Z,    aber   es   ist  jetzt 
Z  <  £fo,  siehe  Fig.  67. 

Wenn  wir  nun  vermöge  (1)  die 
neue  Veränderliche  z  statt  x  im  Integral 
einfOhren,  so  ergibt  sich  ein  von  Zq  bis  Z 
erstrecktes  Integral  mit  dem  Minus- 
zeichen. Vertauschen  der  Grenzen  liefert :  ^,    ^, 

Jblg.  67. 

F^2n  ^fya^^{a'-.¥)z'dz  {z,  >  Z). 

Die  Oberfläche  derjenigen  Zone  des  Ellipsoids^  die  zwischen 
der  ^y- Ebene  und  der  zu  ihr  parallelen  Ebene  in  beliebiger 
Höhe  z  liegt,  wobei  jer  >  0  sein  soll,  ist  hiernach: 


(2) 


F=2%  ^Jya*^-{a^--V)e^dz, 


wobei  die  Wurzel  positiv  ist. 

Die  Fälle  a  >  6  und  a  <  &  sind  nach  Nr.  436  zu  unter- 
scheiden. Ist  a  >  6,  entsteht  also  das  EUipsoid  durch  Rotation 
der  Ellipse  um  ihre  Hauptachse,  so  ergibt  die  Auswertung 
des  Integrals  (2): 


nh 


F^'^izVa'^  -  (a«  -  ¥)z^  + 


ita*h 


arc  cos 


Dabei  sind  alle  Wurzeln  positiv;  der  Arkus  gehört  dem  Inter- 
valle von  0  bis  %  an.  Die  ganze  Oberfläche  geht  hervor, 
wenn  wir  z  ^  a  setzen  und  F  verdoppeln.  Es  ergibt  sich 
der  Wert: 

Femer  geht  für  6  —  a  aus  (2)  der  bekannte  Wert  4jra* 
fQr  die  Oberfläche  der  Kttgel  Tom  Radins  a  herror. 

[588 
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Ist  drittens  a  <  &^  so  entsteht  das  Ellipsoid  dnrcb  Rotation 
um  seine  Nebenachse,  und  es  kommt: 


Für  £r  -»  a  ist  2F  die  ganze  Oberfläche  des  Elüpsoids,  nämUch 

yb^—a*  « 

689.  Bie  Childiiuiohe  Begel  für  die  Oberfl&che  von 
Betattonskörpem.  Wie  in  Nr.  567  erwähnen  wir  hier  ohne 
nähere  Begründung,  die  wir  uns  vorbehalten  (siehe  Nr.  602), 
daß  derjenige  Punkt,  den  man  in  der  Mechanik  als  den  SAtoer- 
punkt  einer  Kurve 

z-f{x) 

in  der  iC5-Ebene  im  Intervalle  von  x^  bis  X  definiert,  die  Ab- 
szisse hat: 


if' 


xds. 


Hierin  soll  s  die  Bogenlänge  der  Kurve  von  der  Stelle  x^x^ 
an  bedeuten,  also  S  die  Gesamtlänge  von  x '^  Xq  his  X'^X 
sein.  Das  hier  auftretende  Integral  ist  nun  nichts  anderes  als 
das  in  der  Formel  (3)  oder  (4)  von  Nr.  587,  so  daß  sich  für 
die  Rotationsfläche  des  betrachteten  Eurvenstückes  ergibt: 

JP-2;rE.S. 

Diese  Formel  enthalt  die  Gruldinsche  Begely  nach  der  die 
Bptationsfläche  gleich  der  Fläche  desjenigen  Bechtecks  ist,  dessen 
eine  Seite  die  Länge  der  Meridiarücu/rve  und  dessen  andere  Seite 
die  Länge  des  Weges  ist,  den  der  Schwerpunkt  der  Meridian' 
kurve  hei  der  Drehung  beschreibt 

590.  Fl&ohenlnhalte  sphftrlsoher  Breieoke.  Um  den 

Anfangspunkt  0  als  Mitte  legen  wir  die  Engel  vom  Radios 
Eins,  siehe  Fig.  68.  Sie  werde  von  der  positiven  ic-Achse 
in  Ä  getroffen,  und  es  sei  C  ein  Punkt  auf  dem  in  der 
xy-lEhene  gelegenen  größten  Ereise.  Auf  demjenigen  größten 
588,  589,  590] 
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So  entsieht 


Kreise,  der  durch  C  geht  und  die  j?'Achse  zum  Durchmesser 

hat,    werde    femer    ein   Punkt  B   angenommen.     Schließlich 

werde  der  größte  Kreis  durch  Ä  und  B  gelegt. 

ein  allgemeines  sphärisches  Dreieck 

ABC  mit  einem  rechten  Winkd, 

nämlich  bei  C.   Wir  wollen  seine 

Flache  F  berechnen. 

Die  Projektion  des  Kreis- 
bogens AB  auf  die  rry-Ebene  ist 
ein  Ellipsenbogen,  die  des  Kreis- 
bogens BC  dagegen  ein  Teil  des 
Radius  OC,  Die  Projektion  E 
der  Flache  F  wird  also  von  einem 
Kreisbogen,  einem  EUipsenbogen 
nnd  einer  Strecke  eingeschlossen. 
Ist  a  der  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks  bei  Aj  so  hat  die  Ebene  AOB  die  Gleichung 
z  ^  iftga.  Setzen  wir  diesen  Wert  von  z  in  die  Gleichung 
a;*  +  y*  +  jer*  =»  1  der  Kugel  ein,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 


Flg.  68. 


a^  + 


C08*a 


der  Ellipse. 


Sie  lautet  in  Polarkoordinaten  o,  qi 
cosa 


yi  —  Bin'  a  cos'  00 


wahrend  für  die  Punkte  der  Kugel  js?  =•  )/l  —  q^  ist. 

Es  möge  h  die  Seite  AC  des  sphärischen  Dreiecks,  also 
der  Winkel  AOC  sein,  so  daß  o  im  Bereiche  E  von  0  bis  6 
variiert.  Ein  Strahl  in  der  rry-Ebene  von  0  aus  mit  der 
Amplitude  o  trifft  die  Ellipse  und  den  Kreisbogen  AC  in 
Punkten  mit  den  Radienvektoren: 

Setzen  wir  die  Werte  in  die  Formel  (3)  von  Nr.  586  ein,  so 
ergibt  sich  als  Fläche  des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks 
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also  nach  (1): 


'ivd 


gm  a  am  a>  •, 

ao. 


sin'a  cos'« 


Unbestimmte  Integration  liefert  —  arc  sin  (sin  a  cos  o)  +  konst. 
so  daß  kommt: 

JP  »  a  —  arc  sin  (sin  a  cos  &). 

Dabei  ist  der  Arkus  zwischen  —  \yc  und  -f  \n  zu  wählen. 
Nach  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ist  nmi  aber 
sin  a  cos  h  gleich  dem  Kosinus  des  Winkels  ß  des  Dreiecks 
in  B,  so  daß  sich  schließlich 

ergibt.  Da  der  dritte  Winkel  y  des  Dreiecks  ABC  gleich  \x 
ist,  so  sehen  wir  daß  F  gleich  dem  S]jhärischen  Exzeß  ist,  nämlich 
gleich  dem  Überschusse  der  Winkelsumme  des  Dreiecks  über  x. 
Da  jedes  sphärische  Dreieck  durch  eine  seiner  Höhen  in 
zwei  rechtwinklige  zerlegt  werden  kann,  ist  es  ein  Leichtes^ 
weiter  zu  folgern,  daß  das  letzte  Ergebnis  in  jedem  sphärischen 
Dreiecke  gilt. 

591.  KomplanatioB   eines   gewiesen   Kngelteilet. 

Außer  der  Kugel 

rr«  +  y«  +  ^«  -  1 

sei  in  der  a?y-Ebene  die  algdyraische  Kurve  vierter  Ordnung 
gegeben: 

(1)  2x'  {x^  +  y*)  -  3  {x"  -  y*)  =  0. 

Auf  ihr  werde  der  gerade  Zylinder  errichtet.  Er  schneidet 
aus  der  Kugeloberfläche  ein  Gebiet  aus,  dessen  Größe  bestimmt 
werden  soll. 

In  Polarkoordinaten  o,  q  hat  die  Kurve  (1)  die  Gleichui^: 


aus  der  man  leicht  sieht,  daß  die  Kurve  eine  schleifenformige 
Gestalt  ungefähr  so  wie  die  Lemniskate  in  Fig.  29^  S.  269, 
hat.  Sie  ist  jedoch  heine  Lenmiskate.  In  Fig.  69  ist  sie 
ebenso  wie  der  größte  Kreis  der  Kugel  in  der  ^cy-Ebene  ge- 
zeichnet. Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Komphmation  des- 
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jenigen  Teiles  der  Kugel,  dessen  Projektion  das  in  Fig.  69 
schraffierte  Gebiet  E  ist,  denn  die  Figur  ist  in  bezug  auf  die 
Xß'lSbene  symmetrisch. 

Ein  Strahl  von  0  aus  trifipfc  den  Bereich  E  nur  dann, 
wenn  seine  Amplitude  a  dem  Intervalle  yon  0  bis  \7t  an- 
gehört, und  zwar  tri£Ft  er  den  Eugelkreis,  sobald  o  <  ^n:  ist, 
dagegen  die  Kurve  (1),  sobald 
a)>  jX  ist.  Wenn  wir  also 
zuerst  hinsichtlich  q,  dann 
hinsichtlich  a  integrieren,  so 
sind  als  Grenzen  für  p  die  Werte 
0  und  1  für  o  <  |-Ä  zu  wählen, 
dagegen  die  Grenzen  0  und 

(2)  (»i-yi(i-tg«co) 

für  (D  >  j9r.  Außerdem  ist  die 

Eugelhöhe  0  wie  im  vorigen 

Beispiele  gleich  yi  —  (>*,  so 

daß   das  Integral,   abgesehen  von  den  Grenzen,   dasselbe  wie 

damals  ist.    Es  kommt  für  die  fragliche  Fläche: 


Fi«.  69. 


d.  h.  nach  (2): 


}\ 


i« 


Der  letzte  Integrand  läßt  sich  zerlegen  in: 


3       1 
2  cos'fi} 


vTt? 


2c08a> 

y'28in' w  ■ 
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80  daß  das  Integral  mittels  der  Substitutionen  i^  o  ==•  ^  bzw. 
sin  0  —  <  leicht  auszuwerten  ist    Es  kommt: 

, }« 

F-  i«  -[vT In  (tgo  +ytg«  o  -  ij-V^lnCsino+Vsin»  a)-|)] 

Hierin  sind  alle  Wurzeln  positiy.  Das  acht&che  dieses  Wertes 
ist  der  Betrag  des  gesamten  Flächenstückes^  das  der  zu  Anfang 
erwähnte  Zylinder  aus  der  Kugel  ausschneidet. 

592.    Komplanation    des   allgemeinen   BlUpsoids. 

Da  in  der  Formel  für  die  Oberfläche: 


F-ffVp'  +  2*  +  1  dxdy, 


siehe  Satz  8,  Nr  584,  eine  Quadratwurzel  auftritt ,  ist  die 
Komplanation,  allgemein  geredet,  eine  schwierigere  Aufgabe 
als  die  Kubatur,  und  es  hängt  viel  davon  ab,  daß  man  das 
Integral  in  geeigneter  Weise  zu  vereinfachen  sucht.  Man  kann 
dabei  von  dem  Umstände  Gebrauch  machen,  daß  sich  die 
Doppelintegrale  nach  Nr.  577  allgemeiner  auf&ssen  lassen,  in- 
dem man  sie  als  Grenzwerte  von  Summen  betrachtet,  bei  denen 
der  Integrationsbereich  in  einer  dem  gerade  vorliegenden  Pro- 
bleme angepaßten  Weise  in  Teilbereiche  zerlegt  wird. 

Insbesondere  kann  man  das  Flächenstück  JP,  dessen  Eom- 
planation  ausgeführt  werden  soll,  so  zerlegen:  Der  Ort  der- 
jenigen Punkte  der  Fläche,  deren  Normalen  denselben  Richtungs- 
kosinus Z  hinsichtlich  der  ;8i- Achse  haben,  ist  eine  gewisse 
Kurve  auf  der  Fläche.  Wir  denken  uns  solche  Kurven,  die 
zu  verschiedenen  konstanten  Werten  von  Z  gehören,  in  beliebiger 
Anzahl  auf  der  Fläche  F  gezogen.  So  mögen  zu  den  Werten 
Z  und  Z  +  ^Z  die  Kurven  c  und  c^  gehören,  und  es  seien  c 
und  c[  die  Projektionen  dieser  beiden  Kurven  in  der  icy-Ebene, 
also  im  Integrationsbereiche  E  des  Doppelintegrals.  Den  Streifen 
zwischen  c'  und  c^  können  wir  durch  Querlinien  in  beliebig 
schmale  krummlinig  begrenzte  Vierecke  ^E  zerteilen.  In 
jedem  dieser  Vierecke  wählen  wir  als  Punkt  Q,  von  dem  in 
Nr.  577  und  auch  in  Nr.  584  die  Rede  war,  einen  Punkt  auf 
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der  Kurve  c\  so  daß  zu  allen  diesen  Punkten  dersdbe  Wert  Z 
gehört     Zu  der  Summe 

siehe  (4)  in  Nr.  584^  tragen  nun  die  betrachteten  Vierecke  ^E 
zwischen  c'  und  c[  den  Summanden 


i2 


JE 


bei;  worin  ^dE  der  Inhalt  des  ebenen  Flächenstreifens 
zwischen  c  und  c[  ist.  Dieser  Streifen,  der  nach  Null  strebt, 
wenn  JZ  nach  Null  strebt,  möge  die  Flache  JG  haben. 
Alsdann  ist  also  das  Doppelintegral  der  Grenzwert 

(1)  JF-lim^, 

der  hervorgeht,  wenn  alle  Unterschiede  dZ  zwischen  auf- 
einanderfolgenden Werten  von  Z,  die  zur  Definition  der  Kurven  c 
dienten,  nach  Null  streben. 

Diese  Methode  wollen  wir  an  dem  Falle  des  allgemeinen 
EUipsoids 

erläutern.    Nach  der  dritten  Formel  (8)  in  Nr.  253  ist  hier: 

z 

(3)  Z i^-^.. 

K  a*  ^  6*  ^  c* 
Durch  Elimination  von  z  aus  (2)  und  (3)  geht  die  Gleichung 

hervor.    Es  ist  dies  abo  die  Gleichung  der  Projektion  c'  der- 
jenigen Kurve  c  auf  dem  EUipsoide,  längs  derer  der  Richtungs- 
kosinus Z  einen  und  denselben  Wert  hat.    Man  sieht,  daß  c 
eine  Ellipse  ist.    Die  Fläche  cd  der  Ellipse  ist  nach  Nr.  220: 

(4)  «,  -     naJ^^Z^ . 

^  ^  ]/a«  —  (a»  —  c«)Z«  y^'  —  (&'  —  c«)  Z» 

Wächst  Z  um  z/Z,  so  werden  die  Achsen  dieser  Ellipse  kleiner, 
so  daß  der  Zuwachs  /l(a  von  o  negativ  wird.     Hier  ist  also 
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—  ^o  die  Yorhin  mit  z/6r  bezeichnete  öroße  der  Flache 
zwischen  den  zu  Z  und  Z  +  ^Z  gehörigen  Ellipsen  c'  und  Ci, 
so  daß  die  Formel  (1)  für  die  Fläche  des  EUipsoids  gibt: 

Wir  beschranken  uns  auf  diejenige  halbe  Ellipsoidoberfläche, 
für  die  z  positiv  ist.  Für  sie  geht  Z  yon  0  bis  1^  denn  die 
Normalen  derjenigen  Punkte  des  EUipsoids,  die  in  der  a;y-Ebene 
liegen,  sind  zur  jet- Achse  senkrecht,  während  der  höchste  Punkt 
z^c  des  EUipsoids  auf  der  j?- Achse  diese  Achse  selbst  zur 
Normalen  hat.  Folglich  ist  die  ganze  Oberfläche  des  EUipsoids 
gegeben  durch: 

(5)  F.^2J^%äZ, 

0 

also  durch  ein  einfaches  Integral  Die  Yeiunderliche  des  Inte- 
granden  ist  hier  Z  und  f&r  dm:  dZ  ist  der  Wert  der  Ab- 
leitung Yon  (4)  einzusetzen. 

Ehe  wir  dies  tun,  führen  wir  hier  zweckmäßig  statt  Z 
eine  andere  Veränderliche  q>  ein.  Indem  wir  a  >  6  >  c  yoraus- 
setzen  und  zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen 


*0 
d.  h. 


YJT-i f^^f^f      COStt«=— ,      8mtt  =  ^^ — , 


c-&yi-Ä;*sinV 


gebrauchen,  wobei  alle  Wurzeln  positiv  sein  soUen  und  fi  auf 
den  Quadranten  0  bis  ^^  beschränkt  werden  kann,  definieren 
wir  die  neue  Veränderliche  q)  durch  die  Substitution: 

(6)  Z  «•  — =-  —  sm  qp  «  - .    -  • 


Da  Z  von  0  bis  1  geht,  können  wir  vorschreiben,  daß  (p  von 
0  bis  (i  wächst.  Es  ist  jetzt  dZ  »  cos  tp  dtp  :  sin  ft,  so  daB  wir 
statt  (5)  erhalten: 

(7)  F^^^Yi^-^^fp4^, 

0 
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während  nach  (4)  und  (6) 

(8)  o  —  Ttab 


COB  ip  yi  —  k*  sin*  qp 

wird.     Um  die  EinfOhrong  von  dm  :  dtp  in  (7)  in  günstiger 
Weise  zu  leisten,  bemerken  wir,  daß  nach  (8): 

dm         j  €ii      ,   m  cos  m  , 
- —  —  d-. h    ■  ,     dw 

Binqp  Binqp         Bin' 9?      ^ 

■,  00      ,         ,  dq>  Jta^h  dq> 

■inqp  8in>9>l/r:^«8in»9>        «' —  <?  yT^^*  sin«  g) 

ist.     Diesen  Wert  formen  wir  noch  etwas  weiter  um.     Es  ist 
nämlich 


dfp  jCOB qpl/l  —  k*  Bin* cp       ,/^ ,»   .   ^ —  , 

; —    -        —  —  —  d — zj^- r  — .  y  1  —  js  gin» «,  ^m 

■^yi-ifciBiii«^' 
so  daß  kommt: 


dm 

sin  9  \8in9 


\8in9  am  9  /  ^  T-    T- 

Demnach  Uefert  (7):  ~  S^^'yT-^'Tiii^' 


a  ^  Lsii^9  sing»  Jo 

+  2^6 Vä^^:7«  /yi-Ä»sin>dg>  +  4?i^  f--Sl=^ . 

0  0 

Nach  (8)  ist  nun 

[_jm ,  C0Byyi"-^^^lk«8in"»qr|^^       na       Ttgy-  {a*(5»— c*)coB»y—  6»c»}  > 

[Bing)     *^  Bin  9  Jo°°"6(a*— c«)L  y i  _  jfc« gi^T^  Jo' 

also  gleich  —  %ac^ :  ]/a*  —  c*,  so  daß  sich  ergibt: 

(9)     J'=2«c«  +  -l^.{(a»-c«)i;(Ä:,^)  +  c»F(Ä;,^)} 

wenn  wir  die  in  Nr.  546  eingeführten  Bezeichnungen  für  die 
elliptischen  Integrale  benutzen.  Diese  Formel  für  die  Ober- 
fläche des  EUipsoids  rührt  von  Legendre  her. 
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Im  Falle  h  '^  c  liegt^  weil  a  >  &  ist,  ein  verUiigeiies 
Rotationsellipsoid  und  im  Falle  a^b  ein  abgeplattetes  Tor. 
In  diesen  Fällen  wird  Ä; »  0  bzw.  1^  so  daß  sich  die  Integrale 
nach  Nr.  449,  450  elementar  auswerten  lassen.  Wir  kommen  da- 
durch zu  den  Ergebnissen,  die  schon  in  Nr.  588  gefunden  wurden. 

§  5.   Einflüirang  neuer  TerSnderlielier  in  Doppel- 
integralen. 

598.  Stetige  Abbildung  einer  Bbene  auf  einer 
anderen  Ebene,  Wir  haben  die  Absicht,  zu  untersuchen, 
wie  sich  ein  vorgelegtes  Doppelintegral  darstellen  wird,  wenn 
darin  statt  x,  y  neue  Veränderliche  ti,  t;  vermöge  zweier 
Gleichungen 

(1)  u^O{x,y\    v^W(x,y) 

eingeführt  werdeu.  Dabei  ist  es  zweckmäßig,  diese  Aufgabe 
zunächst  geometrisch  zu  erfassen,  weshalb  wir  uns  vorläufig 
nur  mit  den  beiden  Gleichungen  (1)  beschäftigen. 

Wir  verstehen  unter  x,  y  rechtwinklige  Koordinaten  in 
eine  Ebene  und  unter  u,  v  rechtwinklige  Koordinaten  in  einer 
zweiten  Ebene.  Wenn  O  und  ^  in  einem  gewissen  Variabilitats- 
bereiche  stetig  sind,  so  wird  der  Bereich  durch  ein  Gebiet  in 
der  a;^-Ebene  dargestellt.  Nach  (1)  läßt  sich  alsdann  zu  jedem 
Punkte  (x,  y)  dieses  Bereiches  ein  Punkt  (ti,  t;)  in  der  zweiten 
Ebene  konstruieren.  Dabei  kann  es  vorkommen,  daß  zwei 
verschiedene  Punkte  (x,  y)  zu  demselben  Punkte  (u,  v)  fQhren. 
Dies  können  wir  dadurch  vermeiden,  daß  wir  den  Bereich  in 
der  ^^-Ebene  hinreichend  verkleinem,  so  daß  zu  jedem  Punkte 
(Xj  y)  des  Bereiches  nur  ein  Punkt  (u,  t;)  der  zweiten  Ebene  gehört 
und  damit  ein  Bereich  in  der  zweiten  Ebene  gewonnen  wird 
derart,  daß  zu  jedem  Punkte  (u,  v)  dieses  Bereiches  nur  ein  Punkt 
(x,  y)  der  ersten  Ebene  gehört.  Wir  kommen  so  zu  einem 
solchen  Bereiche  in  der  xy-Ebene,  in  dem  die  Gleichungen  (1) 
eindeutig  auflösbar  sind: 

(2)  x^ip(u,v),    y-^(M,  v). 
Wir  setzen  nun  für  die  Folge  voraus: 

Erstens:  Die  Funktionen  tp  und  ^  und  ihre  partiellen  Ab- 
59»,  593] 


§  6.   Emfährong  neuer  Veränderlicher  in  Doppelintegralen.     385 

leitnngen  erster  Ordnung  ^„,  g?,,  ^„,   ^^   sollen  in    dem   be- 
trachteten Bereiche  der  Wertepaare  u^  v  stetig  sein. 

Zweitens:  Die  FufiJcHonaldeterminante  von  tp  und  ^,  nämlich 

I 
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soll  ebenda  ron  Null  verschieden  sein. 

Da  2)  nach  der  ersten  Voraussetzung  stetig  ist,  so  besagt 
die  zweite,  daß  2)  überall  im  Bereiche  einerlei  Vorzeichen  hat 
Ferner  sind  danach  (p  und  ^  voneinander  unabhängige  Funk- 
tionen, siehe  Satz  4,  Nr.  80.     Wir  setzen  femer  voraus: 

Drittens:  Jedem  Wertepaare  des  Bereiches  der  u,  v  bezw. 
des  Bereiches  der  x,  y  entspreche  infolge  der  Gleichungen  (2) 
bzw.  ihrer  Auflösungen  (1)  ein  Wertepaar  des  andern  Be- 
reiches. 

Nur  falls  diese  Voraussetzungen  der  Stetigkeit  und  Bifferen- 
zierharJceity  UnahhängigJceit  und  Eindeutigkeit  erfüllt  sind,  wollen 
wir  die  durch  (2)  bzw.  (1)  vermittelte  Abbildung  der  beiden 
Bereiche  eine  stetige  Abbildung  nennen. 

Es  mag  hierbei  hervorgehoben  werden,  daß  x,  y  und 
ebenso  u,  v  nicht  notwendig  rechtwinklige  Koordinaten  zu  be- 
deuten haben;  es  könnten  auch  andere  Koordinatensysteme, 
wie  z.  B.  Polarkoordinaten  oder  schiefwinklige  Koordinaten, 
verwendet  werden.  Allerdings  werden  wir  meistens  unter  Xj  y 
imd  u,  V  rechtwinklige  Koordinaten  in  den  beiden  Ebenen  ver- 
stehen. 

Von  zusammengehörigen  Stellen  {x,  y)  und  (u,  v)  heiBe 
die  eine  der  Bildpunkt  der  andern. 

584.  SigensohiRfben  im  neinen  für  die  stetige 
Abbildmig    einer    Ebene    anf   einer    anderen   Ebene. 

Sind  unter  den  in  voriger  Nummer  gemachten  Voraussetzungen 
zwei  Punkte  (w,  t;)  und  (u  +  ^u,  v  +  ^v)  der  einen  Ebene 
ausgewählt,  so  gehören  zu  ihnen  zwei  Punkte  {x,  y)  und 
(x  +  ^x,  y  +  ^y)  der  andern  Ebene.     Dabei  ist: 

zlx  -  fp(u  +  ^u,  v  +  Jv)  —  9)(m,  v), 
^  z/y  «  if{u  +  jdUf  V  +  ^v)  —  it{Uj  v). 
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Bedeutet  nun  6  irgend  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl,  bo 
sei  unter  der  Umgebung  {p)  der  Stelle  (ti^  v)  der  Bereich  der> 
jenigen  Punkte  (w  +  -Jm,  v  +  ^dv)  verstanden^  fttr  die  |^uj<<J, 
l^t?  I  <  d  ist.  Eine  entsprechende  Ausdrucksweise  benutzen  wir 
für  die  a:y-Ebene. 

Ist  nun  T  eine  beliebig  gewählte  positive  Zahl^  so  gibt 
es  nach  Satz  1,  Nr.  570,  zwei  positive  Zahlen  6^  und  6^  der- 
art, daß  aus  |^tt|<(y^y  |^t7{<d^  folgt:  \jdx\<,t,  und  dafi 
aus  \Ju\<6^,  \Jv\<62  folgt:  \Jy\<r.  Wählen  wir  als 
die  Zahl  6  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  ^^  und  ö^y  so  schließe 
wir  also: 

Zu  jeder  voi^egebenen  beliebig  kleinen  positiven  Zahl  t 
gibt  es  eine  positive  Zahl'if  derart,  dafi  der  Punkt  (x  +  Jx^ 
y  +  zly)  in  der  Umgebung  (t)  der  Stelle  (a?,  y)  liegt,  sobald 
der  Punkt  {u  +  Au^  t?  +  ^t?)  in  der  Umgebung  {6)  der  Stelle 
(u,  t?)  gewählt  wird. 

Statt  T  kann  auch  6  vorgegeben  sein.  Denn  wenn  g  den 
größten  Wert  bezeichnet,  den  die  absoluten  Beträge  der  Ab- 
leitungen g?^,  g?^,  ^^,  ^^  in  der  Umgebung  (d)  der  Stelle  (w,  i) 
erreichen,  imd  wenn  |  Ju  |  <  d,  |  Av  \  <  6  gewählt  wird,  so 
sind  \Ax\  und  { /iy  \  nach  dem  Mittelwertsatze  28,  Nr.  137, 
nicht  größer  als  die  Beträge,  die  den  Summen 

zukommen,  d.  h.  nicht  größer  als  2^(y.  Wählen  wir  also  x 
größer  als  2g6j  so  zieht  die  Annahme,  daß  der  Punkt  (m  +  ^^y 
V  +  Jv)  in  der  Umgebung  (<y)  der  Stelle  (ti,  v)  liegt,  wieder 
nach  sich,  daß  der  Punkt  (x  +  ^x,  y  +  ^y)  in  der  Umgebung 
(r)  der  Stelle  (x,  y)  liegt. 

Zu  einer  beliebig  vorgegebenen  positiven  Zahl  r  oder  tf 
gibt  es  also  eine  zweite  positive  Zahl  6  oder  t  derart,  daß 
aüen  Punkten  in  der  Umgebung  (ö)  der  Stelle  (u,  v)  nur  solche 
Punkte  entsprechen,  die  in  der  ümgdmng  (r)  der  Stelle  (x,  y) 
gelegen  sind. 

Sind  Xj  y  und  u,  v  z.  B.  rechtwinklige  Koordinaten,  so 
sind  die  beiden  Umgebungen  umrandet  von  Quadraten,  deren 
Mitten  die  Stellen  {x^  y)  und  (w,  v)  sind,  deren  Seiten  den 
Achsen  parallel  laufen  und  die  Längen  2  t  und  26  haben.  Das 
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Ergebnis  besagt  daher,  daß  das  ganze  Innere  des  Quadrates  (d) 
der  UV-Ebene  abgebildet  wird  als  ein  Teil  des  Quadrates  (r) 
der  xy-Ebene.  Siehe  Fig.  70,  worin  wir  diesen  Teil  durch 
Schraffieren  hervorgehoben  haben. 

Wir  behaupten  nun,  daß  dieser  Teil  die  Stelle  {Xy  y) 
völlig  umschließt,  d.  h.  daß  die  Stelle  {x,  y)y  die  ja  selbst  dem 
Teile  sicher  angehört,  nicht 


I 

*! 


Flg.  70. 


an  seinem  Rande,  wie  etwa 
in  Fig.  71  oder  gar  ganz  fQr 
sich  Uegt.  In  der  Tat:  Andern- 
falls gäbe  es  eine  Stelle  Q 
oder  {x  +  ztx,  y  +  Jy) 
beliebig  nahe  bei  der  Stelle 
(Xy  y)  derart,  daß  der  Bild- 
punkt Q'  oder  {u  +  Ju, 
V  +  ^tv)  außerhalb  des  Quadrates  (ö)  läge  wie  in  Fig.  71,  d.  h. 
zwei  Stellen  (m,  v)  und  (u  +  Ju,  v  +  Jv)  der  wt^Ebene,  für  die 
I  Ju  I  oder  |  Jv  \  größer  als  6  ist,  hätten  Bildpunkte,  die  beliebig 
nahe  beieinander  liegen  und  zwar  für  einen  endlichen  Wert 
von  6.  Daher  würden  zwei 
verschiedene  Stellen  der  uv- 
Ebene  denselben  Bildpunkt 
{Xy  y)  haben.  Dies  wider- 
spricht der  dritten  Voraus- 
setzui^  in  Nr.  593. 

Derjenige  Teil  der  Um- 
gebung (r)  also,  in  dem 
aUe  Bildpunkte  der  Um- 
gebung (d)  der  Stelle  (w,  v)  liegen,  enthalt  die  Stelle  {Xy  y) 
in  seinem  Innern,  Es  gibt  mithin  eine  kleinere  Umgebung  (t') 
derart,  daß  aUen  Punkten  in  der  Umgebung  (r')  der  Stelle 
(x,  y)  nur  Punkte  in  der  Umgebung  {ö)  der  Stelle  (m,  v)  ent- 
sprechen. 

Zu  jeder  vorgegebenen  beliebig  kleinen  positiven  Zahl  ^ 
gibt  es  demnach  eine  positive  Zahl  t'  derart,  daß  aus  |  Jx  |  <t', 
I ^y  I  <  r'  stets  \Ju\<6y  \^v\<6  folgi 

Da  es  in  unserem  Belieben  steht,  x'  noch  kleiner  zu 
wählen,  so  folgt  schließlich: 

2ß*  [594 


ö'i 


Pig.  71. 


388    Kap.  VI.    Kubatur,  Eomplanaiion  und  mehrfache  Integrale. 

8at£  10:  Bei  stetiger  Abbildung  der  xy-Ebene  auf  der 
UV 'Ebene  gibt  es  gu  einer  belidng  Mein  gewählten  positiven 
ZoM  6  oder  x  stets  eine  positive  Zahl  x  bzw.  6  derart,  daß 
allen  Stellen  in  der  Umgebung  (r)  einer  Stelle  der  einen  Ebene 
nur  Stellen  in  der  Umgebung  (ö)  des  Bildpunktes  in  der  andern 
Ebene  entsprechen. 

696.  Bntspreohen  der  Biohtiing«n  bei  stetiger 
Abbildung  einer  Bbene  auf  einer  anderen  Bbene.    Bei 

dieser  Gelegenheit   wollen   wir  eine   Eigenschaft   der  stetigen 
Abbildung  erörtern,  die  allerdings  erst  später  benutzt  werden  wiri 
Nach  (1)  in  Yoriger  Nummer  ist: 

Es  gibt  nun  nach  dem  Mittelwertsatze  28,  Nr.   137,  positiye 
echte  Brüche  6  und  d*  derart,  daß  der  Zähler  gleich 

■^f{u  +  eju,v  +  ejv) .  Ju  +  ^^(t*  +  öz/w,  V  +  ejv)  -  jv 

und  der  Nenner  gleich 

-^g)(u  +  d-JUfV  +  d-Jv)  '  Ju  +  ^   g){u  +  d-Ju,  v  +  d-Jvj-Jv 

wird,  so  dafi  die  rechte  Seite  von  (1)  in  den  Faktoren  Ju 
und  z/t7,  die  hier  auftreten,  homogen  Ton  nullter  Ordnung 
wird.  Wir  lassen  nun  den  Punkt  (w  +  ^u,  v  +  jdv)  nach 
der  Stelle  (u,  v)  derart  hinwandem,  dafi  die  Richtung  von 
(w,  v)  nach  (u  +  du^  v  +  ^t?)  einer  bestimmten  Grenzlage  zu- 
strebt, d.  h.  wir  lassen  z/u  und  ^1v  derart  nach  Null  streben, 
daß  entweder  das  Verhältnis  ^u :  /Jv  oder  das  reziproke  Ver- 
hältnis ziv  :  Ju  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat.  Den 
Grenzwert  von  zlu :  dv  werden  wir  alsdann  imter  Benutzung 
der  Differentiale  du  und  dv  mit  dv :  du  bezeichnen.  Alsdann 
folgt,  da  9^,  9?^,  if^j  f^  nach  Voraussetzung  stetig  sind,  daB 
^y  :  ztx  dem  Grenzwerte  zustrebt: 
(2)  dy^\du  +  ^^dv 

^  ^  dx       q>  du-}-  fp  dv 

Sind  Xf  y  und  u,  v  inshesondere  rechtwinklige  Koordinaten, 
so  ist  der  Grenzwert  dy :  dx  der  Tangens  des  Winkels  er,  den 
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eine  vom  Pmikte  {Xy  y)  ausgehende  Richtui^  mit  der  positiven 
ar-Ackse  bildet.  Ebenso  ist  der  Grenzwert  dv  :  du  der  Tangens 
des  Winkels  ßj  den  eine  vom  Punkte  {u,  v)  ausgehende  Richtung 
mit  der  positiven  ti-Achse  bildet.  Zwischen  diesen  beiden 
Tangens  besteht  alsdann  nach  (2)  die  Beziehung: 

Sie  ist  nidd  frei  von  tg/};  denn  sonst  müßte  9>m  '  9^0  °°  V'u '  ^oy 
d.  h.  die  Funktionaldeterminante  2)  entgegen  der  zweiten  Voraus- 
setzung in  Nr.  593  gleich  Null  sein.    Wir  können  die  Qleichung 

(3)  Ton  dem  Nenner  befreien.     Es  ergibt  sich  alsdann 

SatM  U:  Bei  einer  stetigen  Abbildung  x  ^  <p(Uf  v\ 
y  =  ^(w,  t?)  einer  xy-Ebene  auf  einer  uv-Ebene  entsprechen  dUen 
von  einem  Punkte  der  einen  Ebene  ausgehenden  Richtungen  die- 
jenigen  Richtungen  ^  die  von  dem  Bildpunkte  a/usgehen,  in  der 
Weise,  daß  zwischen  den  Bestimmungsstücken  dy :  dx  und  dv :  du 
der  beiden  Richtungen  die  büineare  Gleichung  besteht: 
dydv  dy  dv  ^ 

die  sowohl  naeh  dy  :dx  als  auch  nach  dv  :  du  auflösbar  ist. 

Infolge  von  (3)  ist  tg  a  eine  Unear  gebrochene  Funktion 
Ton  tg  ß  allein;  sobald  wir  u  und  v  als  bestimmt  gewählt  be- 
trachteU;  und  hat  bei  dieser  Annahme  die  Ableitung: 

oder: 

(4)  dtga  D 


dtgß        (9„  +  9,tgj3)« 

Diese  Ableitung  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  Funktional- 
determinante 5D,  die  ja  nach  Nr.  593  überall  im  Bereiche 
positiy  oder  überall  im  Bereiche  negativ  ist.  Nach  Satz  9^ 
Nr.  30,  folgt;  daß  a  mit  ß  wächst  oder  abnimmt;  je  nach- 
dem 2)  positiv  oder  negativ  ist.  Daher  heißt  die  Abbildung 
gleichsinnig,  wenn  S)  >  0  ist,  und  ungleidisinnig,  wenn  S)  <  0 
ist.  Umläuft  ein  Punkt  eine  Stelle  {x,  y)  der  einen  Ebene, 
80  umläuft  sein  Bildpunkt  die  Bildstelle  (u,  v)  in  der  andern 
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Ebene  in  demselben  oder  entgegengesetztem  Sinne^  je  nachdem 
S)  >  0  oder  <  0  ist,  vorausgesetzt  natürlich,  daß  dabei  der  erste 
bewegliche  Punkt  in  einer  hinreichend  kleinen  Umgebung  der 
Stelle  {Xy  y)  verbleibt. 

696.  OreiiBwert  desVerUltniMessweierBrolacki- 
Inhalte  bei  stetiger  Abbildung.  Außer  der  Stelle  {u,  v) 
betrachten  wir  etvei  benachbarte  Stellen  (u  +  J^Uy  v  -f-  J^v) 
und  (tt  +  ^8  M;  V  +  ^i  t;).  Das  Dreieck,  dessen  Ecken  die 
Punkte  in  dieser  Reihenfolge  sind,  hat,  falls  u,  v  rechtwinklige 
Koordinaten  bedeuten,  nach  dem  Beispiele  in  Nr.  530  den 
Flächeninhalt  j  (J^ uJ^v  —  J^uJ^ v). 

Zu  den  drei  Punkten  gehören  Bildpunkte  in  der  a;y-Ebene, 
die  wir  entsprechend  bezeichnen  und  deren  Dreieck  den  Flächen- 
inhalt ^  (^^i^  ^«y  —  ^i^^iV)  ^^;  ^^  ^^  d^B  Verhältnis  beider 
Flächen  den  Wert 

^^  j^uJ^v  —  d^uJ^v 

hat.    Hierin  ist: 

JiX  =-  9  (w  +  J^u,  i)  +  J^v)  —  9?  (w,  t;), 


(•"1,1). 


Nach  dem  Mittelwertsatze  28,  Nr.  137,  läßt  sich  hierf&r 
schreiben: 

o 
^<y  ==  ^  *  (W  +  ^i-^f  M,  V  +  -^^^^t?)  •  ^iU  + 

o 

wobei  öl,  öj,  "d"!,  %'^  positive  echte  Brüche  bedeuten.  Wir 
setzen  diese  Werte  in  (1)  ein  und  dividieren  daun  Zahler  und 
Nenner  durch  zl^uJ^u,  Lassen  wir  alsdann  zi^t«,  z/^v,  z/|U,  /l^v 
nach  Null  streben,  doch  so,  daß  die  Brüche  /j^v :  j^^u  und 
J^v :  d^u  (oder  ihre  reziproken  Werte)  bestimmte  endliche 
Grenzwerte  d^v  :  d^u  und  d^v,  d^u  (bzw.  die  reziproken  Werte) 
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erreichen^    so   kommt;    weil   die   Ableitungen  yon   g>  und   t 
fltetiff  sind:  i-     .^  m 

Wir  können  daher  sagen: 

Säte  12:  Vermitteln  die  Gleichungen  a:  —  tjp  (u,  v),  y  —  ^  (m,  v) 
eine  stetige  AhbOdung  einer  Ebene  mit  den  rechtunnMigen  Koor- 
dinaten X,  y  auf  einer  Ebene  mit  den  rechttoinkligen  Koor- 
dinaten Uj  V  und  sind  P,  P^,  P,  drei  Punkte  der  ersten  Ebene 
und  P',  P[y  P^  ihre  Bädpunkte,  so  ist  der  Grenewert  des  Ver- 
haUnisses  der  Inhalte  der  beiden  geradlinigen  Dreiecke  PPjPt 
und  P'P'^P'^  gleich  dem  Werte  der  Funktionaldeterminante 
^u^v'^'^u^vj  jreftiZcfe^  für  die  Stelle  P',  sobald  P,'  und  P,  so 
nach  P'  streben,  daß  den  Eichtungen  der  Seiten  P'P[  und  P'P^ 
bestimmte  Grenzlagen  zukommen. 

Da  wir  ein  Flächenstück  einer  Ebene,  das  sich  in  einem 
Punkt  zusammenzuziehen  strebt,  in  lauter  Dreiecke  zerlegen 
können,  deren  Seiten  um  so  weniger  von  geraden  Linien  ab- 
weichen, je  stärker  die  Zusammenziehung  geworden  ist,  so 
könnten  wir  aus  dem  Ergebnisse  den  Schluß  ziehen,  daß  das 
Verhältnis  der  Fläche  eines  Stückes  der  a;y-Ebene  zur  Fläche 
des  entsprechenden  Stückes  der  uv-Ebene  nach  S)  strebt,  wo- 
bei 2)  für  diejenige  Stelle  {u,  v)  zu  bilden  ist,  nach  der  hin  sich 
das  zweite  Stück  zusammenzieht. 

Dieser  Schluß  ist  allerdings  nicht  streng.  Wir  werden 
aber  später  sehen,  daß  er  doch  richtig  ist  (in  Nr.  599). 

697.  Bas  Problem  der  Transformation  der  Boppel- 
Integrale.  Nach  diesen  Vorbereitungen  stellen  wir  uns  die 
Aufgabe,  in  einem  Doppelintegrale 

(1)  V^fffix,y)dxdy 


■f/f(-' 


die  neuen  Veränderlichen  u,  v  einzuführen,  die  mit  x,  y  durch 

die  Gleichungen 

(2)  a:-9(t*,  t?),  y^'^{u,v) 

yerbxmden  sind. 

Dabei   setzen   wir  voraus,   daß   der   Bereich  E^   auf  den 
sich  das  Doppelintegral  (1)   bezieht,   zu  jenem  Bereiche  von 
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Wertepaaren  x^  y  oder  Yon  Punkten  {Xj  y)  der  iry-Ebene  ge- 
hört, für  den  die  in  Nr.  593  formulierten  drei  YoraussetEungen 
gelten.  Außerdem  soll,  wie  immer,  f{Xy  y)  eine  stetige  Funktion 
yon  Xj  y  im  Bereiche  E  sein. 

Die  gestellte  Aufgabe  hat  eine  einfache  geometrische 
Deutung:  Denken  wir  ims  E  in  eine  Anzahl  Teilbereiche  JE 
zerlegt  und  in  jedem  einen  Punkt  Q  gewählt^  so  ist  V  nach 
Satz  5,  Nr.  577,  als  Grenzwert  der  Summe  aller  Produkte 
f^JE  aufzufassen,  wobei  f^  den  Wert  von  f  för  den  Punkt  Q 
bedeutet  und  der  Ghrenzübergang  in  der  Weise  zu  bewerk- 
stelligen ist^  daß  die  Ausdehnungen  aller  Teile  JE  nach  Null 
streben. 

Jeder  Stelle  {Xy  y)  des  Bereiches  E  entspricht  nun  eine 
Stelle  (ti,  v)  der  ut^-Ebene,  dem  gesamten  Bereiche  E  also  ein 
Bereich  E'  der  iif7-Ebene  und  jeder  Zerteilung  von  E  in 
Gebiete  JE  eine  Zerteilung  yon  E'  in  Gebiete  JE\  Ferner 
entspricht  der  Stelle  Q  yon  JE  eine  Stelle  Q'  von  JE'. 
Wir  wollen  annehmen,  Q'  habe  die  Koordinaten  u,  v,  und 
es  sei  schon  der  Wert  bekannt,  nach  dem  das  VeihSltnis 
JE:  JE'  strebt,  sobald  sich  JE'  auf  die  Stelle  Q'  zu- 
sammenzieht. Dieser  Grenzwert  wird  eine  Funktion  o  Ton 
u  und  V  sein: 

(3)  lim^^,, -cd(u,  t?). 
Alsdann  ist: 

(4)  lim  f^JE'^YLmf^fQ (te,  v)  JE', 

Wenn  Q  die  Koordinaten  x,  y  hat,  so  daß  f^  den  zugehörigen 
Wert  f{x,  y)  bedeutet,  so  folgt  aus  (2),  daß  f^  gleich  der 
Funktion  yon  u  und  v: 

gebildet  für  die  Stelle  Q'^  ist.     Alsdann  gibt  (4): 
lim  ^f^JE  =  lim  2F^m{uj  v)JE' 


oder; 
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Die  gestellte  Aufgabe  wird  also  zu  einer  solchen  Formel 
fähren: 

(5)  j  jf^^' y)  ^^ ^y    jj^^^'  t)(X}{Uy  V)  du dv, 

E  E' 

Das  Doppelintegral  rechts  bezieht  sich  auf  den  Bereich  E'  der 
uü-Ebene^  und  sein  Integrand  ist  das  Produkt  der  alten  Funk- 
tion f  mit  einer  allerdings  Torerst  noch  unbekannten  Funktion 

Wenn  wir  in  jedem  Punkte  (x,  y)  auf  der  a;y-Ebene  das 
Lot  Ton  der  Länge 

(6)  B"f{x,y) 

errichten  imd  ebenso  in  jedem  Punkte  (u,  v)  auf  der  ti  v-Ebene 
das  Lot  Ton  der  Länge 

(7)  m;  -  (d(w,  v)f{<p{u,  v)  ^(w,  v)\ 

so  ergeben  sich  zwei  krumme  Flächen  im  orj/ir-Baume  bzw. 
tit7U?-Baume;  wobei  Xy  y^  z  und  u,  Vj  w  rechtwinklige  Koordi- 
naten sein  sollen.  Nach  Nr.  578  stehen  die  beiden  krunamen 
Flächen  wegen  (5)  alsdann  in  folgender  Beziehung: 

Ist  JE  irgend  ein  Teil  des  Bereiches  E  und  JE'  der 
zugehörige  Teil  des  Bildbereiches  E\  so  ist  das  Volumen  des 
geradßn  Zylinders^  der  die  Grundfläche  JE  hat  und  bis  an 
die  Fläche  (6)  reicht;  stets  gleich  dem  Volumen  des  geraden 
Zylinders ;  der  die  Grundfläche  JE'  hat  und  bis  an  die 
Fläche  (7)  reicht. 

698.  AnBflhmng  der  Transformation  eines  Boppel- 
integrals.  Bei  einem  einfachen  Litegrale  ist  die  Einführung 
einer  neuen  Veränderlichen  mittels  der  Substitutionsmethode 
von  Nr.  417  leicht  zu  bewerkstelligen.  Wir  fahren  daher  die 
Aufgabe  auf  diese  Methode  zurück;  indem  wir  einerseits  das 
Doppelintegral  V  der  letzten  Nummer  nach  Nr.  576  als  das 
Ei^ebnis  der  Aufeinanderfolge  zweier  einfacher   Integrationen 


f[ff(.x,y)dy]dx 


auffassen  und  andererseits  die  beiden  neuen  Veränderlichen  Uy  v 
nicht  zusammen^  sondern  nacheinander  einführen. 
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Bei  der  Integration  hinsichtlich  y  spidt  x  die  BdU 
einer  imUhürlichen  Konstanten,  Vermöge  der  ersten  der  beiden 
Gleichungen: 

(1)  a:-9(u,t;),       y  -  ^(w,  t?) 

wird  bei  dieser  Auffassung  u  als  eine  gewisse  Funktion  van  v 
definiert,  vorausgesetzt ,  daß  diese  erste  Gleichung  u  wirUich 
enthält;  d.  h.  vorausgesetzt^  daß  7«  +  0  ist  Die  so  definierte 
Funktion  u  Yon  v  denken  wir  uns  in  die  zweite  Gleichung  (1) 
substituiert;  so  daß  eine  Gleichung  zwischen. y  und  v  hervor- 
geht; die  also  y  als  Funktion  von  v  definiert.     Dabei  ist: 

worin  für  du  :  dv  derjenige  Wert  zu  setzen,  ist;  der  bei  der  An- 
nahme X »  konst.  aus  der  ersten  Gleichung  (1)  folgt  Diese 
Gleichung  gibt  aber: 

80  daß  herauskommt: 

Substituieren  wir  v  statt  y  in  dem  Integral  ^/(a:;  y)dy,  so  er- 
gibt sich  daher: 

wobei  unter  u  und  y  die  erwähnten  Funktionen  von  i;  zu  rer- 
stehen  sind. 

Wir  sind  jetzt  zu  einem  Doppelintegrale 


(2)         //«.,, )f_ 


dxdv 


gelangt;  in  dem  x  und  v  die  Veränderlichen  des  Integranden  be- 
deuten. Der  Bereich  E,  auf  den  sich  das  in  x  und  y  aas- 
gedrückte ursprüngliche  Integral  bezog,  wird  durch  einen  Rand 
begrenzt;  längs  dessen  eine  Beziehung  zwischen  x  und  y  be- 
steht. Anstelle  dieses  Bereiches  ist  jetzt  ein  Bereich  Ton 
Wertepaaren  x,  v  getreten;  und  die  Grenze  dieses  Bereiches 
wird  durch  eine  Beziehung  zwischen  x  und  v  ausgedrückt. 
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Das  neue  Doppelintegral  (2)  können  wir  nun  wieder  als 
das  Ergebnis  zweier  aufeinanderfolgender  einfacher  Integrationen 
auffassen^  und  wir  dürfen  zuerst  hinsichtlich  x  und  alsdann 
hinsichtlich  t?  integrieren: 

Bei  der  Integration  hinsichtlich  x  spieU  alsdann  v  die  Bette 
einer  tmUkürlicJien  Konstanten,  Nun  können  wir  mittels  der 
ersten  Gleichung  (1),  nämlich: 

X  =  9(w,  v), 
statt  X  die  neue  Veränderliche  u  einführen ,  und  es  ist  dabei: 

dx  =  (Pu^^ 
zu  setzen^  so  daß  kommt: 


/[/>(«',y)f/««^«]''«- 


Demnach  hat  das  Doppelintegral  schließlich  diese  Oestalt  an- 
genommen: 

^  fi^7  y)'S)dudv. 


fß 


Darin  sind  jetzt  die  beiden  neuen  Veränderlichen  u  und  v  ein- 
geführt, d.  h.  unter  x  und  y  sind  darin  die  Werte  (1)  zu  ver- 
steheU;  so  daß  wir  das  neue  Integral  in  dieser  Gestalt  erhalten: 

(3)  fß^'P'  ^)'^d^^^- 

Hierin  soll  E'  den  Bereich  derjenigen  Wertepaare  u,  v  be- 
zeichnen, die  vermöge  (1)  den  Wertepaaren  x,  y  des  Bereiches  E 
entsprechen. 

Bei  dieser  Transformation  haben  wir  jedoch  auf  einen 
Umstand  nicht  die  gebührende  Rücksicht  genommen:  Bei  den 
Doppelintegralen  haben  wir  stets  die  VenLuderlichen  des  Inte- 
granden  als  wachsende  Größen  angenommen,  indem  wir  die 
oberen  Integralgrenzen  größer  als  die  unteren  wählten.  Dies 
geschah,  weil  die  Doppelintegrale  nach  Satz  4,  Nr.  575,  eine 
geometrische  Bedeutung  als  Volumina,  d.  h.  als  Grenzwerte  Ton 
Summen  Ton  Prismeninhalten  haben,    wobei  die  Grundflächen 
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der  Prismen  Rechtecke  ^xAy  waren,  die  wir  als  positive 
Größen  auffaßten.  Da  nnn  die  Grenzen  der  beiden  einfachen 
Integrale,  die  das  neue  Doppelintegral  (3)  liefern,  durch  den 
Rand  des  neuen  Bereiches  £'  bedingt  werden,  so  können  wir 
nicht  erwarten,  daß  auch  hier  stets  die  oberen  Grenzen  großer  als 
die  unteren  werden.  Wollen  wir  diese  Vorschrift  aber  machen, 
so  werden  wir  eventuell  genötigt  sein,  die  Grenzen  zu  yertauschen, 
d.  h.  der  neue  Wert  (3)  ist,  abgesehen  von  seinem  Vorzeichen, 
richtig,  und  es  bleibt  noch  übrig,  das  richtige  Vorzeichen  zu 
bestimmen. 

Dies  geschieht  so:  Der  Bereich  E  der  Wertepaare  x^  y 
zerfällt  in  zwei  Teile  E^  und  jB,;  im  einen  ist  f(x,  y)>0, 
im  andern  <  0,  so  daß  bei  dem  Doppelintegrale: 

(4)  ffn^.  y)ä^dy  -JJfi^^  y)^'^^y  +fff^'''  »)^^^y 

der  erste  Summaod  rechts  positiv  und  der  zweite  negativ  ist, 
weil  sie  als  Folgen  Ton  einfachen  Integrationen  aufzufassen  sind, 
bei  denen  die  oberen  Grenzen  größer  als  die  unteren  sind, 
während  der  Integrand  positiv  bzw.  negatiy  ist.  VgL  Satz  12, 
Nr.  412.  Den  Teilen  E^  und  E^  von  E  entsprechen  Teile 
Ei  und  Ei  von  E'.  Im  ersten  ist  f(ip,  ^)  >  0,  im  zweiten 
<  0.  Wenn  wir  also  auch  beim  transformierten  Integrale  die 
oberen  Grenzen  größer  als  die  unteren  wählen  und  es  zer- 
legen in: 

{b)jjf{%if)%dudv^jjf{i^y'^)^ 

E'  El'  A' 

so  haben  hier  die  Summanden  rechts  dieselben  Vorzeichen  wie 
die  in  (4),  sobald  ^  >  0  ist,  dagegen  haben  sie  die  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen,  wenn  S)  <  0  ist.  Wir  erinnern  hierbei 
daran,  daß  S)  nach  Nr.  593  überall  einerlei  Vorzeichen  hat 
Hieraus  schließen  wir  nun:  Die  Summanden  in  (4)  sind  denen 
in  (5)  nur  dann  auch  im  Vorzeichen  gleich,  wenn  staM  S)  der 
absolute  Betrag  von  2)  gesetzt  wird.  Also  haben  wir  das  Er- 
gebnis der  Transformation  so  darzustellen: 

(6)  JJfix,  y)dx  dy  "JJfif,  V)  1 2)  I  d«  dv. 

E  E' 
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Ferner  wnrde  oben  bei  der  Aasf&hnmg  der  Transformation 
9^  -f  0  Torausgesetzt.  Diese  Annahme  ist^  wie  wir  jetzt  zeigen 
wollen,  unnötig.  Nach  der  zweiten  Voraussetzung  in  Nr.  593 
wird  S)  oder  q>^f^  —  t„<p„  nirgends  gleich  Null,  woraus  folgt, 
daß  an  jeder  Stelle  entweder  q>„  +  0  oder  9,  +  0  ist.  Wir 
zerlegen  nun  den  Bereich  E  in  zwei  Teile  E^  und  E^]  dabei 
soll  E^  lauter  solche  Wertepaare  x,  y  enthalten,  für  die  infolge 
von  (1)  die  Ableitung  «JP«,  +  0  ist,  und  E^  lauter  solche,  für 
die  9^9  +  0  ist.  Das  vorgelegte  Doppelintegral  läßt  sich  nun 
wieder  wie  in  (4)  als  Summe  des  auf  E^  und  des  auf  E^  be- 
züglichen darstellen.  Beim  ersten  Summanden  ist  wegen  ^„  +  0 
die  obige  Transformation  anwendbar,  so  daß  er  übergeht  in: 

(7)  fff{<p,i,)\^\dudv. 

El 

Beim  zweiten  Summanden  verfahren  wir,  weil  (p„  +  0  ist,  genau 
so  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  daß  wir  bei  der  allmählichen 
Einführung  der  neuen  Veränderlichen  u,  v  diese  beiden  Größen 
ihre  Rollen  vertauschen  lassen,  d.  h.  wir  führen  zuerst  statt 
X,  y  die  Veränderlichen  x  und  u  und  alsdann  die  Veränder- 
lichen u  und  V  ein.  Dabei  sind  also  9^  und  ^„  mit  q>^  und 
^^  zu  vertauschen.  Es  zieht  dies  nach  sich,  daß  S)  durch  —  S 
ersetzt  werden  muß.  Weil  aber  nur  der  absolute  Beirag 
von  S)  auftritt,  so  liefert  der  zweite  Summand: 

(8)  JJf{q>,fp)\^\dudv. 

Die  Summe  der  beiden  Integrale  (7)  tmd  (8)  aber  ist,  da  E[ 
und  E%  den  Bereich  E'  ausmachen,  das  in  (6)  rechts  stehende 
Int^pral. 

Wir  gelangen  also  in  jedem  Falle  zu  der  Transformations- 
formel (6). 

8aiB  13:  Liegt  ein  Doppelvntegral 

Y^JJf{x,y)dxdy 

voTj  erstreckt  über  einen  solchen  Bereich  E  van  Wertepaaren  Xy  y, 
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in  dem  f  eine  stetige  Funktion  vott  x  und  y  ist,  ufid  werden  dwreh 
die  Gleichungen: 

X  -  <jp(ti,  v),        y  -  ^(m,  v) 

die  neuen  Veränderlichen  u  und  v  eingeführt,  so  geht  V  über  in 
fffi%i^)\'S)[dudv. 

Dabei  sind  u,  v  d)enso  wie  x,  y  in  V  solche  Veränderlidie,  die 
bei  der  Ausführung  der  Integrationen  UHuhsen,  und  2)  bedeutet 
die  Funktioncddeterminante: 

während  E'  der  zum  Bereiche  E  gehörige  Bereich  der  Werte- 
paare  u,  v  ist,  Vorausgesetjst  wird  bei  dieser  Transformatiim, 
daß  erster^  tp  und  ^  mit  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  in  dem  Bereiche  E'  stetig  seien,  zweitens  S)  dasdbst 
nirgends  verschunnde  und  drittens  die  Bereiche  E  und  E'  gegen- 
seitig eindeutig  aufeinander  bezogen  seien, 

Beispiel:  Ist  a?  «-  t;  cos u,  y  ==  t;  sin  w,  so  ist  S)  =  —  v,  also 

/  /  f{^)  y)dx  dy  ^  I  I  f(v  cos  Uy  V  sin  u)v  du  dv, 

sobald  t7  >  0  ist.  Ntm  sind  aber  u  und  v  auch  als  Potar- 
hoordinaten  o  und  q  aufzufassen,  da  ja  rc  »•  ^  cos  cD;  y  «-  (> sino 
ist.    Also  kommt  als  neuer  Ausdruck  des  Integrals: 


//' 


Qf(Q cos iOj  Qsin(o)d<DdQ, 

Diesen  Wert  haben  wir  unter  (3)  in  Nr.  582  direkt  berechnet 

699.  OreiiBwert  des  VerUltnüMiefl  sweiar  ent- 
spreohender  Fl&ohenstftoke  bei  stetiger  Abbildung 
einer  Bbene  auf  einer  anderen  Bbene.  Wir  sind  jetzt 
in  der  LagC;  die  in  Nr.  596  zum  Schlüsse  yersprochene  Be- 
merkung zu  machen.  Nach  Nr.  597  wissen  wir,  daß  das 
Integral^  in  das 

V^JJf{x,y)dxdy 
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bei  der  stetigen  Abbildung 

übergeht;  die  Form 

(1)  fJf{q>,iiXu,v)dudv 

baben  moä,  worin 

(d(u,  t;)«  lim  IJ. 

ist.  Dabei  bedeuteten  j^E  und  jJE'  einander  entsprechende 
positiv  zu  messende  Flächenstücke  von  E  und  E',  und  der 
Grenzübergang  sollte  so  stattfinden,  daß  sieb  jdE'  auf  den 
Punkt  (u,  v)  zusammenzieht.  Die  Vergleichung  des  Integrals 
(1)  mit  dem  in  Satz  13  angegebenen  zeigt  nun,  daß  cd  »  1 2)  | 
ist.     Also  folgt: 

Sat0  14:  Wenn  hei  einer  stetigen  Abbüdung  x  =^  g>(Uf  v), 
y  ».  ^{uy  v)  der  Ebene  mit  den  rechttvtnJdigen  KoordineUen  x,  y 
in  der  Ebene  mit  den  rechttvinkligen  Koordinaten  u,  v  der  zu 
einem  Flächenstücke  JE  der  ersten  Ebene  gdwrige  Teil  AE' 
der  atveiten  Ebene  die  bestimmt  gewählte  Stelle  {u,  v)  enthalt  und 
wenn  die  Ausdehnungen  von  JE'  nach  Null  streben^  so  ist  der 
Grr^nzwert 

600.  Komplanation  einer  Fl&ohe,  die  mittels 
knimmllnlger  Koordinaten  dargeetellt  Ist.  Die  in  Satz  13, 
Nr.  598,  gefundene  Formel  für  die  Transformation  eines  Doppel- 
integrals wollen  wir  benutzen,  um  den  in  Satz  8,  Nr.  584,  ge- 
fundenen Wert 

(1)  //Kp*  +  g*  +  1  dx  dy 
f&r  ein  Stück  der  Flache 

(2)  >  =  f(<^,y) 

auf  eine  bemerkenswerte  andere  Form  zu  bringen. 
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Wenn  wir  wie  in  Nr.  593  neue  Veiunderliche  u  und  9 
yennöge 

(3)  X  -  q>(u,  t?),         y  -  ^(u,  v) 

einfahren ;  so  wird  g  nach  (2)  ebenfalls  eine  Funktion  x  von 
u  und  V,  Die  Fläche  kann  nun  statt  in  der  Form  (2)  auch 
in  der  Form: 

(4)  x^(p(u,v),    y  =  ^(w,  r),    z  ^  x(^>  ^) 

dargestellt  werden^  indem  jetzt  x^  y  und  ss  Funktionen  zweier 
HilfsTeranderlichen  u,  v  sind.  Von  dieser  Art  der  Darstellung 
einer  Fläche  war  schon  in  Nr.  251  die  Rede.  Man  nennt  u 
und  V  Gaußische  oder  krumnilinige  Koordinaten  der  Fläche, 
und  zwar  aus  folgendem  Grunde:  Geben  wir  z.  B.  u  einen  be- 
stimmten Wert,  so  sind  x,  y,  z  nach  (4)  Funktionen  einer 
einzigen  Veränderlichen  t?;  d.  h.  sie  definieren  eine  f  tifre,  die 
auf  der  Fläche  yerläuffc.  Man  nennt  diese  Kurve  eine  Pairameidr' 
linie  (u)  der  Fläche,  Ebenso  gehört  zu  jedem  Werte  von  v 
nach  (4)  eine  Parameterlinie  (v)  der  Fläche.  Jeder  Punkt  der 
Fläche,  der  durch  bestimmte  Werte  von  u  und  v  nach  (4) 
definiert  ist,  erscheint  als  Schnittpunkt  einer  Parameterlinie  (u) 
und  einer  Parameterlinie  (t;).  Die  Parameterlinien  überdecken 
also  die  Fläche  netzartig. 

In  (1)  bedeuten  p  und  q  die  Ableitungen  von  z  nach  x 
und  y.  Nun  sind  Xj  y  nach  den  beiden  ersten  Gleichungen  (4) 
Funktionen  von  u  und  t\     Daher  kommt: 

woraus  folgt: 

y  z  — jp  y  z  X  — a?  z 

30  y  —y  X  '         ^  X  y  — y  x 

Femer  ist: 

Das  Flächenstack  (1)  stellt  sich  in  den  Veränderlichen  u,  v 
nach  Satz  13,  Nr.  698,  so  dar: 


fß 


yp*  +  q*+l\'Si\dudv. 

Dies  Doppelintegral  bezieht  sich  auf  einen  gewissen  Bereich 
Ton  Wertepaaren  a,  v,  d.  h.  auf  einen  gewissen  Bereich  tou 
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Flächenpunkten  mit  den  krummlinigen  Koordinaten  u,  v.  Nach 
den  vorhergehenden  Formeln  hat  dies  Doppelintegral  den  Aus- 
druck: 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist.  Der  Radikand  läßt  sich  so 
schreiben: 

iai  +  yi  +  4){^e  +  yi  +  4)  —  (XuXp  +  y^y^  +  BuSSp)\ 

Wenn  wir  nun  unter  Ej  F^  G  die  drei  Größen  verstehen: 

E^xl  +  yl  +  zl,        ö  =  rcj  +  yj  +  irj, 


(5) 

F^-^x^x.  +  y.^y.  +  z^z,, 

so  nimmt  das  Doppelintegral  die  Form  an: 

(6)  JJyEG-F^dudv. 

Die  Größen  E,  Fj  G,  die  überhaupt  eine  wichtige  Rolle  in 
der  Flachentheorie  spielen,  falls  man  Gaußische  Koordinaten 
anwendet,  heißen  die  auf  die  Fläche  (4)  bezüglichen  Funda- 
mentalgrößen erster  Ordnung,  Es  gibt  nämlich  noch  andere,  die 
als  die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  bezeichnet  werden, 
aber  hier  nicht  in  Betracht  kommen. 

Die  durch  den  Fluchenpunkt  (x,  y,  z)  oder  (u,  v)  gehende 
Parameterlinie  (y)  hat  in  diesem  Punkte  eine  Tangente,  deren 
Richtungskosinus  nach  (3)  in  Nr.  252  sofort  aus  (4)  durch 
Differentiation  nach  u  gewonnen  werden: 

Ye'    Ye'    Ye' 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist,  falls  wir  die  Kurve  im  Sinne 
wachsender  Werte  von  u  positiv  rechnen.    Entsprechend  sind 

Yg'    Y^'    Yg^ 

die  Richtungskosinus  der  durch  den  Flächenpunkt  gehenden  Para- 
meterlinie (u).    Ist  k  der  Winkel  beider  Tangenten,  so  ist: 

cos  A  « ; ;: =  ————:, 

YeYo  Y^Y(^ 
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wobei  die  Wurzeln  positiv  sind.     Hieraus  folgt: 


sin  A  =  ^    ^^  ^    , 

yEYG  ' 

wobei  auch  die  Wurzel  im  Zähler  positiv  ist,  wenn  wir  den 
Winkel  A  zwischen  0  und  x  annehmen.  Es  ist  jetzt  hiernach 
und  nach  (6)  die  Oberfläche  gleich  dem  Doppelintegrale: 


(7)  ffy^y^ 


sink  du  dv. 


Nun  ist  das  Bogenelement  d^s  der  Parameterlinie  (t;)  in  dem 
betrachteten  Plächenpunkte  nach  (4)  in  Nr.  267: 

d^s  =  V(xju)''+Jyjüy  +  ÖV^*  -  YEdu, 

wobei  yE  positiv  ist.  Ebenso  ist  d^s « YGdv  das  Bogen- 
element der  Parameterlinie  (m)  in  dem  Flächenpunkte.  Daher 
läßt  sich  das  Doppelintegral  (7)  so  darstellen: 

(8)  I  j  Bin  U^sd^s. 

Wir  erinnern  jetzt  daran  ^  daß  das  Doppelintegral 

(9)  JJ^'^^y 

in  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  hiner- 
streckt über  einen  gewissen  Bereich,  nichts  anderes  ist  als  der 
Grenzwert  der  Summe  aller  Teilrechtecke  ^xJy  des  Bereiches 
(nach  Nr.  575)  ^  d.  h.  der  Flächeninhalt  des  Bereiches.  Die 
Formel  (8)  besagt  etwas  ganz  Entsprechendes  für  den  Flächen- 
inhalt  der  krummen  Fläche  (4). 

Zerlegen  wir  nämlich  den  betrachteten  Bereich  der  Obe^ 
fläche  durch  Parameterlinien  (u)  und  (v)  in  Teilbereiche,  so 
daß  etwa  zu  u,  v  und  u  +  ^u^  v  +  z/v  vier  Parameterlinien 
gehören,  die  ein  krummes  Viereck  auf  der  Fläche  begrenzen, 
so  mögen  ^^s  und  ^^s  die  Bogenlängen  der  vom  Punkte  (u,  t>) 
ausgehenden  beiden  Vierecksseiten  auf  den  Parameterlinien  iv) 
und  (m)  sein.  Da  die  Parameterlinien  im  Punkte  (m,  v)  Tan- 
genten haben,  die  den  Winkel  A  einschließen,  so  nähert  sich  das 
Produkt  %mkJ^sJ^s  um  so  mehr  dem  Werte  des  Flächen- 
inhaltes des  Vierecks,  je  kürzer  die  Seiten  J^s  und  jd^s  werden, 
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weil  das  Yiereck  dabei  danach  strebt^  eiDem  ebenen  Parallelo- 
gramme ähnlich  zn  werden.  Ebenso  wie  wir  in  (9)  unter 
dxdy  den  Grenzwert  eines  Teilrechteckes  JxJy  verstehen 
können  y  lä&t  sich  also  auch  in  (8)  das  Produkt  mikd^^sd^s 
als  Grenzwert  eines  Teilvierecks  der  P'läche  (4)  auffassen. 

601.  Komplanation  einer  Fl&elie,  die  mittels 
rftomlicher  Polarkoordinaten  dargestellt  ist.  Führen 
wir  nach  Nr.  97  räumliche  Polarkoordinaten  r,  ö,  ^  ein,  in- 
dem wir  setzen: 

(1)  iT  ==  rsinöcos^,    y  =  rsinösin^,    ^««rcosö, 
so  läßt  sich  die  Fläche  z  =  f{Xy  y)  in  der  Form: 

r  cos  ö  «  f{r  sin  0  cos  i^,    r  sin  0  sin  ^) 

darstellen,  und  die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  r  möge 
ergeben: 

(2)  r  =  F(e,fli), 

80  daß  hiermit  die  Fläche  in  räumlichen  Polarkoordinaten  aus- 
gedrückt ist.  Wir  können  jetzt  0  und  ^  als  die  Gaußischen 
Koordinaten  u  und  v  in  der  vorigen  Nummer  auffassen.  Als- 
dann ist  nach  den  Formeln  (1): 

Xe=^r  cos  ö  cos  ^  +  Te  sin  0  cos  ^,     Xxf,  =  —  r  sin  0  sin  ^ 

-f-  Trf,  sin  0  cos  ^, 

ye^  r  cos  ö  sin  ^  +  re  sin  0  sin  ^,     y,^  =»  r  sin  ö  cos  ^ 

+  r,p  sin  0  sin  ^, 

^Ttf  =  —  r  sin  ö  +  r^  cos  0,  Zxp  =-  r^  cos  ö, 

so  daß  die  Fundamentalgrößen  Ey  F,  G  nach  (5)  in  voriger 
Nummer  diese  werden: 

E'^r^  +  rj,        F^rer^,        G  -  r^sin^ö  +  rj, 

also 

EG-F^^  r\{r^  +  rj)sin»ö  +  4] 

wird.  Das  Oberflächenintegral  (6)  der  letzten  Nummer  wird 
somit  dies: 

(3)  Jjry(f^^^i^)^^¥^ld0di>. 

Dabei  soll  die  Koordinate  r  positiv  gewählt  sein. 
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Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  Komplanation  eines  Teiles 
der  Kf^gelSJiche  vom  Radius  r,  so  ist  r  konstant,  so  daß  sich 
das  Doppelintegral  reduziert  auf: 


r^ff\3me\dedi^. 


602.  Bohwerpuiikte  von  ebenen  Flftohen  und 
Kuren.  Als  Anhang  möge  hier  noch  der  Begriff  des  Schwer- 
punktes, der  uns  in  Nr.  567  und  Nr.  589  begegnete,  definiert 
werden. 

Es  liege  ein  ebenes  Flächenstück  E,  begrenzt  durch  eine 
stetige  Kurve,  vor,  und  dieser  Bereich  werde  in  Teilbereiche  JE 
zerlegt.  Außerdem  sei  in  der  Ebene  eine  Gerade  g  gegeben. 
Wählen  wir  in  jedem  Teilbereiche  JE  einen  Punkt  Q  und 
verstehen  wir  unter  q  seine  Entfernung  von  g,  positiv  oder 
negativ  gerechnet,  je  nachdem  Q  auf  der  einen  oder  anderen 
Seite  von  g  liegt,  so  wii-d  q  eine  Funktion  der  Koordinaten 
X,  y  des  Punktes  Q  sein.  Die  über  alle  Teilbereiche  erstreckte 
Summe  UqJE  hat,  falls  die  Ausdehnungen  aller  Teilbereiche 
nach  Null  streben,  nach  Nr.  577  einen  von  der  Art  der  Zerlegung 
unabhängigen  Grenzwert,  nämlich  den  Wert  eines  gewissen 
Doppelintegrals. 

Wenn  die  gegebene  Gerade  g  in  der  Normalform  die 
Gleichung  hat: 

(1)  xoosa  +  ysina  —p  =  0, 

so  ist  ihre  linke  Seite  der  Wert  des  Abstandes  q  des  Punktes  Q 
oder  (rr,  y)  von  g  und  zwar  positiv  oder  negativ  gerechnet,  je 
nachdem  Q  vom  Anfangspunkte  0  durch  die  Gerade  g  getrennt 
wird  oder  nicht.     Das  erwähnte  Doppelintegral  ist  also  dieses 

(2)  ^g^  I  /  (^  COS  a  +  y  sin  a  —  p)dx  dy. 

Man  nennt  es  das  statische  Moment  der  Fläche  E  in  bezug 
auf  die  Gerade  g.  Insbesondere,  wenn  g  die  rc-Achse  oder 
^>Achse  ist,  so  ergeben  sich  die  statischen  Momente 

(3)  M,  -JJydx  dy,        M^  ^'//^^^  ^V' 

E  E 
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Nach  (2)  ist  nun: 

M^  =  cos  a  M^  +  sin  a  M^  —pf  f  dxdy. 

E 

Das  letzte  Doppelintegral  aber  ist  die  Flache  E  selbst.  Also  folgt: 
(4)  M^  =  cos  a  Jfy  +  sin  «  Jf^  ~"  P-^- 

Es  gibt  nnn,  behaupten  wir,  einen  Punkt  (£,  9)  in  der 
Ebene,  der  so  liegt,  daß  in  bezug  auf  jede  beliebige  Gerade  g 
der  Ebene  das  Produkt  des  Abstandes  des  Punktes  (j,  Ij)  von  g 
mit  der  Fläche  E  gerade  gleich  dem  statischen  Momente  der 
Fläche  E  in  bezug  auf  die  gewählte  Gerade  g  ist.  In  der  Tat 
hat  der  Punkt  mit  den  Koordinaten: 

diese  Eigenschaft.     Denn  sein  Abstand  von  der  Geraden  g  ist 
nach  (1)  gleich  jcosa  +  Ijsina  —  j)  oder  also  nach  (5)  gleich: 

-^cosa  +  -^sina  —  j) 

und  gibt,  mit  der  Fläche  E  multipliziert,  nach  (4)  das  statische 
Moment  M^, 

Dieser  Punkt  (5)  heißt  der  Schwerpunkt  der  Fläche  E. 
Seine  Koordinaten  sind  nach  (3)  und  (5): 

E  E 

Ist  insbesondere  E  die  Fläche  zwischen  der  Kurve  y  =  f{x\ 
der  Abszissenachse  und  den  zu  x^  und  X  gehörigen  Ordinaten, 
so  wird:  jc 

^jydi 
und: 

X  X 

I J  xdxdy^J  xydx,        J  J  ydxdy  —  |  /  y^dx, 

*Ä  X,  E  xo 

so  daß  kommt:  x  x 

fxydx  fy^dx 

(7)  --'^  ^^'0  . 


E- 

«0 


X  f      V  —       X 

fydx  2fydx 
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Den  Wert  von  t)  hatten  wir  in  der  Tat  in  Nr.  567  unter 
(1)  benutzt. 

Wir   wenden    uns   nun    zum   Begriffe   des   Schwerpunktes 
einer  ebenen  Kurve.    Die  Koordinaten  x  und  y  der  Punkte  der 
Kurve  seien  als  Funktionen   der  Bogenlänge  5  gegeben   (vgL 
Nr.  194): 
(8)  ^  =  <)p(«);       y=-*(4 

Wenn  wir  die  Gesamtlänge  S  der  Kurve  in  beliebige  Teile  ^s 
zerlegen  und  jedesmal  die  zugehörige  Sehne  z/d  nennen,  so 
können  wir  in  bezug  auf  eine  beliebige  gegebene  Gerade  g 
der  Ebene  die  Summe  £q/J^  bilden,  worin  q  der  Abstand  des 
Anfangspunktes  der  Sehne  ^^  von  g  sein  soll  Wenn  wir  die 
Zerlegung  der  Gesamtlänge  8  in  Teile  ^ds  so  weit  treiben,  da«B 
alle  Teile  zfs  nach  Null  streben,  so  strebt  diese  Summe,  weil 
lim  J^:  Ja  nach  Satz  4,  Nr.  544,  gleich  Eins  ist,  nach  dem 
Werte 


M^ 


=-Jqds, 


und  dieser  Wert  heißt  das  statische  Moment  der  Kurve  (8)  in 
bezug  auf  die  Gerade  g. 

Hat  die  Gerade  g  wieder  in  der  Normalform  die  Gleichung  (1), 
so  ist  g 

(9)  M^  ^  I  (x  COB  a  +  y  sin  a—  p)  ds, 

0 

Insbesondere  sind 


(10)  M,  '-fyds,        M^  -Jx 


s 

ds 

0 


die  statischen  Momente  der  Kurve  in  bezug  auf  die  x-  and 
y-Achse.  Es  gibt  nun  wieder  einen  Punkt  (je,  t))  in  der  Ebene 
derart,  daß  das  Produkt  seines  Abstandes  von  einer  jeden  be- 
liebigen Geraden  g  mit  der  Gesamtlänge  S  der  Kurve  gleich 
dem  statischen  Momente  M^  ist.  In  der  Tat  hat  der  Punkt 
mit  den  Koordinaten: 

(U)  5-f,       ,-§-• 
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diese  Eigenachaft,  da  er  von  g  den  Abstand  j  cos  a  +  9  sin  a  —  !> 

hat  und  also  das  Produkt  dieses  Abstandes  mit  S  nach  (11) 

und  (10)  gleich 

5  s 

cos  «  /  xds  +  sin  a  /  yds  —pS, 
0  0 

d.  h.  nach  (9)  gleich  M^  ist.  Dieser  ausgezeichnete  Punkt  (11) 
heißt  der  Schwerpunkt  der  Kurve  (8).  Seine  Koordinaten  sind 
nach  (11)  und  (10)  diese: 

s  s 

(12)  i^^fxds,    r,  =  lfvch 

0  0 

Die  Abszisse  j  haben  wir  in  der  Tat  in  Nr.  589  benutzt. 

§  6.  Drei-  und  mehrfache  Integrale. 

603.  Begriir  des  dreifiichen  Integrals.  In  diesem 
Paragraphen  wollen  wir,  jedoch  ohne  alle  Einzelheiten  gründ- 
lich zu  besprechen,  auch  die  drei-  und  mehrfachen  Integrale 
in  den  Bereich  unserer  Betrachtungen  ziehen.  Wir  verzichten 
dabei  auf  die  Existenzbeweise;  sie  sind  analog  den  Existenz- 
beweisen fdr  Doppelintegrale,  für  Volumina-  und  Flächen- 
stücke, die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  ausführlich 
gegeben  wurden. 

Ein  Baumteil  V  sei  durch  eine  stetige  Fläche  von  dem 
übrigen  Räume  abgeschlossen;  femer  sei  eine  Funktion  f(x,  y,  z) 
gegeben,  die  für  jeden  Punkt  (x,  y,  z)  des  Raumteiles  V  stetig 
sei.  Wir  können  das  Volumen  V  in  Teile  z/F  zerlegen  und 
in  jedem  Teile  einen  Punkt  P  wählen.  Ist  alsdann  f^  der 
Wert  von  f  für  den  Punkt  P,  so  bilden  wir  die  Summe 
2]fp^V,  erstreckt  über  alle  Teile  /JV.  Diese  Summe  hat 
einen  von  der  Art  der  angewandten  Teilung  unabhängigen 
bestimmten  endlichen  Grrenzwert,  falls  die  Ausdehnungen  aller 
Teile  ^V  nach  Null  streben,  wobei  die  Anzahl  aller  Teile 
über  jede  Zahl  wächst  (vgl.  Nr.  577).  Dieser  Grenzwert  wird 
als  das  dreifache  Integral  bezeichnet: 

(1)  "'^^Ilff^'^^  y^  z)dxdydz. 
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Der  Index  V  gibt  den  Bereich  an^  über  den  das  Integral  za 
erstrecken  ist.  Insbesondere  kann  man  die  Teilung  dadorch 
bewirken,  daß  man  Teilungsebenen  x  «  konst,  y  «=  konst  und 
z  =  konst.  anwendet.  Sind  ^x,  z/y,  ^e  die  Abstände  je  zweier 
benachbarter  Ebenen  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Art,  so 
ist  ^xJyJz  das  Volumen  eines  Raumteiles  ^F,  nämlich  eines 
Rechtflachs.  Die  Summe  ^f^Jx^y^z  ist  eine  dreifache 
Summe,  erstreckt  über  alle  JXy  alle  Jy  und  alle  Jz^  und 
aus  dieser  dreifachen  Summe  geht  in  naturgemäßer  Weise  die 
Bezeichnung  des  Grenzwertes  durch  das  dreifache  Integral  (1) 
hervor  (vgl.  Nr.  573).  Bei  der  Bildung  der  Summe  Zf^Jx^y^z 
darf  man  ohne  Beeinträchtigung  des  Grenzwertes  J  yon  den 
unvollständigen  Rechtflachen  absehen,  die  längs  der  äußeren 
Begrenzimg  von  V  gelegen  sind  (vgl.  Nr.  575). 

Die  Auswertung  des  dreifachen  Integrals  J  geschieht 
durch  drei  aufeinanderfolgende  einfache  Integrationen,  z.  B. 
zuerst  hinsichtlich  ^,  dann  hinsichtlich  y  und  schließlich  hin* 
sichtlich  X.  Dabei  sind  die  Grenzen  für  die  Integration  hin- 
sichtlich z  Funktionen  von  x  und  y,  die  Grenzen  far  die  Inte- 
gration hinsichtlich  y  Punktionen  von  x  und  die  Grenzen  fElr 
die  Integration  hinsichtlich  x  Konstanten  (vgl.  Nr.  576). 
Außerdem  sind  die  oberen  Grenzen  stets  größer  als  die  unteren. 

604.  Bas  Tolnmen  als  dreifaohes  Integral.  Ins- 
besondere steUt  das  vorhin  betrachtete  Integral  eT'das  Volumen  V 
selbst  dar,  wenn  die  Funktion  f  gleich  Eins  gewählt  wird: 

(1)  V=J  fjdxdydz, 

V 

Sind  x',  y\  z'  schiefwinklige  Koordinaten  im  Räume  und 
a,  /5,  y  die  Winkel  zwischen  der  y'-  und  j? '-Achse,  der  z'-  und 
a;'- Achse  sowie  der  x'-  und  y '-Achse,  so  werden  wir  Teil- 
ebenen parallel  den  Eoordinatenebenen  anwenden,  so  daß  die 
Teile  jd  V  Parallelepipede  werden.  Das  Volumen  eines  Pandlel- 
epipeds,  dessen  Kanten  Jx',  Jy',  Az'  den  Achsen  parallel  sind, 
ist  nun  aber  gleich  Ic/^xAy Az,  wobei  die  positive  Konstante 

ft  «  yl  —  cos  *a  —  cos  */5  —  cos  V  +  2  cos  a  cos  ß  cos  y 
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ist.    Somit  ergibt  sich: 


r^kfffdx'dy'dz\ 


Es  seien  nun  Uj  v,  w  allgemeine  krummlinige  Koordinaten 
im  Baume,  Von  derartigen  Koordinaten  sprachen  wir  schon 
in  Nr.  327.     Sie  sind  definiert  durch  drei  Gleichungen: 

(2)     X'^fpiu^v^w),        y-ziu^v.w),        z^^{u,v,w). 

Dabei  setzen  wir  voraus  (vgl.  Nr.  593)^  daß  q),  x,  t  uebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  dem  betrachteten 
Bereiche  stetig  seien^  daß  zweitens  die  Funktionaldeterminante 
von  (f,  X,  ^,  nämlich 

ebenda  von  Null  verschieden,  also  auch  stets  von  einerlei  Vor- 
zeichen sei,  und  daß  drittens  zu  jedem  Wertsysteme  u,  t?,  w 
nur  ein  Wertsystem  x,  y,  z  und  umgekehrt  zu  jedem  Wert- 
systeme Xy  y,  B  nur  ein  Wertsystem  «,  v,  w  gehöre  —  natürlich 
innerhalb  der  zu  benutzenden  Variabilitätsbereiche.  Durch  diese 
Annahmen  wird  nämlich  auch  für  die  Systeme  ti,  Vy  tv  ein 
Variabilitätsbereich  voi^eschrieben. 

Den  Baumteil  V  können  wir  nun  dadurch  definieren,  daß  wir 
die  Gleichung  der  stetigen  Fläche,  die  ihn  umschließt,  durch 
Einführung  der  Werte  (2)  in  der  Form 

schreiben,  so  daß  hierdurch  alle  Wertsysteme  u,  v,  Wy  die  zu 
Punkten  {x,  y,  z)  auf  der  Oberfläche  des  Volumens  V  gehören, 
definiert  sind.  Es  handelt«  sich  alsdann  darum,  die  neuen  Ver- 
änderlichen w,  V,  w  in  die  Volumenformel  (1)  einzuführen. 

Dabei  schicken  wir  voraus,  daß  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen (2)  gewiß  nach  zweien  der  drei  Veränderlichen  t«,  v, 
w  auflösbar  sind.  Denn  sonst  wären  die  drei  Funktional- 
determinanten 
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gleich  Nall,  also  auch  ^,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 
Nehmen  wir  daher  an,  die  beiden  ersten  Gleichimgen  (2)  seien 
gerade  nach  u  und  v  auflösbar,  d.  h.  es  sei 

(4)  9>uZv  -  Xu9.  +  0. 

Femer  ist  die  erste  Gleichung  (2)  gewiß  nach  u  oder  nach  v 
auflösbar ;  weil  sonst  g)„  =  0  und  9^  =  0  wäre,  was  der  An- 
nahme (4)  widerspricht.  Wir  nehmen  deshalb  an,  die  erste 
Gleichung  (2)  sei  gerade  nach  u  auflösbar,  also: 

(5)  Vu  +  0- 

Nun  können  wir  das  dreifache  Integral  (1)  durch  drei 
aufeinanderfolgende  einfache  Integrationen  auswerten;  zunächst 
betrachten  wir  die  Integration  hinsichtlich  z,  bei  der  x  und  y 
die  RoUen  von  Konstanten  spielen.  Passen  wir  x  und  y  so 
auf,  so  definieren  die  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  die 
Größen  u  und  v  als  Funktionen  von  w,  weil  diese  Gleichungen 
nach  u  und  t;  auflösbar  sind.     Dabei  ist: 

n  du  dv    ,  f.  du   .        dv    , 

Denken  wir  uns  die  Funktionen  u  und  t7'yon  u;  in  die  dritte 
Gleichung  (2)  eingesetzt,  so  ist  dies  eine  Gleichung  zwischen 
z  und  w,  so  daß  z  eine  Funktion  von  w  wird  mit  der  Ableitung: 

dz  du  ^^    I.  -/ 

Elimination  yon  duidw  und  dvidw  aus  den  drei  letzten 
Gleichungen  gibt: 

Vu    Vv  9w 

0, 


du\ 


Wir  substituieren  nun  in  dem  auf  z  bezüglichen  einfachen 
Integrale  die  neue  Veränderliche  w,  da  wir  ja  z  nach  dem 
Vorhergehenden  als  Funktion  von  w  auffassen  können.  Weil 
604] 


Vu    Vv            9>u, 

Xu     Zv             Zw 

^«  ^e  ^"  -  5^ 

also  mit  Rücksicht  auf  (3): 

dr-         ® 

'^uh-K'f, 
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das  Differential  de  alsdann  den  soeben  berechneten  Wei-t  hat, 
so  geht  das  dreifache  Integral  (1)  über  in: 

Der  Bereich  von  Wertsystemen  a;,  y,  w,  auf  den  es  sich 
bezieht,  ist  so  festzustellen:  Gegeben  ist  der  Bereich  der  Wert- 
systeme rc,  y,  z  des  ursprünglichen  Integrals  F.  Lösen  wir 
nun  die  drei  Gleichungen  (2)  nach  «,  v,  w  auf,  so  wird  w 
eine  gewisse  Funktion  von  Xy  y,  z.  Also  ist  dann  der  Bereich 
der  Wertsysteme  x,  y,  w  aus  dem  der  Wertsysteme  x,  y,  z 
sofort  zu  erschließen. 

Es  steht  aber  in  unserem  Belieben,  die  Reihenfolge  der 
drei  einfachen  Integrationen  nach  x,  y,  w,  wodurch  das 
Integral  (6)  ausgewertet  wird,  zu  ändern.  Wir  können  z.  B. 
zuerst  hinsichtlich  y,  dann  hinsichtlich  w  und  schließlich  hin- 
sichtlich X  integrieren.  Bei  der  auf  y  bezüglichen  einfachen 
Integration  sind  alsdann  x  und  w  wie  tvillkürliche  Konstanten 
zu  "behandeln.  Wegen  (5)  definiert  jetzt  die  erste  Gleichung  (2) 
die  Größe  u  als  Funktion  von  v,  für  die 

A  du  , 

O-'PuJi  +  V, 

ist.  Einsetzung  dieser  Funktion  u  von  v  in  die  zweite  Glei- 
chung  (2)   gibt   eine   Gleichung,    die   y   als   Funktion   von    v 

definiert,  für  die 

dy  du 

dv  ^  ^^dv  "^  ^^ 

ist,  so  daß  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  durch  Elimination 
von  duidv  folgt: 

dy  -  lül^—^J'I-Vi;. 

Wenn  wir  nun  in  dem  einfachen  Integrale  hinsichtlich  y  statt 
y  die  neue  Veränderliche  v  einführen,  so  folgt  aus  (6),  da  sich 
das  Differential  dy  in  der  soeben   gefundenen  Art  ausdrückt: 

<')        "-///^ 

Jetzt  liegt  ein  dreifaches  Integral  vor,  das  sich  auf  einen 
Bereich   von  Wertsystemen  x,  v,  w   bezieht,   der   wieder  aus 
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dem  Bereiche  der  Wertsysteme  x,  y,  z  gewonnen  werden  kann, 
da  V  und  w  infolge  von  (2)  Funktionen  von  x,  y,  b  sind. 

Wieder  steht  es  in  unserem  Belieben,  die  Reihenfolge  der 
drei  einfachen  Integrationen,  die  den  Wert  (7)  von  V  liefern, 
abzuändern.  Z.  B.  können  wir  zuerst  hinsichtlich  Xy  dann  hin- 
sichtlich V  und  schließlich  hinsichtlich  w  integrieren.  Bei  der 
ersten  dieser  drei  Integrationen  spielen  v  und  w  die  BoUe  von 
Konstanten,  so  daß  die  erste  Gleichimg  (2)  sofort  x  als  Funktion 
von  u  definiert,  für  die 

dx  =  (Pt^du 

ist,    so    daß    die   Einführung   dieser   neuen    Veränderlichen  u 
statt  X  in  dem  Integrale  (7)  liefert: 


(«)        "-///' 


^dudvdw. 


Der  Wertebereich  u,  v,  w?,  auf  den  sich  das  neue  Integral 
bezieht,  ist  aus  dem  Werteberoich  x,  y,  z  des  ursprünglichen 
Integrale  (1)  zu  gewinnen,  da  ja  «,  v,  w  infolge  von  (2)  gewisse 
Funktionen  von  Xy  y,  z  sind. 

Wenn    wir   nun   aber   vorschreiben   wollen,   daß   w,  f,  w 
während  der  Integrationen  stets  wachsen  sollen  (vgl.  Nr.  598),  so 
müssen  wir  3)  in  (8)  durch  den  absoluten  Betrag  von  2)  er- 
setzen.    Also  ist 
(9)  V  -J fj\  ®  I  dudvdw 

die    Volumenformel    für    allgemeine    Tcrumnüinige    Koordinaten 
im  Baume, 

Die  besonderen  Ausnahmen  (4)  und  (5),  die  wir  bei  der 
Ableitung  der  Formel  machten,  brauchen  nun  nicht  im  ganzen 
Bereiche  erfüllt  zu  sein.  In  einem  Teile  des  Bereiches  z.  B. 
kann  es  sein,  daß  die  beiden  ersten  Grleichungen  (2)  nicht  nach 
u  und  V  auflösbar  sind,  sondern  etwa  nach  u  und  w.  Dann 
wird  man  in  diesem  Teile  die  Rollen,  die  v  und  w  vorhin 
spielten,  vertauschen.  Aber  auf  das  Endergebnis  (9)  ist  dies 
ohne  jeden  Einfluß  (ebenso  wie  in  Nr.  598). 

Beispiel:  Benutzen  wir  insbesondere  als  krummlinige 
Koordinaten  u,  v,  w  die  räumlichen  Polarkoordinaten  r,  0,  ^, 
vgl.  Nr.  97,  d.  h.  setzen  wir: 

iT  =  rsinöcosV',        y  =»  rsinösin^,        j8f«rco8Ö, 
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SO  ist  die  Funktionaldetennmaiite: 

I  sin  0  cos  ^    cos  0  cos  ^    —  sin  0  sin  ^ 

2)  »  (  I  —    sin  0  sin  ^    cos  0  sin  ^         sin  0  cos  ^ 

\r  0  il;/       I 

I  cos  ö  —  sin  0  0 

leicht  zn  berechnen,  indem  man  sie  nach  dem  Multiplikations- 
gesetze der  Determinanten  mit  der  Determinante 

sia  0     cos  ö    0 

—  cos  0    sin  ö     0 

0  0       1 

multipliziert^  die  den  Wert  Eins  hat.     Es  kommt: 

S)  «r^sinö. 
Folglich  ist  nach  (9)  das  Volumen: 

(10)  r  ^fjfr'  I  sin  e  I  dr  d0  dtj; , 

ausgedrückt  in  raumlichen  Polarkoordinaten. 

605.  Bftnme  von  n  Blmensioneii.  Wir  beabsichtigen, 
den  Begriff  eines  n-fachen  Integrals  einzuflihren.  Dabei  legen 
wir  der  Betrachtung  das  Vorhandensein  von  n  unabhängigen 
Veränderlichen  x^,  x^,  ...  x^  zugrunde.  Diesen  n Veränder- 
lichen haben  wir  alsdann  einen  gewissen  Variabilitätsbereich 
Yorzuschreiben.  Am  bequemsten  ist  es,  die  n  Veränderlichen 
als  Koordinaten  der  Punkte  in  einem  Baume  von  n  Dimensionen 
zu  deuten.  Da  uns  jedoch  für  n  >  3  in  der  Wirklichkeit  der 
Dinge  kein  solcher  Raum  zur  Verfügung  steht,  so  wäre  der 
Einwand  berechtigt,  daß  wir  dabei  eine  Veranschaulichung  be- 
nutzen, der  jede  Berechtigung  abzusprechen  ist.  Deshalb  wollen 
wir  zeigen,  daß  es  bei  anderer  Deutung  in  der  Tat  Räume  yon 
w  Dimensionen  gibt.  Der  Unterschied  ist  nur  der,  daß  wir 
nicht  die  Punkte,  sondern  andere  Gebilde  als  die  Elemente  des 
Raumes  auffassen. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Gesamtheit  aller  Kreise  in  der 
rry- Ebene.  Ein  Kreis  ist  gegeben,  wenn  wir  die  Koordinaten 
a  und  b  seines  Mittelpunktes  und  seinen  Radius  r  kennen.  Dabei 
können  a  und  b  beliebige  positive  oder  negative  Werte  haben. 
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Auch  der  Radius  r  darf  positiv  oder  negativ  angenommen 
werden,  wenn  wir  festsetzen,  daß  wir  unter  einem  Ej-eise  mit 
positivem  bzw.  negativem  Radius  einen  solchen  verstehen  wollen, 
der  in  positivem  bzw.  negativem  Sinne  ^  also  im  Sinne  der 
Drehimg  von  der  positiven  a^-Achse  zur  positiven  y-Achse  oder 
im  anderen  Sinne  durchlaufen  werden  soll  Wir  verwenden 
also  sogenannte  orientierte  Kreise.  Wenn  wir  nun  die  Mittel- 
punktskoordinaten mit  Xf  y  und  den  Radius  mit  a  bezeichnen, 
so  gehört  zu  jedem  reellen  Wertsysteme  x,  y,  0  ein  orientierter 
Kreis.  Umgekehrt  versinnlicht  jeder  orientierte  Kreis  ein 
Wertsystem  x,  y,  0,  Die  Gesamtheit  aller  Wertsysteme  x,  y,  ß 
wird  daher  durch  die  Gesamtheit  aller  orientierter  Kreise  in 
der  Ebene  dargestellt. 

Um  alle  Wertsysteme  Xy  y,  z  zu  veranschaulichen,  braucht 
man  also  den  Raum  von  drei  Dimensionen,  in  dem  x^  y,  z  recht- 
winklige Punktkoordinaten  bedeuten,  gar  nicht.  Man  kann 
sich  auf  die  xr^(76^dimensionale  Ebene  beschränken,  wenn  man 
nur  nicht  ihre  Punkte,  sondern  ihre  Kreise  als  die  Träger 
der  Wertsysteme  Xj  y,  z  auffaßt.  Im  Räume  mit  den  drei 
rechtwinkligen  Punktkoordinaten  Xy  y,  z  würden  wir  einen  Varia- 
bilitätsbereich V  dadurch  festlegen,  daß  wir  z.  B.  ein  Volumen, 
eingeschlossen  durch  eine  Fläche,  betrachten.  Wir  können  aber 
auch  bei  der  neuen  Auffassung  in  der  zweidimensionalen  Ebene 
einen  Variabüitätsbereich  für  Wertsysteme  Xy  y,  z  definieren, 
indem  wir  nämlich  aus  der  Gesamtheit  aller  orientierter  Kreise 
eine  Schar  herausgreifen.  Wenn  wir  z.  B.  alle  Kreise  be- 
trachten, deren  Mittelpunktskoordinaten  x,  y  den  Ungleichungen: 

x^^x^Xy      yo£y£Y 

unterworfen  sind,  während  ihre  Radien  z  den  Ungleichungen: 

genügen  sollen,  so  haben  wir  einen  gewissen  Variabilitätsbereich 
der  Wertsysteme  x,  y,  z  festgelegt.  Wenn  wir  dagegen  x,  y,  z  als 
rechtwinklige  Punktkoordinaten  im  Räume  auffassen,  so  w&re 
dieser  selbe  Variabilitätsbereich  durch  das  Volumen  eines  ge- 
wissen Rechtflachs  dargestellt. 

Wir  können  die  Ebene  auch  als  ein  t'ierdimensionalefl 
Gebilde  auffassen.  Z.  B.  mögen  rr^,  x^  und  x^y  x^  die  Ab- 
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schnitte  sein^  die  zwei  Geraden  g  und  h  auf  den  Koordinaten- 
achsen bestimmen.  Zn  jedem  Wertsysteroe  x^y  x^y  x^,  x^  ge- 
hört alsdann  ein  Geradenpaar  ^,  A  nnd  umgekehrt  zu  jedem 
Geradenpaar  g,  h  ein  Wertsystem  x^,  x^y  x^,  x^.  Dabei  ist 
das  Geradenpaar  gy  h  ein  anderes  als  das  Paar  Ä,  g.  Wir 
können  auch  so  sagen:  Zu  jedem  Winkel  (jg,  h)  in  der 
rry-Ebene  gehört  ein  Wertsystem  a;,,  a:,,  x^,  x^y  und  umgekehrt. 
Einen  Variabilitatsbereich  für  die  Wertsysteme  x^^  x^y  x^y  x^ 
können  wir  hier  dadurch  festlegen,  daß  wir  aus  der  Gesamtheit 
aller  Winkel  (jf,  h)  der  Ebene  eine  Schar  herausgreifen,  die 
durch  Ungleichungen  bestimmt  ist,  z.  B.  alle  Winkel^  die  zwischen 
0  und  \n  liegen,  oder  alle  Winkel,  deren  Scheitel  innerhalb 
eines  gegebenen  Teiles  der  Ebene  liegen,  usw. 

Auch  den  Raum,  der  nur  drei  Dimensionen  hat,  können 
wir  zur  Veranschaulichung  der  Systeme  von  vier  unabhängigen 
Veränderlichen  x^y  x^,  x^,  x^  benutzen,  indem  wir  z.  B.  x^y 
x^y  x^  ab  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  Mitte  einer  Kugel 
und  x^  als  ihren  Radius  auffassen,  wobei  wir  x^  positiv  oder 
negativ  wählen,  je  nachdem  wir  die  Normalen  der  Kugel  nach 
außen  oder  nach  innen  positiv  rechnen.  Wir  benutzen  also 
orientierte  Kugdn,  AUe  Kugeln  z.  B.,  deren  Mitten  in  einem 
gegebenen  Körper  liegen,  versinnlichen  uns  einen  gewissen 
Variabilitatsbereich  der  Systeme  von  vier  Veränderlichen   a?i, 

X^y    X^y    x^. 

Ebenso  können  wir  Systeme  von  n  unabhängigen  Veränder- 
lichen XiyX^y.^.x^in  der  Ebene  oder  im  dreidimensionalen  Räume 
in  realer  Weise  veranschaulichen,  also  die  Ebene  oder  unseren 
Raum  als  ein  Gebilde  von  n  Dimensionen  betrachten.  Z.  B.  wenn 
n  gerade  ist,  können  wir  in  der  Ebene  ein  Vieleck  P^P^ . . .  P* 
von  \n  Punkten  betrachten.  Hat  P^  die  Koordinaten  x^y  x^, 
Pj  die  Koordinaten  x^,  x^  usw.,  schließlich  Pu^  die  Koordinaten 
^«-17  ^n9  s^  stellt  das  Vieleck  P^P^ . . ,  Pi^  ein  System  von 
n  unabhängigen  Vei^derlichen  Xj^y  x^y  ...  x^  dar.  Ist  n  un- 
gerade, also  n  —  2i  -f  1,  so  erreicht  man  dasselbe,  wenn  man 
z.  B.  an  ein  Vieleck  von  Je  Punkten  noch  eine  unbegrenzte 
Gerade  anschließt  und  etwa  den  Tangens  ihres  Winkels  mit 
der   positiven  x- Achse  als   die  n^  Veränderliche  x^  einführt. 
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Es  sind  dies  alles  nur  sehr  spezielle  Arten  der  Ver* 
aDschauIichang;  es  ist  ein  leichtes,  beliebig  yiele  andere  Yer- 
anschaulichimgen  Ton  Systemen  von  n  Veränderlichen  in  der 
Ebene  oder  im  Räume  herzustellen. 

Hiemach  dürfen  wir  sagen,  daß  es  Räume  von  n  Dimen- 
sionen gibt  Dabei  ist  aber  nicht  der  Punkt,  sondern  ein  ge- 
wisses zweckmäßig  gewähltes  und  geometrisch  wohldefiniertes 
Gebilde  in  der  Ebene  oder  in  unserem  realen  Räume  das  Ele- 
ment oder  der  Träger  des  Wertsystems  x^,  ix^n  -  -  -  ^n-  Wenn 
man  trotzdem  Ton  Räumen  Ton  n  Dimensionen  spricht,  in  denen 
x^j  x^,  '  "  x^  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  bedeuten 
sollen,  so  ist  hierbei  das  Wort  Punkt  nur  eine  bequeme  Be- 
zeichnung des  Trägers  des  Wertsystems  x^,  ^j,  ■  •  •  ^«-  Es  ist 
nämlich  zu  beachten,  daß  man  ein  und  dasselbe  Wertsjstem 
a?!,  a;,,  ,  •  •  x^  auf  sehr  viele  verschiedene  Arten  in  der  Ebene 
oder  im  gewöhnlichen  Räume  durch  ein  geometrisches  Gebilde 
veranschaulichen  kann.  Es  wäre  daher  eine  Bevormundung, 
wollten  wir  eine  bestimmte  Art  der  Yeranschaulichung  wie 
z.  B.  oben  durch  Kreise,  Winkel,  Kugeln  oder  Vielecke  wählen. 
Um  jedermann  die  Freiheit  zu  lassen,  welche  Art  der  Yer- 
anschaulichung er  wählen  will,  benutzt  man  als  symbolische 
Bezeichnung  das  Wort  Punkt, 

Diese  Erläuterungen  geben  uns  das  Recht,  von  Räumen 
von  n  Dimensionen  zu  sprechen,  wobei  wir  unter  einem  Teile 
des  Raumes  nichts  anders  verstehen,  als  einen  durch  Unglei- 
chungen zu  definierenden  Variabilitätsbereich  der  n  Veränder- 
lichen Xiy  iCj,  •  •  •  x^. 

606.  Begriir  nnd  Transformation  des  n-fludien 
Integrals.  Es  seien  x^,  ^s?  *  -  *  ^n  insgesamt  n  voneinander 
unabhängige  Veränderliche,  die  wir  als  die  Koordinaten  in 
einem  Räume  von  n  Dimensionen  bezeichnen.  Femer  sei  ein 
Teil  des  Raumes  ausgewählt,  also  ein  Variabilitätsbereich  V 
für  die  Wertsysteme  x^,  x^y  -  -  *  x^  vorgeschrieben.  Endlich 
bedeute  f{Xif  a:,  •  •  •  x„)  eine  solche  Funktion  der  n  Veränder- 
lichen, die  in  dem  Variabilitätsbereiche  V  stetig  ist. 

Wenn  wir  nun  V  in  Teile  ^  F  in  beliebiger  Art  zerlegen, 
in  jedem  Teile  einen  Punkt  P  wählen,  d.  h.  ein  Wertsystem 
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Xi,  Xi,  •  •  '  x^  auswählen,  das  dem  Teile  angehört,  und  darauf 
den  Wert  f^  bilden,  den  die  Funktion  f  für  dieses  Wertsystem 
hat,  so  können  wir  die  Summe  Ef^^  V  betrachten,  erstreckt 
über  alle  Teilbereiche  J  V.  Es  läßt  sich  beweisen  (vgl.  Nr.  577), 
daß  diese  Summe  einen  von  der  Art  der  Teilung  unabhängigen 
bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat,  sobald  alle  Teile  z/F 
nach  Null  streben  und  dementsprechend  ihre  Anzahl  über  jede 
Grenze  wächst.  Hierbei  meinen  wir  mit  lim  z/  F  =»  0,  daß  die 
Intervalle,  innerhalb  derer  die  Größen  Xi,  x^^  -  -  -  x^  in  jedem 
einzelnen  Teilbereiche  z/F  noch  veränderlich  sind,  sämtlich 
nach  Null  streben  sollen. 

Den  Grenzwert  bezeichnet  man  als  ein  nfaches  Integral: 

^^^  ^jj' '  J^^^^'  ^^''"  ^"^ ^^'  ^^'  ■  * '  ^^"^ 

und  die  Auswertung  des  Integrals  kann  durch  n  aufeinander- 
folgende einfache  Integrationen  geleistet  werden  (vgl.  Nr.  576), 
wobei  die  oberen  Grenzen  der  Integrale  stets  größer  als  die 
unteren  sind. 

Es  seien  nun  w^,  w,,  •  •  •  w„  neue  Veränderliche,   die  mit 
x^,  x^f  - '  '  x^  durch  n  Gleichungen  verknüpft  sind: 

(2)  X,  «  <jp,(wi,  w„  .  • .  w„)  (i  =  1,  2  . . .  n). 

Wir  setzen  dabei  voraus  (vgl.  Nr.  593),  daß  alle  n  Funktionen 
(Pi  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  dem 
Bereiche  F  stetig  seien,  femer  die  Funktionaldeterminante 

<3)  <^^M^"''^ 

ebenda  von  Null  verschieden,  also  überall  in  F  von  einerlei 
Vorzeichen  sei  und  endlich  zu  jedem  Wertsysteme  Wj,  ti^y  - '  •  u„ 
infolge  von  (2)  nur  ein  Wertsystem  x^^,  x,,  •  •  •  x„  und  um- 
gekehrt zu  jedem  Wertsysteme  x^,  x^,  -  -  -  x^  infolge  von  (2) 
nur  ein  Wertsystem  Wj,  t*,,  •  •  •  u^  gehöre.  Es  soll  also  durch 
die  wegen  3)  +  0  nach  Wj,  Wg,  •  •  •  «^  auflösbaren  Gleichungen  (2) 
auch  für  die  Wertsysteme  Wi,  w»,  ■  •  •  w^  ein  Variabilitäts- 
bereich U  so  definiert  sein,  daß  die  Bereiche  F  und  U  gegen- 
seitig eindeutig  aufeinander  bezogen  sind. 
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Wir  können  alsdann  genau  so  wie  in  Nr.  604  nacheinander 
statt  Xj,  Xff  ' ' '  x^  die  Wertsysteme 

und  schließlich  das  Wertsystem  u^j  ^^y  "  '  ^n  einführen.  Die 
Betrachtungen  sind  so  einfach,  daß  wir  sie  hier  nicht  zu  wieder- 
holen brauchen.  Man  kann  das  Endergebnis  auch  durch  den 
Schluß  von  w  —  1  auf  n  völlig  korrekt  ableiten.  Wir  be- 
gnügen uns  mit  der  Angabe  des  schließlichen  Wertes  des 
Integrals  (1): 

(4)        J«;   /.../l©  /•(9>„SP8,--9'«yuirfti,...rfu. 


-//••/. 


607.  Bine  Formel  von  Birichlet  fflr  gewisse  be- 
sttminte  Integrale.  Als  Beispiel  betrachten  wir  mit  BiriMei 
das  Integral: 

worin  Py^  Pu  ' ' '  P,^  P  positive  Eonstanten  sind  und  das  Inte- 
gral über  denjenigen  Variabilitatsbereich  V  erstreckt  werden 
soU^  in  dem  x^,  ^iy  •  '  '  x„  samtlich  positiv  sind  und  ihre 
Summe  x^  +  x^  +  -  -  -  +  x^  nicht  größer  als  Eins  ist  Das 
Integral  J^^  kann  durch  n  aufeinanderfolgende  einfache  Inte- 
grationen ausgewertet  werden.  Die  erste  möge  sich  auf  x^  be- 
ziehen. Bei  ihr  sind  x^^  x^,  -  -  -  x^^isis  Eonstanten  zu  behandeln. 
Die  Grenzen  dieses  einfachen  Integrals  hinsichtlich  x^  sind  0 
und  1  —  a?!  —  a^ ^«-i-  Wir  wollen  nun  eine  neue  Ver- 
änderliche t  statt  x^  vermöge  der  Substitution 

^n  =  (l-^i-^j ^«-i)^;  dx„^{l^Xy-x^ x^,^)di 

einführen.     Dabei  geht  t  von  0  bis  1.     Also  kommt: 

wobei  das  auf  t  bezügliche  einfache  Integral  dieses  ist: 


1 

%-i(i_<)p-id<_5(p^p), 

0 
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nach  (1)  in  Nr.  496.  Das  w-fache  Integral  J^^^  reduziert  sich 
demnach  auf  ein  (n  —  l)-facheSy  nämlich  auf  das  Produkt 
von  B{p^p)  und: 

Dies  Integral  hat  wieder  die  Form  des  Integrals  J^  ^.  An  die 
Stelle  Ton  n  ist  aber  n  —  1  getreten ,  an  die  von  p  die  Zahl 
P  +  Pn-  W*8  ^®^  Bereich  betrifft,  über  den  sich  das  (n— 1)- 
fache  Integral  erstreckt,  so  ist  zu  bemerken,  daß  aTj,  ^s^  *  *  *  ^«_i 
positiv  sein  müssen  und  ihre  Summe  x^,  x^  -  -  -  x^_^  nicht 
größer  als  Eins  sein  darf.  Wir  haben  also  bei  den  n  —  1  Ver- 
änderlichen x^j  ^%y  ' ' '  ^n-i  go^ftu  denjenigen  Bereich  zu  wählen, 
der  dem  bei  den  n  Veränderlichen  a;,,  x^,  -  -  -  x„  sinngemäß  ent- 
spricht, so  daß  wir  das  neue  Integral  mit  Jn^v  p+pn  ^^  ^®' 
zeichnen  berechtigt  sind. 

Demnach  hat  sich  die  BeJcursionsformel  ergeben: 

Jn,p  —  B(pn,  p)Jn^l,p+p^, 

die  auch  ffir  die  niederen  Werte  der  Zahl  n  entsprechend  gilt. 
Oehen  wir  bis  n  =  2,  so  ergibt  sich  durch  Multiplikation  aller 
Formeln: 

Jn,p  =  ^iPnf  P)-B(P,.1,  P  +  pJB(p^_,,  p+p^  +Pn-l)  '  •  • 
•  '  S(jpt9  P  +  Pn  +  Pn-1  -\ t-jP8)*A,p+A,  +  ...+A- 

Hierin  ist  nach  (1),  Nr.  496: 

1 

Also  folgt: 

^^,  -  -BCP«,  P)S(j?,.r,  P  +  Pn)---  B{p„  p  +  p^  +  ...+p,) 
oder  nach  (5)  in  Nr.  497: 
/n  T        r(i»)r(i».)r(p,)...r(p,) 

Da  r(l)  —  1  ist  (Tgl.  Nr.  498),  so  geht  insbesondere  für 
1»  —  1  hervor: 

,  »)//•  ■  ■h-'f"  ■  •  ■  's-'"^'"^  ■■■■"■-  fi^r+fe^-fe- 

27*  [«07 


420    Kap.  VI.    Kubatur,  Komplanation  und  mehrfache  Integrale. 
Setzen  wir  hierin  allgemein 

indem  wir  unter  a^,  a,,  . . .  a„  und  «i,  a,,  ...  «^  positive 
Konstante  verstehen;  so  besteht  der  Variabilitatsbereich  der 
Wertsysteme  ^ly  e^j  -••  e^  aus  allen  denjenigen  positiven  Werten 
von  01,  z^,  ...  z^y  für  die 

w      ©-+©'■+•••+©'"21 

ist.  Da  die  Funktionaldeterminante  von  z^,  ^2,  - '  -  ^«  hinsicht- 
lich Xi,  x^y,'  •  •  ir„  den  positiven  Wert 

hat,  80  folgt  aus  (2)  durch  Einführung  der  neuen  Veränder- 
lichen z^f  ^t,  "  '  ^n  ^^^  ^®^  Formel  (4)  der  vorigen  Nummer: 

SlrrS//'-/©""-©-""'-©'-""'''.'"'-^'- 

r(i».)r(j>.)...r(i»„) 
~r(i+j>.+j).  +  .--+pj' 

Setzen  wir  jetzt 

«{Pi-»o    dli-    Ä-r'        (»-l,2-i»), 

i 

so  daß  Xi,  31^  . . .  «^  -wieder  positive  Zahlen  sind,  so  kommt: 
(4)  I  j-  •  y««'-»;^-!  •  •   g^n-^de^dg,    •dg. 


«,«,. 


Die  Ungleichung  (3)  bestimmt,  falls  n  »  3  und  «i  »  «s 
=»  0^3  «  2  ist)  alle  Punkte  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten 
z^,  z^f  j?3,  die  im  Innern  des  EUipsaids 

(^)       ©■+©*+©'-' 
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liegen  und  positiye  Koordinaten  haben.  Alsdann  ist  fQr  diesen 
Variabilitätsbereich  nach  (4): 

Diese  Formel  gibt  für  ;ri  =  ä,  — «  äj  -=  1  das  Volumen  des 
betrachteten  Oktanten  des  Ellipsoids  (5),  nach  (1)  in  Nr.  604. 
Setzt  man  dagegen  zwei  der  Exponenten  ^r^,  x^^  %^  gleich  1 
nnd  den  dritten  gleich  2,  so  kann  man  hieraas  die  Koordinaten 
des  Schwerpunktes  des  Ellipsoid-Oktanten  berechnen.  Der  Schwer- 
punkt nämlich  ist  analog  wie  der  eines  ebenen  Flächenstückes 
in  Nr.  602  anch  für  Körper  definierbar,  indem  man  die  statischen 
Momente 

M^^  j  I  \  xdxdydej        ^y""/  /  jydxdydZy 
M^=  I  I  jzdxdydz 

des  Korpers  hinsichtlich  der  yz-Woen.%  der  ^o;- Ebene  und  der 
rry-Ebene  bildet  und  alsdann  unter  dem  Schwerpunkte  den 
Punkt  mit  den  Koordinaten: 


M  M„  M 

y  y  V  y  9  tS         y 


yersteht,  wobei  V  das  Volumen  des  Körpers  sein  soll. 
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Siebentes  Kapitel 

Integration  Yollständiger  Differentiale  nnd  Integration 
längs  Enryen. 


§  1.   Integration  ToUstiindiger  Differentiale« 

808.  Bedingung  fttr  ein  ▼oUatfaidlgee  DUterential 
In  Bwel  ▼eränderliolien.    Nach  Nr.  74  heißt 

(1)  df^fjx  +  f^dy 

das  ToUstandige  Differential  einer  Funktion  f  Ton  zwei  un- 
abhängigen Veränderlichen.  Dabei  wird  rorausgesetzi^  daB  die 
Funktion  in  einem  gewissen  Yariabilitötsbereiche  von  x,  y  stetig 
sei  und  ebenda  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung 
f^  und  /*y  habe.  Wenn  ferner  auch  die  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  f^^  und  f^^  ebenda  stetig  sind,  so  besteht 
nach  Satz  3,  Nr.  65,  die  Beziehung: 

(2)  f„-U,    oder    ^--l^'. 

Umgekehrt  nehmen  wir  jetzt  an:  Es  sei  ein  Differential- 
ausdruck von  der  Form 

(3)  U{x,y)dx+  V{x,y)dy 

vorgelegt;  dabei  sollen  17  und  Fin  einem  gewissen  Yanabilitats- 
bereiche  stetige  Funktionen  von  x  und  y  sein,  und  außerdem 
soll  ebenda  U  eine  stetige  partielle  Ableitung  nach  y  sowie  Y 
eine  stetige  partielle  Ableitung  nach  x  haben.  AJsdann  er- 
hebt sich  die  Frage,  ob  der  vorgelegte  Ausdruck  das  voll- 
standige  Differential  einer  noch  zu  bestimmenden  Funktion  f 
von  X  und  y  ist. 
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Weil  fOr  das  Tollstandige  Differential  (1)  die  Bedingung 
(2)  gilt,  80  lehrt  die  Yergleichong  Ton  (1)  und  (3),  daß  die 
Frage  gewiß  zu  yemeinen  ist,  sobald  nicht  überall  im  Bereiche 

(4)  1-^=-'/ 

^  ^  oy       ex 

ist.  Wenn  aber  diese  Bedingung  überall  im  Bereiche  erfüllt 
ist,  so  werden  wir  eine  Funktion  bilden,  die  (3)  zum  voll- 
standigen  Difiierential  hat,  und  so  in  der  nächsten  Nummer 
erkennen,  daß  die  Bedingung  (4)  zwar  notwendig,  aber  auch 
hinreichend  ist. 

809.  Integration  eines  ▼oUetändigen  Bifferentials 
in  Bwei  ▼eriLnderlichen.  Unter  den  soeben  gemachten 
Voraussetzungen,  wonach  also  insbesondere  überall  im  Bereiche 

^  ^  dy  '^  dx 

sein  soll,  bilden  wir  durch  eine  einfache  Integration  die  Funktion: 

X 

(2)  F~Ju{x,y)dx. 

a 

Dabei  sollen  alle  Wertepaare  Ton  a,  y  bis  x]  y  dem  Bereiche 
angehören.  Nach  Satz  18,  Nr.  487,  ist  F  alsdann  im  Bereiche 
eine  stetige  Funktion  von  x  und  y,  Ihre  Ableitung  nach  x 
ist  gleich  TJ(x^  y),  dagegen  ergibt  sich  ihre  Ableitung  nach 
y  infolge  des  Satzes  19,  Nr.  488,  durch  Differentiation  nach  y 
unterhalb  des  Integralzeichens: 

dF      Cdü. 
Ty-jTy^^' 

a 

Hierfür  können  wir  aber  nach  (1)  schreiben: 

X 

If  -/Urf^  -  [n:  -  r(x,  y)  -  Via,  y). 


Es  ist  somit 

_   TT(r    «^  


|f-F(*,y),        |^_r(x,y)-r(a,y), 
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d.  h.  die  Funktion  F  hat  das  vollständige  Differential: 

(3)  dF  -  U{x,  y)dx  +  iV{x,  y)  -  r(a,  y)]rfy. 

Es  ist  dies  der  gegebene  Differentialausdruck  Udx  +  Vdy,  aber 
vermindert  um  V{a,  y)dy.  Nun  aber  ist  Vip^y)  der  Differential- 
quotient einer  Funktion  4>  von  y  allein,  nämlich  von: 

(4)  ^-fv{a,y)dy, 

wobei  wir  annehmen,  daß  alle  Wertepaare  von  a,  h  bis  a,  y 
dem  Bereiche  angehören.     Da  also 

(5)  d^^V{a,y)dy 
ist,  so  folgt  aus  (3)  und  (5): 

diF  +  *)  -  U{x,  y)dx  +  V{x,  y)dy. 

Also  hat  F+  fl>  das  vorgelegte  vollständige  Differential,  d.  h.: 

Satz  1:  Sind  ü  und  V  innerhalb  eines  endlichen  Varia- 
hilitätsbereiches  stetige  Funktionen  von  x  und  y  mit  stetigen 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  U^  und  F,,  so  ist  der 
Differentialausdruck 

U{x,  y)dx  +  V{x,  y)dy 

dann  und  nur  dann  ein  vollständiges  Differential,  u:enn  überall 

im  Bereiche 

du  ^dV 
dy        dx 

ist.     Insbesondere  ist  dann 


X  y 

fuix,  y)dx  +Jv{a,  y)dy 


eine  im  Bereiche  stetige  Funktion  von  x  und  y,  deren  voll- 
ständiges Differential  das  vorgelegte  ist,  vorausgesetzt,  daß  die 
Integrationsintervalle  dem  Bereiche  angehören,. 

Beispiel:   Hiemach  ist 


-fdx  — 


(x  —  y)*  yix  —  y)* 
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wobei  X'^y  Bei,  ein  voUständiges  Differential,  und  es  kommt: 

X  X 

fü(x,  y)dx  -  fr^%  -  in^iii?  --y-  +  -y-, 


J  ^V'»/'-*-Jy(«_y)«-"*y(a-6)       a-i,^a-b> 
b  » 


'>-(«.  »>^--/ii^--S^-; 


a  a 


SO  daß  die  Somme 


Ä  — y  h       '   a  — 6 

eine  Funktion  ist,  deren  vollständiges  Differential  das  vor- 
gelegte ist.  Die  beiden  letzten  Glieder  sind  konstant.  All- 
gemein ist  also  auch 

/•-  In^^?? ^—+  konst. 

'  y       x  —  y 

eine  solche  Funktion. 

Nach  Satz  10,  Nr.  74,  könnten  wir  zu  Satz  1  hinzufügen, 


daB 


f^Jü^x,  y)dx  +fv(a,  y)dy  +  konst. 


die  äUgemeinste  Funktion  ist,  die  unter  der  Voraussetzung  (1) 
das  vollständige  Differential  Udx  +  Vdy  hat. 

610.  ▼«raUgemeiuernng  auf  den  Fall  ¥011  nTer- 
knderliclien.  Es  seien  ü^,  U^^  . , .  U^  solche  Funktionen 
von  1} Veränderlichen  a;^,  x,,  ...  x^,  die  innerhalb  eines  ge- 
wissen Bereiches  stetig  sind  und  stetige  partielle  Ableitungen 
erster  Ordnung  haben.     Soll  alsdann 

(1)  U^dx^  +  U^dx^  +  •  ■  •  +  UJx„ 

das  vollständige  Differential  einer  Funktion  f  sein: 


so  muß 

[609,  610 


426    Kap.  Vn.  Iniegratioa  ToUst.  DifFerenÜale  u.  Integration  längs  EnrrdiL 
sein.    Es  ist  aber  nach  Satz  4,  Nr.  65: 


dx^dx^       dx^dx^ 


Deshalb  müssen  Di,  I7„  .  .  .    ü^  die  \n(n  —  1)  Bedingungen 

erfüllen:  ^jj      ^^ 

(2)  -,^-ä^*  (.-,*- 1,2,..,«). 


Umgekehrt  wollen  wir  jetzt  zeigen,  daß  es,  üedls  diese 
Bedingungen  erfüllt  sind^  auch  stets  Funktionen  f  gibt,  die 
den  gegebenen  Differentialausdruck  (1)  zum  vollständigen 
Differential  haben,  und  zwar  behaupten  wir,  daß 

*i  *» 

(3)        f^J  ü^{xi,  a:„  . . .  x„)dxi  +J  ü^ia^,  a^, . . .  x^)dxj 

+J  Pi(öi7  «t;  «s.  •  •  •  O^^t  +  •  •  •  +fUn{a,,  o,, . . .  a..„  «Jrfx, 

eine  solche  Funktion  ist.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  daß  die 
unteren  Grenzen  a^,  o^,  ...  a„,  von  denen  die  n  —  1  ersten 
nach  und  nach,  wie  man  bemerken  wird,  in  den  Int^pmnden 
statt  x^y  x^  ...  x^_i  eingesetzt  worden  sind,  so  ab  Eonstanten 
gewählt  seien,  daß  alle  Integrationsintervalle  dem  Bereiche  an- 
gehören. 

Jedes  der  n  Integrale  in  (3)  ist  eine  stetige  Funktion 
seiner  oberen  Grenze  und  nach  Satz  18,  Nr.  487,  auch  eine 
stetige  Funktion  jeder  einzelnen  sonst  noch  in  seinem  Inte- 
granden  auftretenden  Yeranderlichen  und  kann  nach  Satz  19, 
Nr.  488,  nach  diesen  letzteren  Großen  unterhalb  des  Integral- 
zeichens differenziert  werden.  Also  ist  die  partielle  Ableitung 
von  f  nach  x^  diese: 


«1-1 
+J-     ^ dXt_i+Ui{a^,a^,..,af^ijXiy..,xJ. 
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Weil  die  Bedingungen  (2)  erfüllt   sein   sollen  ^  sind   hier  die 
Integranden 

— -, — -, ^-^      durch      ö— ^fö— ^t - 

ersetzbar,  und  deshalb  lassen  sich  alle  Integrale  auswerten.    Es 
kommt: 

~  -  0;(^l,  ^V"  ^J-  t^i(öl;  ^V"  ^n) 
CXf 


d.  h.  einfacher: 

was  zu  beweisen  war. 

eil.  Nachweis  der  Stetigkeit  des  Integrals  eines 
▼oUst&ndlgen  DUforentials.  Die  in  Toriger  Nummer  auf- 
gestellte Funktion  f,  die  wir  als  ein  Integral  des  vorgdegten 
vollständigen  Differentials  bezeichnen,  ist  gewiß  hinsichtlich 
jeder  einzelnen  der  n  Veränderlichen  stetig.  Es  steht  aber 
noch'  der  Beweis  dafür  aus,  daß  sie  eine  stetige  Funktion  von 
allen  n  Veränderlichen  ist,  und  wir  f&hren  ihn  durch  Schluß 
von  n  —  1  auf  n,  da  er  schon  f Qr  n  =  1  und  n^2  geliefert 
worden  ist.  Wir  nehmen  also  an,  daß  die  Integration  eines 
(n  —  1)  gliedrigen  vollständigen  Diflferentials  in  n  —  1  Ver- 
änderlichen eine  stetige  Funktion  der  n  —  1  Veränderlichen 
liefert. 

Nun  hat  die  unter  (3)  in  voriger  Nummer  aufgestellte 
Funktion  f,  wenn  man  darin  die  Summe  der  n  —  1  ersten  Inte- 
grale mit  tp  bezeichnet,  die  Form: 

/»« 
Das  letzte  Integral  enthält  nur  die  eine  Veränderliche  x^.    Es 
genügt  daher  nachzuweisen,  daß  die  Funktion  (p  von  a;^,  ^^y ' "  ^% 
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stetig  ist.  Wenn  wir  aber  den  nur  (n  —  1)  gliedrigen  Diffe- 
rentialausdrnck  betrachten: 

(1)  ü,dx,  +  U,dx^  +  •  •  •  +  U^^,dx,_,, 

in  dem  außer  den  n  —  1  Veränderlichen  ^i,  ^j,  •  •  •  ^„.i  ^nd 
ihren  Diflferentialen  noch  die  n**  Veränderliche  x^  ohne  ihr  Diffe- 
rential vorkommt,  und  bedenken,  daß  unter  den  ^n(n  — 1)  Be- 
dingungen (2)  der  letzten  Nummer  insbesondere  die  -^n — 1 )  (n — 2) 
Bedingungen  fttr  i  ^  n  —  1  und  h^n—  1  enthalten  sind,  so 
sehen  wir,  daß  der  Differentialausdruck  (1)  ein  vollständiges 
Differential  in  den  n  —  1  Veränderlichen  x^,  ä*,,  •  •  •  x^_^  ist, 
wobei  x^  die  Rolle  eines  Parameters  spielt,  und  daß  die  mit 
q>  bezeichnete  Funktion  von  rr^,  Xj,  •*•  x^^  wenn  man  auch 
in  ihr  x^  als  einen  Parameter  betrachtet,  ein  Integral  dieses 
vollständigen  Differentials  ist.  Nach  der  vorausgeschickten 
Annahme  steht  also  fest,  daß  g)  eine  stetige  Funktion  der 
n  —  1  Veränderlichen  x^y  x^,  -  -  •  x^^^  ist  Es  erübrigt,  zu  zeigen, 
daß  (f  auch  eine  stetige  Funktion  aller  n  Veränderlichen  x^^ 
Ä,,  •  •  •  a;„  sein  muß. 

Wir  lassen  alle  Veränderlichen  Xi  um  Größen  ^dx^  inner- 
halb des  Variabilitatsbereiches  wachsen,  so  daß  (p  die  Zunahme 
erfahrt: 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

zJ(p^(p{x,+Jx^,'"X^_l  +  Jx„_l,X^  +  ^X^) 

Drücken  wir  die  Zunahme,  die  eine  Funktion  erfahrt,  wenn 
nur  x^,  x^f'--  a:^_i  um  Größen  ^Xi,  Jx^  •  •  •  ^x^_^  geändert 
werden,  durch  das  vorgesetzte  Zeichen  ^^  aus,  dagegen  die  Zu- 
nahme, die  sie  erfährt,  wenn  nur  x^  um  Jx^  geändert  wird, 
durch  das  vorgesetzte  Zeichen  ^|,  so  ist  also: 

(2)  ^SP(^i»-^».-i»0=^iy(^ir--^.-i»^«+^^J 

Ebenso  wie  eine  stetige  Funktion  von  zwei  Veränderlichen 
innerhalb  ihres  Variabilitätsbereiches  gleichmäßig  stetig  ist,  vgl 
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Nr.  486^  ist  es  auch  eine  stetige  Funktion  von  mehr  als  zwei 
Veränderlichen ;  da  sich  dies  gerade  so  wie  in  Nr.  486  zeigen 
läßt.  Also  folgt,  weil  y  eine  stetige  Funktion  von  x^,  ^n' ' '  ^n-\ 
ist:  Wenn  x^  bestimmt  gewählt  wird  und  6  eine  vorgegebene 
beliebig  kleine  positive  Zahl  bedeutet,  so  gibt  es  eine  positive 
Zahl  %  derart,  daß  infolge  von 

(3)  j^^iKÄ,  \^x^\<h,  ...|z/a;,.J<A 

auch  I  ^1^)  I  <  (J  ist.  Für  verschiedene  Werte  von  x^  kann  A  ver- 
schieden ausfallen,  und  in  (2)  tritt  bei  J^(p  ja  überdies  x^ -f  Jx^ 
statt  x^  auf.  Wir  wählen  deshalb  eine  positive  Zahl,  die 
kleiner  ist  als  alle  2jahlen  A,  die  zu  den  verschiedenen  Werten 
von  x^  im  Bereiche  gehören,  und  benutzen  nun  diese  als  die 
Zahl  A,  so  daß  die  Ungleichung  \^y^(p\<,ö  unter  den  An- 
nahmen (3)  im  ganzen  Variabilitätsbereiche  gilt. 

Da  ^^^  der  Zuwachs  ist,  den  ^  erfährt,  wenn  sich  nur 
x^  um  ^x^  ändert,  und  da  q>  die  Summe  der  n  —  1  ersten 
Integrale  in  der  Formel  (3)  der  vorigen  Nummer  bedeutet,  so 
ergibt  sich: 

'i  *« 

^i9-J  ^iü,{x^,x^,'"X^)dx,+J  ^^ü^{a,,x^,'"X„)dXj  + 

Weil  nun  ü^y  ZJ,,  •  •  •  U^^i  nach  Voraussetzung  stetig  sind, 
so  gibt  es  eine  positive  Zahl  k  derart,  daß  infolge  von 

(4)  \^x,\<k 

auch  I  z/,  üi  I,  i  zi/j  Di  I,  •  •  •  I J^  U^^t  I  sämtUch  kleiner  als  a 
werden,  so  daß  sich  nach  Satz  2,  Nr.  4,  Satz  16,  Nr.  414,  und 
Satz  14,  Nr.  413,  ergibt: 

M» 9>  I  <  \J  ^dx^  I  +  \J  ^dx^  I  H +  '   /  ^  ^^n-l 

oder: 
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Nach  (2)  ist  demnach  unter  den  YorausBetzungen  (3) 
und  (4)  auch: 

(5)  |z/(ipl<(y(l  +  |^,-a,|  +  |a;,-a,|  +  ...  +  |fl;,.,-a..,|). 

Bezeichnen  wir  von  jetzt  an  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  h 
und  Je  mit  h^  so  gilt  also  (5)  unter  den  Voraussetzungen: 

(6)  \^x,\<h,    ■..\Jx„_,\<h,    \Jx,\<h. 

Wenn  wir  nun  annehmen^  daß  alle  Integrationsinteryalle  x^  —  a^ 
x^  —  a%f' ' '  x^_i  —  a„_i  endlich  seien,  so  können  wir,  sohald 
eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  r  vorgegeben  ist,  6  so  klein 
wählen,  daß  die  rechte  Seite  von  (ö)  kleiner  als  r  wird,  so  daB 
\J(p\<i%  wird  infolge  der  Voraussetzungen  (6).  Polglich  ist 
q>  eine  stetige  Funktion  aller  n  Veranderlichen  x^^x^^  ^  -  x^ 
und  dasselbe  gilt  nach  dem  Früheren  von  der  Funktion  f. 

Ehe  wir  die  Ergebnisse  der  vorigen  und  dieser  Nummer 
als  Satz  formulieren,  weisen  wir  noch  auf  Satz  10  von  Nr.  74 
hin,  woraus  folgt,  daß  das  allgemeinste  Integral  des  vorge- 
legten vollständigen  Differentials  gleich  f+G  ist,  wobei  G 
eine  willkürliche  Eonstante  bedeutet.  Außerdem  heben  wir 
hervor,  daß  die  aufgestellte  Funktion  /*  für  x^^  a^,  x^^a^ 
'"Xj^^a^  verschwindet,  siehe  (3)  in  Nr.  610.  Daraus  folgt, 
daß  f  gerade  dasjenige  Integral  ist,  das  an  der  Stelle  (o^,  o^,  -  *  a.) 
den  Wert  Null  hat. 

Nunmehr  können  wir  die  Ergebnisse  zusammenfEissen 
in  dem 

Satg  2:  Sind  U^,  Uf,-  "  U^  innerhalb  eines  endlidien  Be- 
reiches stetige  Funktionen  van  x^,  x^y-  *  -  x^  mit  stetigen  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung^  so  ist  der  Differentialausdruck: 

U^dxi  +  U^dx^  +  •  •  •  +  U^dx^ 

dann  und  nur  dann  ein  vollständiges  Differenticd,  wenn  die 
in(n  —  1)  Bedingungen  erfüllt  sind: 

P  =  P  (f,  Jfc  -  1,  2, . . .  »). 

Werden  sie  erfüllt,  so  ist  dasjenige  Integral  des  Differentials, 
das  an  einer  Stelle  (a^,  a^,  -  -  -  a^)  des  Bereiches  verschwindet, 
darstellbar  in  der  Form: 
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*i  *t  «1 

J  U^{x,yX^'"Xjdx^+J  ?7,(a„a;„...a:Jdr,+y  U^{a,,a^x^,'"xyx^ 

«1  ««  0. 

+  '"+J  ^n(<^lf^f  •  •  •  «»-1>  ^n)^^n7 

vorausgesagt  y  daß  aüe  InkgratiansinterväUe  dem  Bereiche  an- 
gehören.   Das  aUgemeinste  Integral  des  Differentials  geht  aus 
diesem  einen  durch  Addition  einer  willkürlichen  Konstanten  hervor. 
Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 

l^;-w;      (<,*=i,2,...«) 

heißen  die   Int€grabüitätsi>edingungen  des  Differentiodausdrucks 

Uidx^  +  U^dx^  +  •  •  •  +  U^dx^. 

Anstatt  nämlich  zu  Bagen^  dieser  Ansdrack  sei  ein  yollstandiges 
Integral,  sagt  man  auch  zuweilen,  er  sei  integrdbel. 

Beispiel:  Als  Beispiel  betrachten  wir  den  Ausdruck 

(ff  +  e)dx  +  {z  +  x)dy  +  {x  +  y)dZy 

der  integrabel  ist^  denn  die  drei  Koeffizienten  U^  V,  W  genügen 
hier  den  Bedingungen 

F.-F,,      f.«d;,      o^=-f,. 

Es  kommt  nun: 

X  X 

J  U{x,  y,  js)dx  -J  (y  +  e)dx  -  (y  +  z)(x  —  a), 

a  a 

Jvia,  y,  e)  dy  -.j{e  +  a)dy  -  (*  +  a)(y  -  l), 

i  M 

JW(a,  h,  s)de  -J{a  +  6)rf«  -  (o  +  V)(js  -  c). 

e  e 

Daher  ist  die  Summe 

yjp  +  jPo;  +  a;y  —  6c  —  ca  —  ah 
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daB  an  der  Stelle  (a,  h^  c)  yerschwindende  Integral,  während 

ye  +  zx  +  xy  +  konst. 
das  allgemeinste  Integral  vorstellt. 

§  2.   Multiplikatoren  eines  Differentialausdraeks  in  iwei 
Teränderlichen. 

612.  Bedlngimg  Ar  den  Mnltiplikator  oder  late- 
grabiUtfttafUctor.  Wenn  ein  Differentialansdmck  in  zwei 
Veränderlichen  x  und  y: 

(1)  U(x,  y)dx  +  V{x,  y)dy 

die  Integrabilitätsbedingung  U^^  V^  des  Satzes  1,  Nr.  609, 
nicht  erfüllt,  so  kann  es  doch  eine  Funktion  M  yon  x  und  y 
geben,  die,  als  Faktor  angebracht,  den  vorgelegten  Differential- 
ausdruck zu  einem  vollständigen  Differentiale 

(2)  Müdx  +  MVdy 

macht.  Eine  solche  Funktion  M  heißt  ein  Eülerscher  MulH- 
plikcUor  oder  Integrahilitätsfaktar. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  fär  M  laSt 
sich  sofort  aufstellen.  Denn  der  Ausdruck  (2)  ist  nach  dem 
erwähnten  Satze  dann  und  nur  dann  integrabel,  wenn 

,oN  dMU      dMV 

^^  dy    ""  'dx' 

ist.  Weil  MU  und  Jlf  F  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung 
hinsichtlich  y  bzw.  x  haben  sollen,  so  setzen  wir  voraus,  daS 
M  ebenso  wie  U  und  V  im  Yariabilitätsbereiche  stetig  sei 
und  daß  die  Ableitungen  M^y  M^,  U^,  F,  ebenda  stetig  seien. 
Alsdann  läßt  sich  die  Bedingung  (3)  so  schreiben: 

oder  nach  Division  mit  M,  die  erlaubt  ist,  da  der  Wert  Jlf  —  0 
ausgeschlossen  werden  muß: 

(4.^  jjd\^M  _  xr^nM        y  _  jj 

^^^  ^    cy  '       ^    dx         '^^       ^y 

Dies  ist  eine  lineare  parHelle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
fär  die  noch  unbekannte  Funktion  Inüf  von  x  und  y,  ygl. 
Nr.  89.     Wir  sagen  also: 
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Satjs  3:  Damit  M  ein  Multiplikahr  oder  Iniegraibäiiäts- 
faJäor  des  DifferefUialausdrucks  Udx  +  Vdy  sei,  d.  h.  damit 
M(üdx  +  Vdy)  ein  vollständiges  Differential  sei,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  In  M  der  linearen  partiellen  Differential' 
gleichnng  erster  Ordnung  genügt: 

^^^^ln3f  __  pr^lnJf        V  ^  TT 

^    dy         ^    dx        ^*      ^y 

VoroMsgeselsd  ist  dabei,  daß  U  und  V  nebst  ihren  Ableitungen 
J7y  und  F,  innerhalb  eines  Variabüitätsbereiches  stetig  seien, 
in  dem  auch  InM  nebst  den  partieUen  Ableitungen  erster 
Ordnung  stetig  sein  soll. 

Beispiel:  Der  Ausdruck  ydx  +  dy  ist  kein  vollständiges 
Differential.  Multiplizieren  wir  ihn  aber  mit  M ^  l:y,  so 
geht  das  vollständige  Differential  dx  +  dy:y  der  Funktion 
x  +  lay  hervor.  Hier  ist  TJ^y,  F««l,  und  die  partielle 
Differentialgleichung  wird  in  der  Tat  durch  die  Annahme 
In  Jf  =«  —  In  y  erfüllt. 

618.    Oeometrische  Deutung  des  Mnltipllkators. 

Sobald  M  ein  Multiplikator  von  Udx  +  Vdy  ist  und  f  ein 
Integral  des  vollständigen  Differentials  M{Udx  +  Vdy)  be- 
xleutet^  also 

(1)  f,-Mü,        f.-MV 

ist^  können  wir  die  Gleichung  ((x^  y)  =»  konst.  als  die  Gleichung 
einer  Schar  von  Kurven  in  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen 
Koordinaten  x  und  y  deuten.  Wir  fassen  einen  bestimmten 
Punkt  P  und  die  durch  ihn  gehende  Kurve  der  Schar  ins 
Auge.  Hat  f  für  die  Koordinaten  des  Punktes  P  den  Wert  a, 
so  ist  f{Xy  y)  ^  oc  die  Gleichung  dieser  Kurve.  Da  längs  der 
Kurve  f^^dx  +  f^dy  =  0  ist,  so  gelten  für  den  Winkel  v,  den 
die  Kurvennormale  mit  der  positiven  a>Achse  bildet,  nach  (2) 
in  Nr.  169  die  Formeln: 

f  f 

(2)  cos  V  =«  — r— -       >         sin  1/  —  —^r^    • 

^  ^  vn+n  yn+fi 

Geben  wir  der  Quadratwurzel  das  Pluszeichen,  so  bedeutet 
dies,  daß  wir  die  Normale  in  der  Richtung  nach  denjenigen 
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Punkten   seitlich   von    der   Kurve  /*  =  a  positiv   rechnen,  für 
deren    Koordinaten  f(Xy  y)   größer  als   a   ist     Es  folgt  dies 
genau  so  wie  in  dem  allgemeineren  Falle 
einer  Fläche  F(x,  y,e)^0  in  Nr.  253. 

Auf  der  Normalen  von  P  wählen  wir 
einen   Punkt   Pj   im   Abstände   h  von  P, 
wobei  wir  h  positiv  im  Sinne  der  positiven 
Normalen  rechnen.   (Siehe  Fig.  72.)   Hat  P 
Pig  72.  die  Koordinaten  x,  y,  so  hat  Pj  die  Koordi- 

naten X  +  h  cos  V,  y  +  Ä  sin  V.  Durch  Pj 
geht  eine  Kurve  f{x,  y)  =  konst.^  bei  der  die  Konstante  einen 
anderen  Wert  als  a  hat,  etwa  den  Wert  a  +  /1a.     Dann  ißt: 

Ja       f(x  -\-hco9v,  y-^-hsinv)  —  f(x,  y) 
_  ^  _ 

Nach  Satz  25,  Nr.  129,  folgt  hieraus  far  lim  A  —  0  der  Grenz- 
wert: 

lim  ^"  =-=  f^  cos  V  +  f  Binv 

A  =  0    '^ 


oder  nach  (1)  und  (2) 

h 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist,  also  auch 
(3)  Jlf=lim        ^" 


Ä  =  0 


Wenn  wir  auf  der  Tangente  der  Kurve  /*«  a  im  Punkte  P 
die  Strecke  Yü^  +  F*  abtragen,  so  ist  der  in  (3)  rechts 
stehende  Nenner  der  FULcheninhalt  z/i2  des  Rechtecks,  das 
diese  Strecke  zur  Ghnindlinie  und  h  zur  Hohe  hat  Mithin  er- 
gibt sich  die  folgende  von  Lie  herrührende  geometrische 
Deutung  des  Multiplikators: 

Satz  4:  Ist  M  ein  Multiplikator  des  DifferepiHaiausdrucks 
Udx  +  Vdy,  so  daß  M(JJdx  +  Vdy)  das  vollständige  Diffe- 
rential einer  Funktion  f{x,  y)  ist,  so  ist  der  Wert  von  M  für 
einen  Punkt  P  oder  {x,  y)  der  Ebene  mit  den  rechttvinkligen 
Koordinaten  x,  y  gleich  dem  Grenzwerte: 

Ja 
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Darin  bedeutet  Ja  die  Zunahme^  die  der  Wert  von  f{x,  y)  an 
der  Stdle  P  erfährt,  wenn  ein  Punkt  van  P  aus  win  die  Strecke  h 
auf  der  Normalen  der  durch  P  gehenden  Kurve  f  =  konst. 
weitenjoanderty  während  JB  der  Flächeninhalt  des  Becktecks 
mü  der  Grundlinie  yiP+  F*  und  der  Rohe  h  ist. 

614.  Die  verschiedenen  Mnltiplikatoren  desselben 
IMfferentlalausdmcks.  Sind  M  und  N  beides  Multiplika- 
toren von  Üdx+Vdtfy  d.  h.  sind  M{üdx  +  Vdy)  nnd 
N{Udx  +  Vdy)  die  vollständigen  Differentiale  zweier  Funktionen 
f  nnd  q>y  so  ist: 

(1)       f,-MU,    f,-MV;        9,^NÜ,    ip.-NV. 
Daher  wird  die  Funktionaldeterminante 

I  9,  % 

d.  h.  9>  hängt  von  f  ab,  nach  Satz  4,  Nr.  80,  ist  also  eine 
Funktion  F  von  f  allein: 

,p{x,,y)  =  F{f{x,y)). 
Alsdann  aber  folgt: 

9,-F'f.,        %'F'fy, 

wenn  JF'  die  Ableitung  von  JF  nach  f  bedeutet.  Weiterhin 
gibt  (1): 

Umgekehrt:  Es  sei  wie  vorher  M  ein  Multiplikator  von 
Udx  +  Vdy  und  f{Xy  y)  ein  zugehöriges  Integral.  Dagegen 
sei  N  eine  solche  Funktion^  die  aus  M  durch  Multiplikation 
mit  irgend  einer  Funktion  Sl  von  f  allein  hervorgeht: 

Unter  dieser  Annahme  ergibt  sich: 

N{Udx  +  Vdy)  -  a{f)M{üdx  +  Vdy)  =  a(f)df, 

d.  h.  N(Udx  +  Vdy)  ist  ein  vollständiges  Differential^  nämlich 
das  Ton  fSl{f)d f.  Daher  muß  N  ebenfalls  ein  Multiplikator 
von  Udx  +  Vdy  sein. 
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Beide  Betraclitungen  zusammen  liefern  die  beiden  Sätze: 
Säte  5:  Sind  M  und  N  MultiplikfUoren  ein  und  dessdben 
DifferentialoMsdrucks   Udx  +  Vdy,  so  sind   die  Integrale  von 
M{Udx -^  Vdy)    und   von    N{Udx  +  Vdy)    voneinander  ab- 
hängig. 

Säte  6:  Ist  M  ein  Multiplikator  des  Differentialauschitcks 
Udx  +  Vdy,  so  daß  M{Vdx  +  Vdy)  das  vollständige  Diffe- 
rential einer  Funktion  fix,  y)  wird,  so  ist  jede  Funktion  von 
der  Form  Sl{f)  -  M  ein  Mtdtiplikator  desselben  Differential- 
ausdrucks.  Dabei  bedeutet  ^(f)  eine  beliebige  Funktion  von  f 
Femer  hat  Oberhaupt  jeder  Multiplikator  von  Udx  +  Vdy  diese 
Form  Ä(/0  •  M, 

Schließlich  können  wir  den  Satz  5  auch  noch  so  aussprechen: 

Säte  7:  Wenn  der  Differentialausdrudc  Udx  +  Vdy  durd^ 

MuUiplikcUion  mit  verschiedenen  Funktionen  integrabd  gemacht 

wird,    so    sind    doch    alle   zugehörigen  Integrale    voneinander 

abhängig. 

Wir  werden  die  Sätze  über  Multiplikatoren  im  dritten 
Bande  anwenden. 

§  3.   Kurrenintegrale. 

61B.  Das  Xorvenintegral  als  Orenswort  einer 
Summe.  Wenn  ein  Differentialausdruck  in  zwei  Veränder- 
lichen X  und  y  vorliegt: 

Udx  +  Vdy, 

der  kein  vollständiges  Differential  ist,  so  können  wir  zunächst 
auch  nicht  von  Integralen  dieses  Ausdrucks  sprechen.  Aber 
indem  wir  den  Begriff  des  Eurvenintegrals  einfuhren,  gelingt 
es  doch,  an  diesen  Ausdruck  ein  Integrations verfahren  an- 
zuknüpfen. Wir^  werden  es  wie  den  Begriff  des  einfachen 
Integrals  in  §  2  des  1.  Kap.  durch  einen  Grenzprozeß  gewinnen. 
Es  sei  nämlich  eine  Kurve  k  in  der  rry-Ebene  gegeben, 
etwa  vom  Punkte  (xq,  yo)  ^^^  ^^^^^  Punkte  (X,  F),  wobei  wir 
rechtwinklige  Koordinaten  benutzen.  Wir  zerlegen  alsdann 
die  Kurve  durch  eingeschaltete  Punkte 
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in  etwa  n  Stücke,  siehe  Fig.  73.  Wenn  17  und  V  an  jeder  Stelle 
der  Kurve  vom  Punkte  (x^,  y^)  bis  zum  Punkte  (X,  F),  d.  lu 
also  für  jedes  Wertepaar  Xy  y,  das  zu  einem  dazwischen  liegen- 
den Ptmkte  der  Kurve  gehört,  bestimmte  endliche  Werte  haben, 
so  können  wir  die  Summe  bilden: 

J-  [Uoix,-x,)  +  V,{9,-y,y]  +  [U,{x,-x,)+V,(t,,-y,)]  + 
...  +  [Ü-,_,(X  -  x„_,)  +  F,_,(r-  y,_ ,)]. 

Hierin  sollen  Üq,  Vq  die  Werte  von  ?7und  V  an  der  Stelle  {Xq,  Pq) 
bedeuten,  allgemein  f7^  F^  die  Werte  von  ü 
imd  V  an  der  Stelle  (x^^y^.  Die  Summe  J  2*^ 

ist  die  natürliche  Verallgemeinerung  der  a  V*^^"''^"^ 

Summe  J  in  Nr.  404,  wo  an  Stelle  der  ^^^^^^^-^^ 

Kurve  eine  geradlinige  Strecke,  nämlich    (S^^^ 
ein  Stück  der  a;- Achse  von  x^  bis   X,  ^    ^^ 

auftrat,  so  daß  die  Punkte  der  Strecke 

durch  nur  eine  Koordinate  x  bestimmt  waren,  während  hier  für 
die  Punkte  der  Kurve  Ic  beide  Koordinaten  x  und  y  nötig  sind. 
Stellen  wir  uns  nun  vor,  daß  längs  der  Kurve  k  immer 
mehr  Punkte  (x^f  y^  zwischen  dem  Anfangspunkte  (xq^  y^)  und 
dem  Endpunkte  (X,  Y)  derartig  eingeschaltet  werden,  daß 
aüe  Differenzen  zwischen  entsprechenden  Koordinaten  aufeinander- 
folgender Punkte  nadi  NüU  streben  ^  wobei  die  Anzahl  n  aller 
Teilstücke  der  Kurve  über  jede  Zahl  wächst,  so  wollen  wir 
unter  gewissen  Voraussetzxmgen  beweisen,  daß  die  Summe  J 
bei  diesem  Grenzübergange  nach  einem  bestimmten  endlichen 
Werte  strebt,  den  wir  alsdann  das  längs  der  Kurve  k  von 
(Xq,  yo)  bis  (X,  Y)  erstreckte  Kurvenintegral 


ß 


{Udx  +  Vdy) 
k 
nennen. 

Die  Summe  J,  um  deren  Grenzwert  es  sich  handelt,  läßt 
sich  etwas  übersichtlicher  schreiben:  Verstehen  wir  unter  a?,  y 
irgend  eines  der  eingeschalteten  Wertepaare  x^,  y.  und  unter 
z/a;,  z/y  die  Differenzen  x^^i  —  x^y  yi^x^ya  so  können  wir 
die  Summe  so  darstellen: 

[•IS 
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wobei  der  Index  Tc  andeuten  soll^  daß  sich  die  Summe  auf  alle 
Differenzen  Jx  und  /1y  der  Koordinaten  längs  der  Kurre  h 
beziehen  soll. 

616.    ITaohweis   der   Bzlstens   des   Orenswertes. 

In  bezug  auf  die  Kurve  Ic  machen  wir  nunmehr  die  folgenden 
Voraussetzungen:  Sie  sei  mittels  einer  Hü&veranderlichen  t  in 
der  Form  dargestellt: 

(1)  *-9(0,     y-m- 

Zu  ^  =-  ^0  sollen  die  Werte  X'^x^y  V  ^Vo  ^^^  zu  <  =  T  die 
Werte  a?  —  X,  y  ^  Y  gehören.  Im  Intervalle  von  t^  bis  T 
sollen  9  und  ^  stetige  Funktionen  von  t  mit  stetigen  Ab- 
leitungen 9^0  ^^^  ^'(0  ^^^^-  ^  bezug  auf  die  Funktionen 
U  und  V  machen  wir  femer  die  Voraussetzung^  daß  sie  längs 
der  Kurve  Je  stetig  seien.  Dies  soll  bedeuten:  Ist  {x^y  y^  irgend 
ein  Punkt  der  Kurve  k^  so  sollen  einerseits  U  und  V  daselbst 
bestimmte  Werte  XJ^  und  F^  haben  und  andererseits  diese 
Werte  übereinstimmen  mit  denjenigen  Grenzwerten  von  U  und 
Vj  die  hervorgehen^  wenn  x  und  y  längs  der  Kurve  nach  x^ 
und  y^  streben.  Vgl.  die  Definition  in  Nr.  20.  Dies  laßt  sich 
so  ausdrücken:  Ist  fs  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  positive 
Zahl^  so  soll  es  eine  positive  Zahl  h  derart  geben,  daß  für 
jede  Stelle  {Xy  y)  der  Kurve,  die  den  Bedingungen 

I  a?  —  a?!  I  <  Ä,        1  y  -  »1 1  <  A 
genügt,  auch 

\U-U^\<6,        \V-V^\<fs 

ist.  Alsdann  werden  U  und  V  vermöge  der  Substitution  (1) 
auch  stetige  Funktionen  TJ{ipj  ii)  und  F(9,  ii)  von  t 

Nun  läßt  sich  die  Summe  J  der  vorigen  Nummer,  aus- 
gedrückt in  ty  nach  (1)  so  schreiben: 

T 

(2)  J «^[C7(9,  t)^ip  +  r(q>y  t)^tl 

wobei 

^(f  -  q>{t  +  Jt)  —  (p{t)y         ^i;  =  ij(t  +  /1t)  -  if{t) 

ist  und  die  Summe  über  alle  DifiFerenzen  ^dt  von  t^  bis  T  zu 
erstrecken  ist.  Da  9  und  ^  stetige  Funktionen  von  t  mit 
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stetigen  ersten  Ableitungen  sind,  so  ist  nach  dem  Mittelwert- 
satze 3  von  Nr.  28: 

(3)   Jif^jt^  ip\t  +  e^t),       Jif^jt'  if\t  +  ^ji), 

wobei  6  und  -9-  positive  echte  Brüche  sind.  Da  femer  q)\f) 
und  ^XO  stetig  sind,  so  gibt  es,  falls  fS  eine  vorgegebene  be- 
liebig kleine  positive  Zahl  bedeutet,  eine  positive  Zahl  h  derart, 
daß  für  \^t\<li 

isty  SO  daß  z/9?  und  z/^  von  ^t'<p'(t)  bzw.  /Jt'tlf\t)  um  weniger 
als  tfi:^^  abweichen.  Für  verschiedene  Werte  von  t  im  Inter- 
valle von  Iq  bis  T  kann  h  verschieden  ausfallen.  Wir  ver- 
stehen deshalb  in  der  Folge  unter  h  die  kleinste  aller  dieser 
Zahlen.     Alsdann  ergibt  sich  nach  (2),  daß  die  Summe  J  von 

T 

um  weniger  als 

T 

abweicht  Ist  nun  g  der  größte  Wert,  den  |  ü((p,  ^)|  +  |  F(g?,  ^)| 
im  Intervalle  von  ^^  bis  T  erreicht,  so  ist  K  nicht  großer  als 


9<f 


2^^ 


=^9<f\T-t,\ 


Für  lim  ^  —  0   strebt   dieser   Ausdruck   nach   Null.     Also   ist 
auch  lim  iT  =  0,  d.  h.  lim  eT"«  lim  J\ 

Wir  betrachten  deshalb  von  jetzt  an  die  Summe  J\  Darin 
ist  der  Inhalt  der  eckigen  Klammer  eine  gewisse  stetige 
Funktion  f(t),  so  daß 


j'-^^mjt 


wird.  Diese  Summe  hat  aber,  abgesehen  davon,  daß  t  statt  x 
steht,  genau  die  Form  der  Summe  (2)  in  Nr.  404,  von  der 
wir  wissen,  daß  ihr  Grenzwert,  falls  alle  Jt  nach  Null  streben, 
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gleich  dem  Integrale  von  f{(),  erstreckt  von  t^  bis  T^  ist^  nach 
Satz  6,  Nr.  410.     Demnach  kommt: 

Sate  8:  Ist  eine  Kurve  k  vom  Punkte  {x^,  y^)  bis  sum 
Punkte  (X,  Y)  durdi  die  Gleichungen 

definiert y  indem  zu  t  =  t^  die  Werte  Xq,  y^  wnrf  gu  t^  T  die 
Werte  X,  Y  gehören^  und  sind  q)  und  ^  nebst  ihren  Äbieiiungen 
tp'  und  ^'  im  IntervciUe  von  t^  bis  T  stetig,  sind  femer  U{x,  y) 
und  V{Xj  y)  längs  der  Kurve  k  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
und  teilt  man  nun  die  Kurve  durch  eifigeschaltete  Punkte  (x^  yj 
in  Intervalle,  so  hat  die  Summe: 

2^ü{x,,  y,)  (x,^,  -  X,)  +  V(x,,  y,)  (y,^,  -  y,)] 

erstreckt  über  aüe  Teilintervallej  einen  bestimmten  endlichen  Grrensh 
wert,  falls  aUe  Differenzen  x^^^  —  Xf  und  y^^^  —  y^  nach  NuU 
streben  und  dementsprechend  die  Anzahl  aller  Teilintervalle  über 
jede  Zahl  wächst.  Der  Grenzwert  ist  gleich  dem  bestimmten 
Integrale: 

T 

ßüdx  +  vdy)  "JiUiip,  ^)  <p'{t)  +  r(ip,  i>)t'ity]  dt. 

617.    ▼•rallgemelnening    des   Integratioiiswegies. 

Die  Emre  k  heißt  der  Integrationsweg  des  betrachteten  Kurven- 
integrale  ^ 

j{JJdx+Vdy\ 

Wir  haben  in  dem  letzten  Satze  über  diesen  Weg  beschrankende 
Annahmen  gemacht^  die  wir  jetzt  erweitern  wollen. 

Es  seien  zwei  Kurven  A\  und  k^  gegeben ,  die  erste  gehe 
von  Pq  nach  P^,  die  zweite  von  P^  nach  P,.  Auf  jeder  von 
ihnen  sollen  die  Voraussetzungen  des  Satzes  gelten^  d.  h.  die 
Kurve  \  soll  mittels  einer  Hilfsveranderlichen  durch  zwei 
stetige  Funktionen  mit  stetigen  Ableitungen  dargesteUt  sein, 
und  ebenso  die  Kurve  k^.  Dagegen  brauchen  A^i  und  Ä;^  in  P^ 
nicht  dieselbe  Tangente  zu  haben^  siehe  Fig.  74.  Femer  sollen 
U  und  V  längs  beider  Kurven  k^  und  k^  stetige  Funktionen 
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Ton  X  und  y  sein.    Alsdann  versteht  man  unter  dem  Kurven- 
integral  ^ 

J{Udx+Vdy), 

hinerstreckt  über  den  ganzen  Weg,  der  aus  \  und  k^  besteht^ 
die  Summe  der  beiden  einzelnen  Kur  venintegrale: 

f{Udx  +  Vdy)  +f{Udx  +  Vdy), 

die  nach  dem  letzten  Satze  wohldefiniert  sind.    Dies  laßt  sieh 
noch  weiter  verallgemeinem: 

Der  Integration  B weg  darf  nicht  nur  eine  Stelle  haben,  an 
der  sich  die  Tangente  unstetig  ändert,  vielmehr  eine  beliebige^ 
aber  endliche  Anzahl  von  solchen  Stellen  auf- 
weisen, so  daß  das  Kurvenstück  zwischen  je 
zwei  solchen  Punkten  den  Voraussetzungen 
des  Satzes  8  der  vorigen  Nummer  genügt. 
Wir  definieren  dann  das  Kurvenintegral  als  ^    ^^ 

die  Summe  der  einzelnen  Kurvenintegrale, 
von  denen  sich  jedes  auf  eine  der  Teilkurven  bezieht.  Es  ist 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Sprungstellen  der  Tangente  statt- 
haft, weil  sonst  das  Gesamtint^gral  in  eine  Summe  von  un- 
endlich vielen  Gliedern  zerfiele,  so  daß  die  Konvergenz  noch 
zu  untersuchen  wäre. 

Im  folgenden  verstehen  wir  unter  einem  Integrationswege 
stets  eine  solche  Kurve,  die  aus  einer  endlichen  Anzahl  von 
Kurvenstücken  zusammengesetzt  ist,  von  denen  jedes  einzelne  in 
der  Form 

darstellbar  ist,  wo  (p  und  t  stetige  Funktionen  mit  stetigen  Ab- 
leitungen tp'  und  ^'  bedeuten  sollen. 

Es  erhellt  nun  ohne  weiteres  daraus,  daß  das  Kurven- 
integral der  Grenzwert  einer  Summe  ist,  daß  die  Sätze  gelten: 

Satz  9:  Das  längs  eines  Integrationsweges  k  von  P^  bis  Pj 
erstreckte  Kurvenintegral  ^ 

f{Udx  +  Vdy) 

k 
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ist  entgegengesetzt  gleich  dem  Werte  desjenigen  KurvenintegralSj 
das  längs  desselben  Weges  im  umgekehrten  Sinne  j  nämlich  von 
Pj  nach  Pq  hin,  erstreckt  wird, 

Satz  10:  Besieht  der  Integrationsweg  k  aus  mehreren  Teilen 
Kj  *2>  •  •  •  Ki  ^^  ^  ^^  längs  k  erstredete  Kurvenintegtal  gleich  der 
Summe  der  längs  der  Teile  k^,  fc„  •  •  •  Ä-,  erstreckten  Kurvenintegraie. 

618.  DaalXurvenintegral  längs  eines  gMC]ilo6M]i«i& 
Integrationsweges  dargestellt  als  Fl&ohenlntegral.    Es 

seien  U  and  V  innerhalb  eines  Bereiches  der  a;y-Ebene  stetige 
Funktionen  von  x  und  y,  und  es  bedeute  k 
einen  in  diesem  Bereiche  verlaufenden, 
sich  selbst  jedoch  nicht  schneidenden, 
aber  geschlossenen  Integrationsweg.  Es 
seien  Xq  und  X>Xq  die  äußersten  Werte, 
die  X  auf  k  erreicht,  und  y^  und  F>  y^^ 
die  äußersten  Werte,  die  y  auf  ä;  erreicht 
Wir  wollen  femer  zunächst  noch  an- 
nehmen, daß  eine  zur  y-Achse  parallele 
Gerade  mit  irgend  einer  Abszisse  x  aus  dem  Intervalle  von  x^ 
bis  X  die  Kurve  k  nur  in  zwei  Punkten  (x,  y^)  und  (x,  y,) 
treffe,  wobei  y^  >  y^  sei,  siehe  Fig.  75.  Ebenso  soll  eine  zur 
a:-Achse  parallele  Gerade  mit  irgend  einer  Ordinate  y  aus  dem 
Intervalle  von  y^  bis  Y  die  Kurve  k  nur  in  zwei  Punkten 
{x^y  y)  und  {x^,  y)  treffen,  wobei  x^  >  x^  sei. 

Der  Integrationsweg  k  werde  im  positiven  Sinne  durch- 
laufen, d.  h.  so,  daß  die  von  k  eingeschlossene  Fläche  E  linker 
Hand  liegt  (wie  die  positive  y-Achse  gegenüber  der  positiven 
a;-Achse^  vgl.  auch  Nr.  530).  Bei  der  Berechnung  des  Kurven- 
integrals 

(1) 


Fig.  76. 


fiUdx+  Vdy) 


ist  es  übrigens  einerlei,  wo  wir  den  Anfang  von  k  annehmen, 
da  der  Integrationsweg  geschlossen  ist.  Nach  der  Definition 
ist  das  Kurvenintegral  der  Grenzwert  einer  Summe  von  zwei 
Gliedern,  nämlich  der  Summe 


k  k 
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vgl.  (1)  in  Nr.  615.  Den  ersten  Summanden  dürfen  wir  auf 
eine  solclie  Teilung  des  Integrationsweges  beziehen,  die  durch 
Parallelen  zur  y-Achse  bewirkt  wird^  siehe  Fig.  76,  und  den 
zweiten  auf  eine  solche  Teilung,  die  durch  Parallelen  zur 
x-Achae  bewirkt  wird,  siehe  Fig.  77.  Denn  wir  wissen,  daß 
beide  Summanden  bestimmte  endliche  Grenzwerte  haben,  wie 
auch  die  Teilung  des  Integrationsweges  vorgenommen  werden 
möge. 

Dem  Intervalle  zwischen  zwei  Teilgeraden  (x)  und  (x  +  ^x) 
in  Fig.  76  gehören  zwei  Teilstücke  der  Kurve  k  an.     Wegen 


-i^ 


?rnn 


_2? 

Fig.  76 


K 


jjf^ 


IL 


'1 


::^ 


Fig.  77. 


des  festgesetzten  Umlaufssinnes  wird  Jx  bei  der  Stelle  {x^y^ 
in  positivem  Sinne,  bei  der  Stelle  {x^y^  jedoch  in  negativem 
genommen.     Daher  ist: 

X 

lim  2  ^(^;  y)^x^  lim^[  U{x,  yO  -  U{x,  y,)]^x 


[U{x,y,)-Ü{x,y^)]dx, 


Dem  Intervalle  zwischen  zwei  Teilgeraden  (y)  und  (y  +  z/y) 
in  Fig.  77  gehören  ebenfalls  zwei  Teilstücke  der  Kurve  k  an. 
Jedoch  wird  hier  Jy  bei  der  Stelle  (x^,y)  in  negativem  Sinne 
und  bei  der  Stelle  (a;„  y)  in  positivem  Sinne  genommen.  Da- 
her kommt: 

Y 

lim  ^  V(x,  y)  Jy  =  lim^L  ^(^2.  J^  -  H^v  V)]  ^V 


Y 

'f[V{x„y)-V{x„y)]dy. 
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Das  Enrvenintegral  (1)  ist  somit  gleich: 

J  7 

(2)   J\U{x,y,)  -  V{x, y,)\dx  +ßv{x„y)  -  V{x„y)]dy. 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  ü(x,y)  im  betrachteten  Be. 
reiche  eine  stetige  partielle  Ableitung  U^  und  V{x,y)  ebenda 
eine  stetige  partielle  Ableitung  V^  habe,  so  können  wir 
andererseits  das  Doppdintegral  betrachten: 

erstreckt   über   die   von  h  eingeschlossene   Fläche   E.      Nach 
Nr.  576  werten  wir  den  Teil 

JJvjxdy    bzw.    JJu^dxdy 

E  E 

des  Doppelintegrals  aus,  indem  wir  zuerst  hinsichtlich  x  bzw. 
y  integrieren.     Es  kommt  dann: 

y 
ffrjxdfj  =-/[F(«„  y)  -  V{x„  y)-]dy, 


X 


JJlJ.dxdy  ^J[ü{x,  y,)  -  Uix,  y,)]dx. 

Daher  ist  das  Doppelintegral  (3)  gerade  gleich  dem  Werte  (2). 
Somit  hat  sich  ergeben: 

(4)  fiUdx  +  Vdy)  -//(F.  -  U,)dx  dy. 

Es  ist  also  das  längs  der  Kurve  k  erstreckte  Integral 
über  üdx  +  Vdy  als  Flächenintegral  darstellbar,  erstreckt 
über  den  von  k  umschlossenen  Bereich  E. 

Dabei  ist  jedoch**  vorausgesetzt,  daß  der  Rand  k  von  einer 
Parallelen  zur  x-  oder  f/-Achse  höchstens  zweimal  getroffen 
werde.  Um  zu  zeigen,  daß  diese  Voraussetzung  unnötig  ist, 
beweisen  wir,  daß  das  Ergebnis  auch  für  die  Summe  zweier 
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aneinander  grenzender  Bereiche  E^  und  E^  gilt^  falls  es  für 
E^  und  E^  einzeln  richtig  ist.     Nach  (4)  haben  wir  nämlich: 


(5) 


//(^; -  U,)dxdy  =^f{Udx  +  Vdy), 
//(F,  -  L\)dxdy  ^J{Udx  +  Vdy), 


wobei  die  Rander  \  und  k^  von  E^  und  E^  positiv^  also  so  durch- 
laufen werden,  daß  die  Fläche  E^  bzw.  E^  links  liegt.  Nach 
Satz  10  der  letzten  Nummer  können  wir  die  rechtsstehenden 
Eurvenintegrale  in  Summen  zerlegen.  Ist  x  der  gemeinsame 
Teü  von  \  und  Jc^,  sind  dagegen  h[  und  k^  die  übrigen  Teile 
von  &!  bzw.  k^j  so  ist  das  erste  Kurvenintegral  gleich  der  Summe 
der  beiden  längs  k[  und  x  erstreckten  und  das  zweite  gleich 
der  Summe  der  beiden  längs  kl^  und  x  er- 
streckten Integrale.  Man  bemerkt  aber  in 
Fig.  78,  daß  bei  den  beiden  auf  x  bezüglichen  \  ^  ^  ^s 
Integralen  der  Weg  in  verschiedenen  Sinnen 
durchlaufen  wird,  so  daß  diese  beiden  Intecrrale 

Fiff.  78. 

nach  Satz  9  der  letzten  Nummer  entgegen- 
gesetzt gleich  sind  und  die  Addition  der  beiden  Formeln  (5) 
ergibt:  Das  Flächenintegral  über  den  von  E^  und  E^  gebildeten 
Gesamtbereich  ist  gleich  dem  Eurvenintegral,  erstreckt  längs 
des  von  k[  und  k%  gebildeten  Randes  dieses  Bereiches, 
vorausgesetzt,  daß  das  Entsprechende  für  die  Teilbereiche  £^ 
und  E^  gilt. 

Liegt  nun  ein  beliebiges  ebenes  Flächenstück  E  innerhalb 
des  erlaubten  Variabilitätsbereiches  vor,  so  können  wir  es 
immer  so  zerlegen,  daß  der  Rand  eines  jedes  Teiles  von  einer 
Parallelen  zur  x-  oder  j/-Achse  höchstens  zweimal  getroffen 
wird.  Aus  der  Gültigkeit  des  Satzes  für  die  Teile  folgt  als- 
dann die  Gültigkeit  für  das  ganze  Flächenstück  E, 

Satz  11:  Ist  E  ein  solches  Flächenstück  in  der  xy-Ebene, 
dessen  Band  k  aus  Teilen  besteht^  die  in  der  Form  x  » (p(f), 
y  —  ^(0  darsteUbar  sind,  wobei  qp,  ^,  9'  und  t'  stetige  Funktionen 
von  t  bedeuten,  sind  femer  U{x,  y)  und  V{x,  y)  innerhalb  E 
und  a/uf  dem  Bande  k  von  E  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
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mü  stetigen  partielien  AUeitungen  U^  und  V^,  so  ist  das  längs 
des  Randes  k  erstreckte  Kurvenintegral  über  Udx  +  Vdy  mitteis 
der  Formel 

f(Udx  +  Vdy)  -JfiK  -  U^)dxdy 

k  E 

darstdlbar  als  ein  auf  die  ganze  Fläche  E  bezügliches  Doppd- 
integral.  Bei  der  Bildung  des  Kurvenintegrals  sind  dabei  alle 
Teile  von  k  in  positivem  Sinne  zu  durchlaufen,  d.  h,  so,  daß 
die  Fläche  E  gegenüber  der  Richtung  des  DurckUmfens  gerade 
so  gelegen  ist  wie  die  positive  y-Ächse  gegenüber  der  positiven 
X-Achse. 

Dies  Ergebnis  gilt  z.  B.  auch  im  Falle  einer  Flache  E, 
wie  sie  in  Fig.  79  dargestellt  ist.  Hier  besteht  der  Rand  k 
ans  zwei  getrennten  Stücken,  und  es  zerfallt 
das  Enrvenintegral  in  eine  Summe  Ton 
zweien,  von  denen  sich  jedes  auf  eine  der 
beiden  Randlinien  bezieht.  Dabei  ist  der 
Umlaufungssinn  so  wie  in  der  Figur  zu 
nehmen,  weil  die  Fläche  E  stets  links  liegen 
soll.  Daß  der  Satz  auch  für  derartige  Falle 
gilt,  erkennt  man  sofort,  wenn  man  noch  eine  Linie  von  dem 
äußeren  nach  dem  inneren  Rande  hin  zieht  und  den  Satz  auf 
die  jetzt  einfach  umrandete  Fläche  E  anwendet. 

619.  Das  Knrveulutegral  ftber  ein  ▼ollständlgres 
Differential.  Wieder  sollen  die  Funktionen  ü  und  V  von  x 
und  y  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
üy  und  V^  in  einem  Bereiche  der  xy-TSbene 
stetig  sein.  Wir  wählen  irgend  zwei  Stellen 
(^o>  Vo)  ^^d  (^)  ^  ^  diesem  Bereiche, 
siehe  Fig.  80,  und  ziehen  von  der  ersten 
p.    ^  zur  zweiten  zwei  verschiedene  Integrations- 

wege Ä-j  und  k^,  von  denen  wir  vorerst 
annehmen  wollen,  daß  sie  einander  nicht  schneiden.  Die  Kurven 
ifei  und  A'g  schließen  ein  Flächenstück  E  ein.  Wenn  dies  Flächen- 
stück  E  vollständig  zu  jenem  Bereiche  gehört,  in  dem  U,  F, 
f7y  und  V^  stetig  sind,  so  können  wir  den  letzten  Satz  auf  JE 
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anwenden.  Sobald  wir  dabei  k^  und  k^  im  Sinne  der  Bewegung 
Ton  der  Stelle  {Xq,  y^)  zur  Stelle  (X,  Y)  durchlaufen,  ergibt 
flieh,  weil  E  in  Fig,  80  alsdann  links  von  4^,  aber  rechts 
Ton  Äj  liegt,  die  Formel: 

(1)  fiUdx  +  Vdy)  ^fiUdx  +  Vdy)  -ffiK  -  ü^)dxdy. 

Ist  nun  insbesondere  üdx  +  Vdy  ein  voUsiändiges  Diffe- 
rential, so  verschwindet  die  Dififerenz  F^—  U^  nach  Satz  1, 
Nr.  609,  so  daß  die  rechte  Seite  gleich  Null  wird.    Dann  kommt: 

(2)  JiUdx  +  Vdy)  ^J{Udx  +  Vdy), 

wobei  \  und  ig  im  Sinne  von  der  Stelle  {x^^  y^  zur  Stelle 
(X,  r)  zu  durchlaufen  sind. 

Dasselbe  Ergebnis  gilt,  wenn  \  und  h^  einander  durch- 
setzen. Denn  z.  B.  im  Falle  der  Fig.  81,  wo  Ic^  und  Tc^  ein- 
ander im  Punkte  {x^,  y^)  begegnen,  zer- 
legen vir  kl  und  t,  in  die  Teile  i^ ,  i^ 
und  k^ifk^f  die  durch  diesen  Teilpunkt 
bestimmt  werden.  Alsdann  ist  das 
längs  Ä^n  erstreckte  Integral  gleich  dem  ^ 

längs  /:,!  erstreckten  —  im  Sinne  der 

Bewegung  von  (xq,  y^)  nach  {x^^yj).  Ebenso  ist  das  längs  k^ 
erstreckte  Integral  gleich  dem  längs  k^^  erstreckten  —  im  Sinne 
der  Bewegung  von  (x^,  y^)  nach  (X,  F).  Addition  ergibt,  daft 
die  Formel  (2)  auch  jetzt  besteht,  nach  Satz  10,  Nr.  617. 

Säte  12:  Sind  Uund  V  innerhalb  eines  Bereiches  derxy-Ebene 
stetige  Ftmktionen  von  x  und  y  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen 
U^  und  V^  und  ist  üdx  +  Vdy  ein  vollständiges  Differential, 
so  ist  der  Wert  des  von  einer  SteUe  (x^,  yo)  ^  Bereiches  bis 
zu  einer  Stelle  (X,  Y)  des  Bereiches  längs  eines  Weges  \  er- 
sireckten  Kurvenintegrals  über  Udx  +  Vdy  gleich  dem  Werte  des 
längs  eines  andern  Weges  k^  von  demselben  Anfangspunkte  bis 
zu  demselben  Endpunkte  erstreckten  Kurvenintegrals  über 
Udx  +  Vdy,  vorausgesetzt,  daß  nicht  nur  k^  und  k^  vollständig 
dem  Bereiche  angehören,  sondern  auch  zwischen  k^  und  k^  keine 
Stelle  liegt,  die  nicht  auch  dem  Bereiche  angehört. 
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Daß  diese  letzte  Voraussetzung  für  den  Beweis  durchaus 
wesentlich  ist,  soll  noch  die  Fig.  82  erläutern,  worin  der  Bereich 
das  schraffierte  ringförmige  Stück  sei.  Das 
Flächenstück  zwischen  A:^  und  k^  ist  hier 
ein  Gebiet,  das  nicht  als  Bereich  E  für 
ein  Flädienintegral  dienen  kann,  wie  es 
die  Anwendbarkeit  des  Satzes  11  der 
vorigen  Nummer  erfordert.  Dagegen  ge- 
hört hier  zu  k^  und  zu  dem  W^e  x  der- 
Fig.  88.  selbe  Integralwert. 

620.  Umkehmng  der  BetrftChtnug.  Wir  machen 
dieselben  Voraussetzungen  wie  vorher  über  die  Stetigkeit  hin- 
sichtlich der  Funktionen  ü  und  V,  wollen  aber  nicht  annehmen, 
daß  üdx  +  Vdy  gerade  ein  vollständiges  Differential  sei. 
Fragen  wir  uns  dann,  unter  welchen  Umstanden  das  von 
{Xq,  yo)  l^is  (Z,  T)  erstreckte  Kurvenintegral  über  üdx  +  Vdy 
einen  vom  Wege  k  unabhängigen  Betrag  haben  kann,  voraus- 
gesetzt, daß  alle  statthaften  Wege  dem  Bereiche  angehören 
und  keine  zwei  von  ihnen  eine  Stelle  einschließen,  die  nicht 
dem  Bereiche  angehört  Nach  (1)  in  der 
Y    r*,  .         letzten  Nummer  müßte 

.3fe..pg        (1)  fj\v,-U^)dxdy  =  0 


^ fcS^    sein  für  ^^des  Stück  "E  der  Ebene,  das  dem 

Fig  83.  Bereiche  angehört.    Dies  gilt  z.  B.  für  irgend 

ein  Becktecky  dessen  Seiten  den  Achsen  parallel 
sind,  siehe  Fig.  83,  vorausgesetzt,  daß  die  Ecken  {x^,  y^)  und 
(X,  Y)  so  nahe  beieinander  gewählt  werden,  daß  das  ganze 
Rechteck  im  Variabilitätsbereiche  enthalten  ist.  Für  dieses 
Rechteck  besagt  die  Formel  (1)  nach  Nr.  573: 


Aß 


{y.-U,)dy  dz^O. 

Da  X  innerhalb  gewisser  Grenzen  veränderlich  ist,   so  steht 
links  eine  Funktion  von  X,  die  gleich  Null  ist,  so  daß  auch 
ihre  Ableitung  verschwindet: 
619,  6JdO] 
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Y 

yo 
woraus  ebenso  folgt:  V^—  ü^  =  0,  d.  h.  Udx  +  Vdy  ist  doch 
ein  vollständiges  Differential,  nach  Satz  1,  Nr.  609. 

Säte  13:  Sind  U  und  V  innerhalb  eines  Bereiches  der 
xy-Ebene  stetige  Funktionen  von  x  und  y  mit  stetigen  partieUen 
Ableitungen  ü^  und  V^,  so  ist  der  Differentialausdruck  Udx  +  Vdy 
dann  und  nur  dann  ein  vollständiges  Differential,  wenn  das 
Kuroenintegral 

\udx+Vdy), 


ß 


hinerstrecU  von  einer  Stelle  (Xq,  y^  des  Bereiches  bis  eu  irgend 
einer  andern  Stelle  (X,  Y)  des  Bereiches,  einen  Wert  hat,  der 
stets  derselbe  bleibt,  falls  der  Integrationsweg  k  durch  irgend  einen 
anderen  Integrationsweg  von  der  ersten  Stelle  bis  zu/r  zweiten 
ersetzt  wird,  vorausgesetzt,  daß  zunschen  beiden  IntegraHonswegen 
keine  Stdle  gelegen  ist,  die  nicht  dem  Variabüitätsbereiche  angehört. 
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Achtes  Kapitel. 
Fnnktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 


§  1.   Definition  der  monogenen  Funktionen. 

631.  Yorbemerkmig.  Wir  knüpfen  jetzt,  namentlich 
nm  den  Integralbegriff  auch  auf  den  komplexen  Bereich  aas- 
dehnen zu  können,  an  das  elfte  Kapitel  des  ersten  Bandes  an. 
Dort,  in  Nr.  365,  definierten  wir  w  ^u  +  iv  als  eine  Fufikticn 
von  0  ^  X  +  ii/y  wenn  eine  Vorschrift  vorhanden  war,  nach 
der  jedem  Werte  der  komplexen  Veränderlichen  g  innerhalb 
eines  Variabilitatsbereiches  der  komplexen  Zahlenebene  ein 
Wert  der  komplexen  Veränderlichen  w  zugeordnet  wird-  Es 
ist  also  ein  Variabilit&tsbereich  für  ein  redles  Wertepaar  x,  y 
anzunehmen.  Sind  alsdann  u(a:,  y)  und  v{Xj  y)  reelle  Funktionen 
von  X  und  y  in  diesem  Variabilitätsbereiche,  so  ist 

(1)  w  —  u(x,  y)  +  iv(x,  y) 

der  allgemeine  Ausdruck  einer  Funktion  der  komplexen  Ver- 
änderlichen e  ^  X  +  iy.  Diesen  Funktiombegriff  werden  tcir 
nun  zweckmäßig  einschränken.  Diejenigen  Funktionen  nämlich, 
die  wir  im  11.  Kapitel  des  1.  Bandes  genauer  untersuchten, 
z.  B.  die  Potenzreihen,  die  goniometrischen  und  Exponential- 
funktionen, der  Logarithmus  sowie  die  rationalen  ganzen  oder 
gebrochenen  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen,  haben 
ausnahmslos  Ableitungen  dw :  dz.  Wir  wollen  deshalb  fest- 
stellen, unter  welchen  Bedingungen  die  Funktion  (1)  eine  Ab- 
leitung die :  dz  hat,  und  uns  alsdann  auf  Funktionen  be- 
schränken, denen  Ableitungen  zukommen. 
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Die  Ableitung  ist  nach  Nr.  27  zu  definieren  als  der  Gfrenz- 
wert  des  Bruches: 

^  ^  z/5  ™  J{x  +  iy)  "^  Jx-\-iJy^ 

worin: 

^u  =  u{x  +  ^x,y  +  Jy)  —  tt(a;,  y), 

^t;  -=  v(ic  +  Jx,  y  +  ^y)  —  v{x^  y) 

isty  und  zwar  als  derjenige  Ghrenzwert,  der  hervorgeht^  faUa 
jdx  wnä  Jy  "beide  unabhängig  voneina/nder  nach  NuU  streben. 
Im  allgemeinen  kann  eine  von  ^x  und  ^y  abhängige 
Ghröße  verschiedenen  Grenzwerten  zustreben  je  nach  der 
Art,  wie  man  ^x  und  Jy  sich  der  Null  nähern  läßt,  da  hier 
ein  doppelter  Grenzübergang  zu  machen  ist.  Z.  B.  der  sehr 
einfache  Ausdruck  ^y  :  Jx  kann  för  lim  ^x  —  0,  lim  Jy  «  0 
alle  möglichen  Werte  annehmen.  Man  setze  nämlich  ^  indem 
man  unter  k  irgend  eine  bestimmte  Zahl  versteht^  zly  »-  kzlx. 
Für  lim  Jx  =  0  ist  dann  auch  lim  ^y  -■  0,  während  der  Grenz- 
wert des  Bruches  jdy :  Jx  gleich  k  wird.  Die  Zahl  k  aber 
konnte  ganz  beliebig  gewählt  werden.  Der  Bruch  ^y :  jdx 
also  hat  für  lim  zlx  «-  0,  lim  ^y  —  0  keinen  bestimmten  Grenz- 
wert. Daher  wird  auch  der  Bruch  (2)  für  lim  ^a;  «=  0,  lim  Jy  =  0 
nur  unter  gewissen  Bedingungen  einen  bestimmten  Grenzwert 
haben. 

622.  Bedingungen  fOr  dieBxlfltens  einer  Ableitung. 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  u{Xy  y)  und  v{Xj  y)  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetige  reelle  Funktionen 
von  X,  y  innerhalb  des  Variabilitätsbereiches  seien,  ist  es  leicht, 
die  Bedingungen  für  das  Vorhandensein  eines  solchen  Grenz- 
wertes aufzustellen. 

Wir  schreiben  zunächst  vor,  daß  jdx  und  ^y  so  nach 
Null  streben  sollen,  daß  dabei  stets  Jy  »  k^dx  bleibt,  wobei  k 
eine  beliebig  gewählte  Zahl  bedeute.     Alsdann  ist: 

^u  =«  u{x  +  jdx,  y  +  kJx)  —  u{x,  y), 
^v  —  v{x  +  JXy  y  -f  kJx)  —  v{x,  y) 


und: 


z/u  .Jv 
Jio  Jx^  Ax 
^äz  ^  ~\  -f  ih     ' 

29* 
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Die  Brüche  JuiJx  und  Jv\Jx  sind  jetzt  so  beschaflFen, 
daß  ihre  Zähler  und  Nenner  für  Jx  =  0  verschwinden,  so  daß 
wir  ihre  (Jrenzwerte  nach  Satz  25,  Nr.  129,  bilden,  indem  wir 
Zähler  und  Nenner  für  sich  nach  Jx  differenzieren  und  alsdann 
jdx  ^0  setzen.     Es  kommt  so: 

lini^  _  ?«(5.y)  +  Ä'J^),      lim  j"  =  ^5^  +  jfc^"^i'\ 

Jx  dx       ^  dy      ^  ^x  dx       '  dy     ^ 

mithin: 

(1)  lini -r    = T-r-'i        ---' 

Dieser  Grenzwert  ist  nur  dann  von  der  willkürlich  gewählten 
Zahl  Ä  unabhängig,  wenn  sich  auch  vom  Zahler  der  Faktor 
1  +  *Ä5  absondern  läßt,  d.  h.  wenn  der  Zähler  für  Ä-  -=  t  ver- 
schwindet.    Also  ist  zu  fordern: 

oder: 

W*  —   Vy   +    i(Wy   +   t?J    =-    0. 

Da  u  und  v  reelle  Funktionen  sind,  zerfällt  diese  Bedingung 
in  die  beiden: 

(2)  u^  =  v^,         Uy v,. 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  gibt  (1)  für  jeden  Wert 
von  Je: 

(3)  ]im^£  =  u^-iu^. 

Aber  die  Vorschrift,  daß  ^y :  ^x  eine  Konstante  i  sei, 
haben  wir  willkürlich  in  die  Betrachtung  hineingebracht.  Es 
handelt  sich  darum,  zu  untersuchen,  ob  /Ixv :  /Iz  einen  bestimmten 
endlichen  Grenzwert  hat,  wie  auch  immer  ^x  und  zfy  nach 
Null  streben  mögen.  Wir  wissen  daher  bis  jetzt  nur,  daß  die 
Bedingungen  (2)  notwendig;  sind,  und  wollen  nun  zeigen,  daß 
sie  auch  hinreichen. 

Nunmehr  also  nehmen  wir  an,  daß  die  Bedingungen 
(2)  erfüllt  seien,  und  lassen  Jx  und  ^y  in  beliebiger  Weise 
nach  Null  streben.  Da  wir  voraussetzen,  daß  u  und  v  stetig 
seien,  so  ist  nach  Satz  28,  Nr.  137: 

^u^u(x+^x,y+^y)—u{x,y)=^[JX'U^+Jy'U^):,  +  ejT,y  +  eJf, 
^v='V(x+^x,y+Jy)—v{x,y)=[^X'V^+^y'V^]:,+»jr,y+9Jf, 
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wobei  d  und  <&  positive  echte  Brüche  bedeuten  und  die  Indizes 
andeuten  sollen,  daß  x  und  y  in  den  geschweiften  Klammem 
durch  diese  Indizes  zu  ersetzen  sind.  Es  wird  jedoch  be- 
quemer sein,  das  Wertepaar  x  +  d/lx,  y  +  OJy  mit  x^,  y^ 
und  das  Wertepaar  x  +  -ö-z/a?,  y  +  ^^y  mit  x^,  y,  zu  bezeichnen 
und  dementsprechend  u{x^,  y^  mit  u^  und  v{x^,  y^  mit  f?,, 
so  daß 

(4)     ^u-'^^.^ll^y,        ^.-^J.+  ^Jy 
wird.     Infolge  der  Annahme  (2)  ist  nun: 

cx^  ~"       ^y, '         ^y,  "~  dx^' 

wenn  t«(rr2,  y^)  mit  ti^  bezeichnet  wird  Demnach  lassen  sich 
die  Zunahmen  (4)  so  ausdrücken: 

^u^l^^x  +  p^y,        ^v^-^p^Jx  +  l'^Jy, 

cx^  '   dyi     ^'  ^y,  dx,     ^' 

so  daß  sich  der  Bruch 

Jw       Ju'\'i^v       Jx        Jx 
Jz  ^  Jx~+  iJy  °^    -    ,    .^y 
'^^Jx 


auf  die  Form  bringen  läßt: 


du^        .^M,    Jx 

(o)  --  =  /'^  -  t  ^^«"^ ^»  Z^W^      — 

^*  ^  ^^       \dx,        dyj  ^   ,   .Jy 


\dx,        dyJ  i-L,f^2/ 

z/o; 

Wenn  nun  m  und  v,  wie  wir  annehmen,  stetige  partielle 
Ableitungen  erster  Ordnung  haben,  so  streben 

^      ^**?     bzw     --^      -**• 

dx^  ^     dx^  '      dy^  '     ^y, 

für  lim  z/a;  -=  0,  lim  ^y  ^  0  nach 

^M  ,         du 
rT-  bzw.  ö— , 
ex  dy' 

weil  fl?!,  y^  und   ebenso   o:,,  yj  von   a?,  y  nur  um  öz/o:,  öz/y 
bzw.  'ö'^a;,  -ö-^y  abweichen.     Folglich  ist  der  Grenzwert  des 
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in  (6)  rechts  im  Zähler  auftretenden  Bruches^  nämlich  des  Faktors 
von  i^y :  Jx,  gleich  Eins,  so  daß  wie  in  (3)  hervorgeht: 

ff{\  V     ^^  ^  8u  _^  .du 

^  ^  Jm  "  dx         dy 

Also  gilt  der 

Sat0  1:  Sind  u{x,y)  und  v{x^y)  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  reelle  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
innerhalb  eines  Variabüitätsbereiches,  so  daß 
w  -  u{x,  y)  +  iv(x,  y) 

eine  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  g  ^  x  +  iy  inner- 
halb des  entsprechenden  Bereiches  der  komplexen  ZaMenebene  istf 
so  hat  der  Differenjsenguotieni 

Jw      Ju-j-idv 
Jm        Jx-i-iJy 

für  lim  ^x  ^  0,  lim  z/y  =  0  dann  und  nur  dann  einen  be- 
stimmten endlichen  Crrenzwert,  der  von  der  Art,  urie  ^x  und  Jy 
nach  NuU  streben,  unabhängig  ist,  wenn  innerhalb  des  Bereiches 

die  Bedingungen: 

du      dv         du  dv 

dx  "^  dy'       dy'^^dx 
erfüllt  sind. 

623.  Konogene  Fnnktlonen.    Es  soll  von  nun  an 

(1)  w^u{x,y)+iv{x,y) 

eine  monogene  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  g=^x  +  iy 
innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  der  komplexen  Zahlenebene 
heißen,  wenn  u  und  e;  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  innerhalb  des  zugehörigen  Bereiches  der  reellen 
Wertepaare  x,  y  reelle  stetige  Funktionen  von  x  und  y  sind, 
die  den  Bedingungen 

^^  dx^  dy'       dy"^      dx 

genügen.  Man  nennt  diese  Bedingungen  die  Gauchy-Biemann- 
sehen  Gleichungen. 

Jede  monogene  Funktion  hat  nach  den  Ergebnissen  der 
letzten    Nummer    innerhalb    des   Bereiches    überall   eine   Ab- 

«»»,  6»S] 
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die  wir  anch  ihren  DifferentiälquoHenten  nennen  und  die  nach 
der  Formel  (6)  der  letzten  Nummer  den  Wert 

/Q\  dw      du       .du 

hat^  wofür  wir  auch  nach  (2)  schreiben  können: 

Wenn  wir  künftig  eine  monogene  Funktion  von  e  mit 
fQf)  bezeichnen,  so  soll  natürlich  ^{e)  ihre  Ableitung  bedeuten. 

Wir  behaupten  nun  umgekehrt: 

Sat£  2:  Ist  innerhalb  eines  Bereiehea  der  komplexen  ZcMen- 

d>ene   die   Größe  w  ^  u  +iv  als  eine  Funktion  der   Oröße 

sf  ^  X  +  iy   definiert  und  zwar  derart,    daß  der  Differenaen- 

quotient 

Jw      du  +  »^t? 
dz       Jx-{-idy 

für  lim  ^x  ^0,  lim  Jy  =  0  einen  bestimmten  endlichen  Grenz- 
wert (p  +  iif  hat,  so  ist  w  eine  monogene  Funktion  von  z,  so- 
bald u,  Vy  q>  und  t  innerhalb  des  Bereiches  stelige  reelle  Funk- 
tionen von  X  und  y  sind. 

Ist  nämlich  6  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl,  so  gibt  es 
nach  den  Annahmen  des  Satzes  eine  positive  Zahl  h  derart,  daß  fQr 

(5)  \^x\<h,      \Jy\<h 

auch  stets 

w  |3j^-(''+'*)!<' 

ist.    Wahlen  wir  insbesondere  Jy^O,  so  kommt: 
du  ,    ./Jv       ^\\  ^  ^ 

oder  nach  einer  Bemerkung  in  Nr.  357: 


\du         I 


-^^       ^ 
d^-* 


d.  h.  u  und  v  haben   stetige  partielle  Ableitungen   9  und  ^ 
nach  x: 

rn\  ^**  dv         . 

[6»S 
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Ebenso  liefert  (6)  bei  der  Annahme  ^x  »  0: 


d.  h. 


SO  daß  \K  nnd  t?  die  stetigen  partiellen  Ableitungen  nach  y 
haben: 

Die  Ableitungen  (7)  und  (8)  erfüllen  oflFenbar  die  Cauchy- 
Riemannschen  Gleichungen  (2);  folglich  ist  unser  Satz  2  be- 
wiesen.    Wir  können  ihn  etwas  knapper  so  formulieren: 

Satz  3:  Ist  innerhalb  eines  Bereiches  der  komplexen  Zahlen- 
d>€ne  f{d)  eine  solche  stetige  Funktion  von  e^  x  +  iy,  die  Am- 
da  eine  stetige  Ableitung  f{z)  haty  so  ist  f{z)  in  dem  Bereut 
eine  monogene  Funktion. 

In  Nr.  365  definierten  wir  die  analytischen  Punktionen, 
nämlich  die  Potenzreihen: 

Sie  sind  nach  Satz  16,  Nr.  367,  innerhalb  ihrer  Konvergenz- 
kreise stetig  und  haben  dort  nach  Satz  19,  Nr.  370,  die  eben- 
falls stetigen  Ableitungen: 

az)^c,  +  2c,(^  -  ^o)  +  •  •  •  +  nc,{z^z^Y-^+  •  •  -. 

Hieraus  folgt  nach  unserem  Satze:  Die  analytischen  Funk- 
tionen sind  monogene  Funktionen,  Nach  Nr.  366,  Nr.  373  und 
Nr.  374  gehören  die  ganzen  rationalen  Punktionen  und  die 
Punktionen  e*,  sin  z^  cos  z,  (1  +  z)"^  zu  den  analytischen  und 
demnach  auch  zu  den  monogenen  Punktionen.  Dasselbe  gilt 
nach  Nr.  376  für  den  Hauptu:ert  des  Logariämus^  wenn  dabei 
von  den  Stellen  der  negativen  reellen  Achse  abgesehen  wird. 
DaB  auch  die  andern,  im  11.  Kap.  des  1.  Bandes  vorkommenden 
besonderen  Punktionen  monogen  sind,  wird  sich  in  den  nächsten 
Nummern  zeigen. 

Wir  werden  später  sogar  erkennen  (in  Nr.  643),  daß  sich 
jede  monogene  Punktion  in  der  Umgebung  einer  Stelle  z^ 
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ihres  Bereiches  als  Potenzreihe  nach  steigenden  ganzen  posi- 
tiven Potenzen  von  z  —  e^  entwickeln  läßt,  d.  h.  in  jener  Um- 
gebung eine  analytische  Funktion  ist. 

624.  Bnmmen,  Differenzen,  Produkte  und  Quotien- 
ten von  monogenen  Funktionen.  Sind  u^  -f  iv^  und  u^  +  iv^ 
in  einem  gemeinsamen  Bereiche  monogene  Funktionen  w^  und 
w^  von  z  oder  x  +  iy,  so  ist: 

(1) 

Im  gemeinsamen  Bereiche  genügen  nun  auch  die  vier  Funk- 
tionen 

den  Gauchy-Riemannschen  Gleichungen,  wenn  nur  bei  der  letzten 
Funktion  von  denjenigen  Stellen  abgesehen  wird,  wo  w^  ver- 
schwindet. Es  wird  genügen,  den  Beweis  etwa  für  das  Produkt 
iv^w^  anzudeuten.  Bringen  wir  es  auf  die  Form  u  +  iv,  so 
kommt: 

Differentiation  dieser  Funktionen  gibt  nach  (1): 

du      du,       ,       ?Uj     ^r,  cv^     du,       ,       du^  ,  du,       ,      du^ 

dy      dy  *  '     ^  cy      cy    *      ^  cy      dy  *  '     ^  dx  '  dx^  '    ^  cy  ' 

du cv 

dx  ~  dy 

Ebenso  ergibt  sich  die  zweite  Cauchy-Riemannsche  Gleichung. 
Da  Entsprechendes  in  den  andern  Fällen  gilt,  so  können  wir 
sagen: 

Satz  4:  Sind  w^  und  iv^  in  einem  gemeinsamen  Bereiche 
monogene  Funktionen  von  z  ^  x  +  iy,  so  gilt  dasselbe  ebenda 
von  ihrer  Summe,  ihrer  Differenz, ^  ihrem  Produkte  und  ihrem 
Quotienten,  Nur  muß  man  im  letzten  Falle  den  Bereich  soweit 
einschränken,  daß  die  Funktion  w^  darin  nirgends  verschwindet, 

Z.  B.  folgt  hieraus,  daß  tgj?  »  sinxr :  cosjer,  die  in  Nr.  375 
eingeführte  Funktion,  monogen  in  einem  solchen  Bereiche  ist, 
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WO  cos£r  nicht  verschwindet.  Entsprechendes  gilt  yon 
ctg0  »  cos;?  :  sinjff.  Auch  erhellt  jetzt^  dafi  eine  gtbrochent 
rationale  Funktion  (Nr.  379)  monogen  in  einesi  jeden  solchen 
Bereiche  ist,  in  dem  ihr  Nenner  nicht  verschwindet. 

625.  Funktioiien  von  Fnnktioiien.  Es  gilt  der 
Sat0  5:  Ist  w  —  f(js)  innerhalb  eines  BereirJies  für  e  eine 
monogene  Funktion  von  z  und  ferner  W  =  F{w)  innerJuüb  eines 
Bereiches  für  w  eine  monogene  Funktion  von  w,  so  ist  auch  W 
eine  monogene  Funktion  von  z  für  di^enigen  Werte  von  z  inner- 
halb des  ersten  Bereiches,  denen  vermöge  w  =  f{z)  solche  Werte 
w  zugehören,  die  im  zweiten  Bereiche  liegen. 

Es  sei  nämlich  z  ^  x  +  iy  und 
tc  =  f{z)  «  u{x,y)  +  iv{x,y),     W^F{w)^  U(u,v)  +  ir(u,v). 

Nach  Voraussetzung  sind  u  und  v  im  ersten  Bereiche  reelle 
stetige  Funktionen  von  x  und  y  mit  stetigen  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung,  die  den  Cauchy  -  Riemannschen 
Gleichungen 

^^  dx^dy'         dy^       dx 

genügen.  Ebenso  sind  ü  und  V  im  zweiten  Bereiche  reelle 
stetige  Funktionen  von  u  und  v  mit  stetigen  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung,   die  entsprechend  den  Gleichungen: 

(-A  dU      dV  ^Ji       _^ 

^^  du^  dv'         dv^       du 

gentigen.  Beschränken  wir  uns  auf  solche  Wertepaare  x,  y 
des  ersten  Bereiches,  zu  denen  infolge  von  w  —  f{z)  Werte- 
paare Uy  V  gehören,  die  im  zweiten  Bereiche  liegen,  so  sind 
U  und  V  als  Funktionen  von  u  und  v  nach  Satz  8,  Nr.  22, 
stetige  Funktionen  von  x  und  y,  die  nach  Satz  21,  Nr.  41, 
die  stetigen  partiellen  Ableitungen  haben: 

(i)  (  ^'  ^  ^"^'  ■*■  ^^'^''         ^'  ""  ^"^«^  "*■  ^'^'' 

^  ^        1 F,  =  v^u,  +  r,v,,      t;  =  F„Uy  +  v^v^. 

Aus  (1)  und  (2)  ersehen  wir,  daß  £/,-  V^  und  üy— -  F, ist,  d.h.  U 
und  Vy  als  Funktionen  von  x  und  y  aufgefaßt,  wiederum  den 
Gauchy-Riemannschen  Gleichungen  genügen,  was  zu  beweisen  war. 
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Nach  (4)  in  Nr.  623  hat  die  somit  monogene  Funktion  W 
Ton  g  die  Ableitung  U^  +  i  V^,  die  sich  nach  (3)  so  darstellt: 

-dV-  ^-"-  +  ^.^«  +  »(^-«.  +  ^'««)' 
d.  h.  mit  Rücksicht  auf  (1)  und  (2)  so: 

oder: 

(±\  dW ^  dW dw 

^  ^  dz  '^  dw  dz 

Die  Begel  für  die  Differentiation  einer  Funktion  von  einer 

FunJUion  (Nr.  33)  gilt  demnach  auch  für  monogene  Funktionen. 

Als  eine  Anwendung  des  Satzes  5  erwähnen  wir,  daß  mit 


auch 


Txr       1  1  i-^-tz 

TT— ^.Inw,        m;  —  5-^T- 

2t  '  1  —  %z 


2t       1  —  %z^ 


d.  k  nach  (1)  in  Nr.  377  der  ÄrJcustangens  von  z  eine 
monogene  Funktion  von  js  isi 

§  2.   Eonforme  Abbildung. 

626.    Die    durch    eine   monogene    Funktion   ver- 
nüttelte  AbbUdung.    Wenn 

(1)  w  ^  u(x,  y)  +  iv{x,  y) 

innerhalb  eines  Bereiches  eine  monogene  Funktion  von  jS'^x  +  iy 
ist,  so  entspricht  jeder  Stelle  0  des  Bereiches  eine  komplexe 
Zahl  ii\  Wie  wir  0  durch  einen  Punkt  der  komplexen  Zahlen- 
ebene mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y  veranschau- 
liehen^  können  wir  die  komplexe  Zahl  w  durch  einen  Punkt  einer 
zweiten  Zahlenebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  u 
und  t;  darstellen.  Da  u  und  v  nach  (1)  Funktionen  von  x 
und  y  sind,  so  entspricht  jeder  Stelle  z  des  Bereiches  in  der 
ier-Ebene  eine  Stelle  w  der  ««;- Ebene,  d.  h.  der  Bereich  der 
«r-Ebene  wird  in  der  w-Ebene  abgebildet. 

In  §  5  des  sechsten  Kapitels  sprachen  wir  allgemein  über 
Abbildungen  einer  Ebene  auf  einer  anderen  Ebene.    Wenn  wir 
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die  dort  gebrauchten  Bezeichnungen  x,  y  und  u,  v  yertanschen, 
so  sind  die  beiden  ersten  in  Nr.  593  formulierten  Voraus- 
setzungen diese:  Erstens  sollen  u  und  v  und  ihre  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
sein,  was  auch  hier  der  Fall  ist,  sobald  wir  uns  auf  den 
Variabilitätsbereich  der  monogenen  Funktion  w  beschranken. 
Zweitens  soll  die  Funktionaldeterminante 

sein.  Auch  diese  Voraussetzung  können  wir  erfüllen,  denn 
wegen  der  Cauchy-Riemannschen  Gleichungen 

(2)  H^ «  Vy,         li^ v^ 

ist 

(3)  ®  -  w|  +  «?, 

also  nur  dann  3)  =  0,  wenn  u^  und  u^  beide  gleich  Null  sini 
Im  ganzen  Bereiche  könnte  dies  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn 
li  =  konst.  wäre,  und  aus  (2)  würde  sich  noch  v  =  konst., 
also  w  =  konst.  ergeben,  ein  Fall,  von  dem  wir  natürlich  ab- 
sehen. Wohl  aber  ist  es  denkbar,  daß  ii^  und  u^  und  nach 
(2)  folglich  auch  v^  und  v^  an  einzelnen  Stellen  des  Bereiches 
oder  längs  einzelner  Kurven  im  Bereiche  der  ;2f-Ebene  zugleich 
verschwinden.  Alle  solche  Stellen  schließen  wir  ausdrückUA 
vom  Bereiche  aus.  Die  dritte  in  Nr.  593  formulierte  Voraus- 
setzung bezieht  sich  nur  auf  die  Umkehrung  der  Abbildung, 
die  wir  hier  nicht  in  Betracht  ziehen  wollen. 

Nach  Satz  11,  Nr.  595,  entspricht  jeder  Richtung,  die 
von  einer  Stelle  z  der  £f-£bene  ausgeht  und  mit  der  positiven 
o:- Achse  den  Winkel  a  bilde,  eine  von  der  Bildstelle  w  aus- 
gehende Richtung,  die  etwa  mit  der  positiven  «-Achse  den 
Winkel  ß  einschließe.  Dabei  ist  nach  (3)  in  Nr.  595,  worin 
Xf  y,  a  mit  u,  v,  ß  vertauscht  werden  müssen  und  q)  und  t 
mit  u  und  v  zu  bezeichnen  sind: 

^'*  +  i^«tfifa        — w„  +  **,tffa 

(4)  tg/3  =  -^^'-,-  =-  — 'T-,  -  • 

Der  letzte  Ausdruck  geht  durch  Anwendung  von  (2)  hervor. 
£s  kommt  also: 

(5)  tg(/?-«)  =  -^^. 
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Die  Formel  (4)  von  Nr.  595  lautet  hier  so: 

dtgß  ^  ^ 

digcc'^  {u^  +  u^tgocy 

woraus  mit  Uöcksicht  auf  (3)  und  (4)  folgt: 

dfi^ ^08*|5        ^ ^l  +  ^l 

dcc        (u^  +  M  tga)*cos'a        (u^  cos« -f- u  aina)*  +  (^ — u  cosa  +  u^sina)* 

oder  einfacher: 


(6) 


^^  =  1,     d.h.     /}  =  a  +  kon8t. 


Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Formel  ist  diese: 
Fassen  wir  eine  bestimmte  Stelle  g  der  ;e^-Ebene  und  ihr  Bild 
tv  in  der  u;-Ebene  ins  Auge^  so  ist  für  zugeordnete  Richtungen 
j3  =  a  +  konst.^  wie  auch  die  Richtung  a  von  0  aus  gewählt  sein 
mag;  jedoch  für  einen  anderen  Punkt  z  wird  die  additive 
Eonstante  eine  andere. 
Man  sieht  dies  auch  aus 
(5)^  denn  danach  ist 


x-Säs 


Fig.  84. 


/J-a-arctg-% 

das  letzte  Glied  also  von 
X  und  y,  d.  h.  von  der 
Wahl  der  SteUe  0  ab- 
hängig.    Wenn  wir  die 

jer-Ebene  und  die  w^- Ebene  nebeneinander  legen^  so  erhalten  wir 
die  den  Richtungen  a  (von  0  aus)  entsprechenden  Richtungen  ß 
(vom  Bildpunkte  w  aus)  einfach  durch  Drehung  des  Büschels 
aller  Richtungen  a  um  einen  gewissen  Winkel  ^  der  allerdings 
von  Stelle  zu  Stelle  im  allgemeinen  ein  anderer  sein  wird, 
siehe  Fig.  84.  Es  ergibt  sich  also:  Zwei  Ku/rven,  die  vwx  der 
Stelle  z  ausgeiien^  iüden  sicfi  als  ztvei  Kurveit  ah,  die  von  der 
Bildstelle  w  ausgehen  und  dort  denselben  Winkel  miteinander 
einschließen  wie  jene  Kurven  an  der  Stelle  z,  und  zwar  stimmen 
auch  die  Drehsinne  beider  Winkel  überein.  Die  Abbildung  heißt 
daher  gleid^nnig  unnkdtreu. 

Betrachten    wir    außer    einer   Stelle    z    eine    benachbarte 
Stelle  z  +  ^z  in  der  ;gf-Ebene.    Der  Bildpunkt  sei  mit  w  +  Jw 
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bezeichnet.  Die  Strecke  von  0  nach  z  +  ^z  sei  gleich  Js 
und  die  Strecke  von  w  nach  w  '\-  Jw  gleich  ^6.  Alsdann 
ist,  wenn  die  Stelle  z  +  ^^  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
X  +  ^Xj  y  +  ^y  luid  die  Stelle  w  +  ^w  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  u  +  ^m,  v  +  z/t?  hat: 

d.  h. 

V  /  Kjs)       Jx-\-iJy    Jx  —  iJy 

Nach  Nr.  622  aber  ist  für  lim  ^x  =  0,  lim  zfy  —  0  der  Grenz- 
wert des  ersten  Bmches  rechts^  der  ja  auch  mit  ^w :  ^z  be- 
zeichnet werden  kann,  nichts  anderes  als  die  Ableitung  dtffidz 
oder  u^  —  iu^.  Wenn  wir  in  den  Schlußfolgerungen  Ton  Nr.  622 
überall  i  durch  —  i  ersetzen,  erkennen  wir,  daß  der  Gh^nzwert 
des  zweiten  Bruches  rechts  in  (7)  gleich  m,  +  iu^  ist  Also 
folgt  mit  Rücksicht  auf  (3): 

(8)  lim  (^;)  -  uj  +  «/  -  S). 

Allen  Stellen  der  xr-Ebene  in  der  Umgebung  einer  Stelle  z 
entsprechen  demnach  die  dem  Bildpunkte  w  benachbarten  Stellen 
der  u;-Ebene  derart,  daß  das  Verhältnis  aus  entsprechenden 
Strecken  einen  Oren^wert  hat,  der  zwar  von  der  Lage  des 
Punktes  z,  jedoch  nicht  von  der  Richtung  abhängt^  in  der  man 
Yon  z  zu  einer  benachbarten  Stelle  gelangt  Man  kann  also 
auch  sagen:  Je  kleiner  ein  Kreis  mit  der  Mitte  z  in  der 
j?-Ebene  gewählt  wird,  um  so  mehr  nähert  sich  sein  Bild 
einem  Kreise  in  der  ti^'Ebene,  dessen  Mitte  der  Bildpunkt  to 
von  z  ist.  Verbinden  wir  hiermit  die  Bemerkung  über  die 
Winkeltreue,  so  können  wir  sagen:  Eine  in  der  Umgebung 
der  Stelle  z  angenommene  Figur  hat  ein  Bild,  das  dem  Origi- 
nale ähnlich  wird,  wenn  die  Dimensionen  der  Figur  nach  Noll 
streben.  Man  sagt  auch  nach  Gaußy  yon  dem  diese  Betrach- 
tungen herrühren:  die  Abbildung  ist  in  den  Jdeinsien  Teilen 
ähnlich.    Eine  solche  Abbildung  heißt  hmform. 

Der  Ähnlichkeitsmaßstab  ist  allerdings  yon  Stelle  zu  Stelle 
yeränderlich,  wie  die  Formel  (8)  zeigt,  weil  S)  eine  Funktion 
yon  X  und  y  ist. 
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Wir  fassen  die  Ergebnisse  zusammen  in  dem 
Sat0  6:  Ist  w  ^u  +  iv  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches 
eine  monogene  Funktion  von  0  ^  x  +  iy,  so  vermittelt  sie  eine 
Abbildung  dieses  Bereiches  der  z-Ebene  in  der  w-Ebene,  und 
0war  ist  die  Abbildung  gleichsinnig  winkdtrea  oder  konform, 
AbBusehen  ist  jedoch  von  aUen  denjenigen  Stellen  des  Bereiches^ 
an  denen  die  beiden  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von 
u  und  demnach  auch  die  beiden  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  von  v  gleich  NuU  sind. 

627.  Die  Oesamtheit  aller  konformen  Abbildnngen. 

In  dem  letzten  Satze  heißt  es:  gleichsinnig  winkeltreu  oder 
konform.  Daß  in  der  Tat  die  gleichsinnige  Winkeltreue  ohne 
weiteres  nach  sich  zieht,  daß  die  Abbildung  konform  ist,  folgt 
daraus,  daß  es  keine  anderen  gleichsinnig  winkeltreuen  Abbil- 
dungen gibt  ab  diejenigen,  die  durch  monogene  Funktionen 
yermittelt  werden.  Dies  wollen  wir  hier  beweisen. 
Wenn 

(1)  u^(p{x,y),      v^il>{x,y) 

die  Gleichungen  einer  Abbildung  der  a;y-Ebene  in  der  i(t;-£bene 
sind,  wobei  wir  voraussetzen,  daß  (p  und  '^  nebst  ihren  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  in  einem  gewissen  Bereiche 
stetig  seien  und  daselbst  die  Funktionaldeterminante 

(2)  5)-SP,^,-^,()P,  +  0 

sei,  so  bestehen  zwischen  den  Winkeln  a,  ß  einander  zugeordneter 
Richtungen,  die  Ton  zusammengehörigen  Punkten  {x,  y)  und 
(tt,  v)  beider  Ebenen  ausgehen,  nach  Nr.  595  die  Gleichungen 

^g^^;r  +  ^ytg«  dtg(?^ SD 

Wir  müssen  nämlich,  wie  die  Vergleichung  von  (1)  mit  den 
Formeln  (2)  in  Nr.  593  zeigt,  wieder  x,  y,  a  mit  m,  v,  ß  ver- 
tauschen.    Hieraus  folgt  nun  weiter: 

dß^ 5 

d  a        (qp,  COB  a  +  qPy  sin  «)'  H-  (i/j^j  cob  a  -f  t/iy  sin  a) * 

Die  Abbildung  ist  dann  und  nur  dann  gleichsinnig  winkeltreu^ 
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wenn  für  jede  Richtimg  a  der  Bruch  dß  :  da  ^  1  ist,  worans 
einzeln  folgt,  daß 

(3)     9.*  +  V  =  2),       <]P,y,  +  t^,^,  =  0,       9,/  +  V-» 

sein  muß.  Aus  der  zweiten  Gleichung  (ß)  und  aus  (2)  ergibt 
sich  nun  durch  Auflösung  nach  (p^  und  ^^t 

d.  h.  wegen  der  ersten  Gleichung  (3): 

Dies  aber  sind  die  Cauchy-Biemannschen  Gleichungen  f&r  ip 
und  ^y  so  daß  also  tp  +  ii;  eine  monogene  Funktion  Ton 
g  ^  X  +  iy  sein  muß. 

Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Satg  7:  Jede  gleichsinnig  winkeltreue  Abbildung  einer 
Ebene  ist  auch  lonform  und  wird  durch  eine  monogene  Funkti(m 
vermittelt 


628.    Beispiel  einer  konformen  Abbildnng.    Es  ist 

'  g        X 

eine  monogene  Funktion^  bei  der 


W,    .         1  1  X  —  %y 

W?  =  M  +  Zt;  =«  -  =  r   —  =  -=— ,  -^ 
'              z       X'{-%y       «•  +  y 


—  y 


V  /  «'  +  y  ^  +  y 

ist.  Der  Variabilitätsbereich  der  Funktion  ist  die  ganze  jar-Ebene, 
abgesehen  vom  Nullpunkte  a;  «  0,  y  =  0,  wo  m,  v,  u,,  u^,  t', 
und  Vj,  unstetig  werden.    Die  Funktionaldeterminante  ist  hier: 

®-«-  +  «'  =  (?Ty)-. 

und  wird  nirgends  im  Bereiche  gleich  Null.  Die  Gleichungen 
(2)  vermitteln  also  eine  konforme  Abbildung  der  ganzen 
a;y-Ebene,  abgesehen  vom  Nullpunkte,  auf  eine  Mt?-Ebene,  und 
wir  wollen  diese  spezielle  konforme  Abbildung  etwas  genauer 
untersuchen. 

Sie  läßt  sich  leicht  mittels  der  sogenannten  Transformation 
durch  reziproke  Badien  herstellen.  Ist  0  der  Anfangspunkt  der 
6»7,  6ie8] 
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xy-Ebene  und  P  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Ebene,  so  be- 
steht die  Transformation  dnrch  reziproke  Radien  darin,  daß 
man  anf  dem  Radiusvektor  OP  von  Pzu  demjenigen  Punkte  Q 
übergeht;  dessen  Radiusvektor  OQ  gleich  dem  reziproken 
Werte  des  Radiusvektors  OP  von  P  ist,  so  daß  stets 

opoe-1 

ist.  Man  findet  Q,  indem  man  die  Polare  p  von  P  hinsicht- 
lich des  Einheitskreises  um  0  konstruiert  (siehe  Figur  86  und 
Fig.  86,  je  nachdem  P  außerhalb  oder  innerhalb  des  Kreises 


Flg.  86.  Fig.  66. 

liegt)  und  in   Q  mit  der  Geraden    OP  zum  Schnitte  bringt. 
Hat  P  die  Koordinaten  x,  y,  so  hat  Q  die  Koordinaten 


««  +  y*'        «'  +  y' 

Wenn  wir  nun  Q  an  der  a;-Achse  spiegeln,  d.  h.  P'  so  be- 
stimmen, daß  die  x- Achse  die  Mittelsenkrechte  zu  QP'  wird, 
so  hat  P'  gerade  die  in  (2)  angegebenen  Koordinaten  u,  v. 

Sobald  wir  also  die  t«t^Ebene  mit  entsprechenden  Achsen 
auf  die  2;y-Ebene  legen,  ergibt  sich  der  Bildpunkt  P'  oder 
(u,  v)  eines  Punktes  P  oder  {Xj  y\  indem  man  zunächst  auf  P 
die  Transformation  durch  reziproke  Radien  und  auf  den  so 
gewonnenen  Punkt  Q  die  Spiegelung  an  der  2;-Achse  ausführt. 
Wir  wollen  aber  im  folgenden  die  beiden  Ebenen  wieder  von- 
einander trennen. 

Es  ist  bekannt,  daß  die  Transformation  durch  reziproke 
Radien  jeden  Kreis  in  einen  Kreis,  insbesondere  jeden  Kreis 
durch  0  in  eine  Gerade  und  jede  Gerade  in  einen  Kreis 
durch  0  verwandelt.  Da  die  Spiegelung  hieran  nichts  ändert, 
so    gilt    dasselbe   von    der   zu   betrachtenden   konformen   Ab- 

8 er r et,  Diff.- n.  Integnl-Reohnong.   IL   9.  Aufl.  30  f^JSS 
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bildung.    Es  ist  leicht^  dies  direkt  zu  zeigen.    Denn  nach  (2) 
haben  wir: 

u  —  V 


a?  — 


u*  +  v^ 


i**+r» 


(3) 

Nun  ist  allgemein: 

Aix'  +  y^)  +  Bx+Gy  +  D^O 
die  Gleichung  eines  S^reises  in  der  xy-Ebene.  Vermöge  der  kon- 
formen Abbildung   entspricht   dem   Kreise  eine  Kurve  in  der 
t*ü- Ebene,   deren   Gleichung    durch   Einsetzen   der  Werte  (3) 
hervorgeht  und  daher  lautet: 

Ä  +  Bu-Cv  +  B{u}  +  v^)  -  0, 
also    in    der    Tat    die   Gleichung    eines    Kreises    in    der   uv- 
Ebene   ist.      Ist   J.  —  0,    so   sehen   wir:    Jeder   Geraden   der 


-C-  Sben.* 


-ro'  $6€.ne 


Pig.  87. 


:ry-Ebene  entspricht  ein  Kreis  durch  den  Anfangspunkt  der 
ut7-Ebene.  Ist  di^egen  D  =>  0,  so  sehen  wir:  Jedem  Kreise 
durch  den  Anfangspunkt  der  xy-Ehene  entspricht  eine  Gerade 
der  UV-Ebene.  Insbesondere  entsprechen  der  Geraden  x  =  konsi 
und  y  *  konst.  bei  der  konformen  Abbildung  die  Kreise 
u^  +  v*  =«  konst.  u     und     m*  +  r*  —  konst.  v 

der  UV-Ebene,  d.  h.  diejenigen  Kreise,  die  von  der  v-  bzw.  !«- 
Achse  im  Anfangspunkte  berührt  werden. 

In    Fig.   87    sind    zwei    einander    entsprechende    Gebiete 
beider  Ebenen  veranschaulicht.     Verfolgt   man    in  der  linken 
Figur  irgend  eine  Kurve  Jcy  so  kann  man  leicht  in  der  rechten  Figur 
ihr  Bild  i'  Punkt  für  Punkt  ermitteln, 
6»8] 
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§  3.   Integration  im  komplexen  Bereiche. 

629.  Deflnitioii  des  Integrals.  Es  sei  f{z)  eine 
Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  z  ^  x  +  iy.  Vorlänfig 
bedürfen  wir  noch  nicht  der  besonderen  Voraussetzung^  daß 
f{z)  eine  monogene  Funktion  sei.  Es  genügt  yielmehr,  an- 
zunehmen, daß  f{s5)  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  der 
;»-Ebene  eine  stetige  Funktion  von  z  sei,  vgl,  Nr.  365  und 
Nr.  367.  Femer  sei  k  ein  von  xTq  bis  Z  erstreckter  IwtegratUms- 
weg^  der  innerhalb  des  Bereiches  verläuft 
und  denjenigen  Anforderui^en  genügt,  die 
wir  in  Nr.  617  an  einen  solchen  Weg  stellten. 

Wir  schalten  längs  %  zwischen  0^  und  Z 
beliebig  viele  Stellen  z^^  xr,,  ...  z^_^  ein, 
siehe  Fig.  88.  Für  jede  dieser  Stellen  hat 
f(e)  einen  bestimmten  Wert.    Alsdann  bilden  ^    „, 

wir  gerade  so  wie  in  Nr.  404  die  Summe: 

und  fragen,  ob  sie  einen  bestimmten  endlichen  Ghenzwert  hat, 
falls  die  Anzahl  der  eingeschalteten  Punkte  längs  der  Kurve  % 
ohne  Ende  so  vermehrt  wird,  daß  alle  Differenzen  z^  —  z^j 
z^^  z^y  ...  Z—  £^.1  nach  Null  streben  und  demgemäß  die 
Anzahl  n  dieser  Differenzen  über  jede  Zahl  wächst. 

Aber  im  Unterschiede  von  den  Betrachtungen  in  §  2  des 
1.  Kap.  ist  hier  zu  beachten,  daß  f{z)  ebenso  wie  z  eine 
komplexe  Ghröße  ist.    Es  sei: 

f{z)  -  f{x  +  iy)  -  u{x,  y)  +  iv{x,  y) 
und 

^o-^o  +  »yo;  ^i  =  ^i+»yi;    ••  ^„-i-a?«-i+*»«-i,  Z^X+iY. 

Der  {l  +  1)**  Summand  von  J  hat  nun  den  Wert 

Multiplizieren    wir    dies    aus    und  trennen    wir   dadurch   das 
Beeile  ab,  so  ergibt  sich,  wenn  wir  noch  zur  Vereinfachung 
m(x„  y^  und  i;(a:„  y^  mit  u,  und  f?,  bezeichnen:  Die  Summe  J 
läßt  sich  auf  die  Form 
(2)  J^P  +  iQ 

80*  [«»• 
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bringen^  wo  P  und  Q  die  redlen  Summen  sind: 

P  =2[t*,(*i+i  -  ^i)  -  «'»(yi+i  -  y,)], 


0 


0 

Natürlich  sind  dabei  unter  x^  und  y^  die  Endwerte  X^  T  zn 
verstehen.     Wenn  wir  nun 

?7-ti(fl;,  y),         r^-v(x,y) 

setzen^  so  hat  die  Summe  P  genau  die  Form  der  Summe  J 
in  Nr.  615^  und  dasselbe  gilt  you  der  Summe  Q,  wenn  wir 

U^v(x,y),         r^u(x,y) 

setzen.  Nach  Satz  8,  Nr.  616;  der  hinsichtlich  der  Natur  des 
Integrationsweges  in  Nr.  617  yerallgemeinert  wurde^  folgt  ako, 
daß  die  Grenzwerte  von  P  und  Q  die  reellen  Eurreninte- 
grale  sind: 

lim  P  ^  I  (udx  —  vdy),        lim  ö  -«  /  {vdx  +  udy). 

k  k 

Mit  Rücksicht  auf  (2)  ergibt  sich  folglich 

Säte  6:  Ist  k  ein  von  der  Stdle  z^  nadi  der  SteUe  Z 
gehender  Iniegrationsweg  innerhalb  des  Variabüitätd>ereid^es  einer 
stetigen  Funktion  f(/s)  einer  komplexen  Veränderlichen  e-^x  +  iy 
und  werden  längs  k  gtoischen  z^  und  Z  der  Beihe  nach  bdidng 
mde  Stellen  z^y  e^,  ...  z^^^  eingeschaltet^  so  hol  die  Summe 

falls  alle  Differenzen  z^  —  z^^,  z^  —  z^,  . . .  Z  —  z^_^  nach  Nuü 
streben  und  demnach  ihre  Anzahl  n  über  jede  Zahl  wächsty  den 
Grenzwert 

I  (udx  —  vdy)  +  i  I  {vdx  +  udy). 

Hierin  bedeuten  u  und  v  diejenigen  stetigen  Funktionen  von  x 
und  y,  die  durch  die  Zerlegung 

f{z)  =  u{x,  y)  +  iv{x,  y) 
hervorgehen. 
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Wie  wir  schon  erwähnten,  igt  die  betrachtete  Summe  J 
xind  die  sich  daran  anknüpfende  Untersuchung  die  naturgemäße 
Yerallgemeinerung  der  in  Nr.  404  eingeführten  Summe  J  und 
der  damals  angestellten  Untersuchung,  so  daß  es  nahe  liegt, 
den  gefundenen  Grenzwert  als  das  bestimmte  Integral  von  f(js) 
längs  k  zu  bezeichnen.     Dann  haben  wir: 


(3) 


/  f{g)d0  -=  /  {udx  —  vdy)  +  i  I  (vdx  +  udy). 


Die  Bezeichnung  mit  ff{e)dss  ist  erlaubt,  weil  wir  bisher  noch 
gar  nicht  Integrale  im  komplexen  Bereiche  definiert  haben 
und  weil  sich  das  neue  Symbol  im  reellen  Falle  auf  das  alte 
Symbol  ff(x)dx  reduziert 

Übrigens  läßt  sich  die  Zerlegung  des  Integrals  in  der 
Form  (3)  sofort  gewinnen,  wenn  man  die  Multiplikation  aus- 
führt: 

f{si)dss  —  (w  +  iv){dx  +  idy) »—  udx  —  vdy  +  i{vdx  +  udy) 
und  alsdann  die  Integralzeichen  einsetzt. 

Aus  der  Definition  des  Integrals  als  Grenzwertes  einer 
Summe  ergeben  sich  sofort  die  folgenden  Sätze  entsprechend 
den  Sätzen  9  und  10  yon  Nr.  617: 

Satg  9:  Das  längs  eines  Integrationsweges  k  von  e^  bis  Z 
erstreckte  Integral  einer  stetigen  Funktion  f{e)  ist  entgegengesägt 
gleich  dem  längs  desselben  Weges  k,  jedoch  im  umgekehrten  Sinne, 
nämlich  von  Z  bis  z^,  erstreckten  Integral  derselben  Funktion. 

Satg  10:  Besieht  der  Integrationsweg  k  des  Integrals  einer 
stetigen  Funktion  f{g)  aus  mehreren  Teilen  \yk^j  -  •  - ,  so  ist 
das  Integral  gleich  der  Summe  der  auf  die  eingdnen  Teile 
k^,  k^,'-'  begüglichen  Integrale  derselben  Funktion, 

680.  auttelwertsati.  Es  sei  G  der  größte  und  K  der 
kleinste  Wert,  den  der  absolute  Betrag  yon  f{g)  längs  des 
Integrationsweges  k  erreicht.  Aus  Satz  2,  Nr.  4,  folgt  alsdann, 
daß  der  absolute  Betrag  der  in  voriger  Nummer  betrachteten 
Summe  J  zwischen 


«1+1 -«.I    lind    G^\e,^i- 


[6iM»,«S0 
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liegt.  Nach  Nr.  356  aber  ist  !^j+i~j5',!  die  positiv  gemessene 
Länge  6^^^  der  Strecke  von  der  Stelle  jg^  nach  der  Stelle  jet,^,. 
Also  kommt: 

Jsr(^i  +  <^2  +  •  •  •  +  O^'^l^  <?K  +  <^i+  •  •  •  +  O- 

Nach  Nr.  543  ist  der  Grenzwert  der  Summe  aller  6  gleich  der 
positiv  gemessenen  Länge  5  der  Kurve  k  von  Zq  bis  Z^  weil 
der  Integrationsweg  k  nach  Nr.  617  aus  lauter  Teilen  besteht, 
die  den  Voraussetzungen  in  Nr.  543  genügen.    Also  folgt: 

Satz  11:  Ist  k  ein  Integrationsweg  im  Bereiche  der  stetigen 
Funktion  f{z)  und  8  seine  positiv  gemessene  Bogenlänge,  ist 
femer  K  bzw.  G  der  kleinste  hew.  größte  Wert,  den  der  oh- 
solide  Betrag  von  f(e)  längs  der  Kurve  k  erreicht^  so  ist 


P' 


Ks£\  lf(e)de 


£Gs. 


An  einer  gewissen  Stelle  z^  von  k  hat  also  f(z)  gerade  einen 
solchen  absoluten  Betrag,  für  den 


(1)  \ffO>)d» 


fWlS 


ist.     Wenn  nun  femer  f(Zi)  als  komplexe  Zahl  die  Amplitude 

CO  haty  so  ist 

(2)  fiz^)  =  I  f(Zi)  I  (cos  a>  +  i  sin  o), 

nach  Nr.  355.     Femer  hat  auch  das  Integral 


/' 


fit)  de 

k 

als  komplexe  Größe  eine  gewisse  Amplitude  g),  d.  h.  es  ist 

/  f{z)dz  —    /  f(z)dz  (cos  9  +  f  sin  <p), 

k  k 

Alsdann  folgt  aus  (1)  und  (2): 

'  f(e)de  -  ^  fM  ;  .  (C08  ^  +  i  sin  g,)  =  /•(.,)  .  ^-1  J4;£J 


/^ 


^  fi^i)  ^  [cos  (^  —  (o)  +  i  sin  (9  —  o)]  =  f(z^  s&^'^"'\ 

nach  Nr.  373.     Bezeichnen  wir  9?  —  cd  mit  -Ö*,  so  folgt: 
630] 


§  3.   Integration  im  komplexen  Bereiche.  471 

Sat0  12  (Mittelwertsate):  Ist  k  ein  Integrationsweg  im 
Bereiche  einer  stetigen  Funktion  f{e)  und  s  seine  positiv  gemes- 
sene Bogenlänge^  so  gibt  es  eine  Stelle  e^  auf  k  und  eine  reelle 
Crröße  &  derart,  daß  die  Gleichung  gilt: 


j 

k 


f{z)dz^^^f{z,)s. 


631.  Integrale  von  monogenen  Funktionen.  Bisher 
verstanden  wir  unter  f{ii)  irgend  eine  stetige  Funktion  der 
komplexen  Größe  e  ^  x  +  iy.  Von  jetzt  an  wollen  wir  an- 
nehmen, daB  f{z)  insbesondere  eine  monogene  Funktion  sei. 
Ist  wieder 

f{js)  =  M  +  iv, 

80  bestehen  alsdann  die  Cauchy-Riemannschen  Gleichungen: 

du  _^dv_  du at? 

dx'"  dy^         dy  dx^ 

die  nach  Satz  1,  Nr.  609,  besagen,  daß 

vdx  +  udy      und      udx  —  vdy 

vollständige  Differentiale  sind.  Das  Integral  (7gL  (3)  in 
Nr.  629): 

(1)  jf{ß)dz  ^j(udx-'vdy)  +  ij(vdx  +  udy) 

k  k  k 

ist  also  jetzt  zurückgeführt  auf  zwei  reelle  Integrale  über  roll- 
si^dige  Differentiale.  Hieraus  ist  nach  Satz  12,  Nr.  619,  ein 
sehr  wichtiger  Schluß  zu  ziehen;  es  geht  nämlich  der  Satz 
hervor: 

Sat0  13:  Ist  f{ß)  eine  monogene  Funktion  von  ß  und  gehen 
in  ihrem  Bereiche  von  der  Stelle  e^  nach  der  Stelle  Z  zwei 
Integrationswege  k^  und  k^  derart^  daß  sie  keine  Stelle  ein- 
schließen^  die  nicht  dem  Bereiche  der  Funktion  angehört,  so  ist 
das  längs  \  von  b^  bis  Z  erstreckte  Integral  der  Funktion  f{ß) 
gerade  so  groß  wie  das  längs  k^  erstreckte: 

Jf{e)de-Jf{z)dg. 

[680,  631 
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Ziehen  wir  im  Bereiche  von  f{B)  einen  geschlossenen  Inte- 
grationsweg Xy  der  nur  solche  Stellen  einschließt,  die  dem  Be- 
reiche angehören  y  so  können  wir  z^  und  Z  irgendwie  auf  % 
wählen  und  die  beiden  Teile  des  Weges  von  z^  bis  Z  mit 
Ic^  und  %,  bezeichnen.  Die  zu  \  und  Xr,  gehörigen  Integrale 
stimmen  nach  dem  letzten  Batze  überein.  Wenn  wir  nun  Ton 
z^  über  Z  nach  z^  zurück  integrieren^  indem  wir  die  ganze 
geschlossene  Linie  %  durchlaufen ,  so  wird  einer  der  beiden 
Wege  Tc^  und  Tc^  in  entgegengesetztem  Sinne  wie  yorher  durch- 
laufen, so  daß  sich  nach  Satz  9,  Nr.  629,  auch  der  entgegen- 
gesetzte Integralwert  ergibt.  Denmach  heben  sich  dann  beide 
Integrale  auf.  Der  Satz  13  kann  also  auch  so  ausgesprochen 
werden: 

Satz  14:  Ist  f(z)  eine  monogene  Funktion  von  z  und  ist  % 
ein  solcher  geschlossener  Integrationswegy  der  ihrem  Bereiche  an- 
gehört und  auch  nur  solche  Stellen  einschließt  j  die  im  Bereiche 
liegen^  so  ist  das  längs  x  erstreckte  Integral  von  f{z)  gleich  NuU: 


f> 


f{z)dz^O. 

Vgl.  hierbei  auch  Satz  11  in  Nr.  618. 
Beispiel:  Wir  wollen  die  monogene  I\inktion 

f(z)  ^z^^(x  +  ty)»-  x^-i/  +  2ix9 

integrieren,   deren  Bereich  die  ganze  Ebene  ist.     Hier  haben 
wir  u  «^  a^  —  y*  und   «  —  2  xy^   so   daß  die  Formel  (1)  für 
irgend  einen  Integrationsweg  k  yon  z^  nach  Z  gibt: 
z 

(2)Jz'dz^J[(x'-y')dx^2xydy]+iJ[2xydx+{x^-^y^dyl 

Auf  der  linken  Seite  dürfen  wir  nämlich  statt  des  Integrations- 
weges k  seine  Grenzen  z^  und  Z  angeben,  weil  eben  ofle  Wege 
Yon  Zq  bis  Z  nach  Satz  13  denselben  Wert  f&r  das  Integral 
liefern;  und  daß  dies  der  Fall  ist,  wollen  wir  nun  dadurch  be- 
stätigen, daß  wir  irgend  einen  Integrationsweg 

(3)  ^-9(t),      y-Ht) 

anneliiDen,  wobei  x  und  y  fOr  ^  —  0  gleich  x^  und  yg  nnd  fOr 
^  —  T  gleich  X  und  Y  seien,  so  daß  der  Weg  in  der  Tat  Ton 
6S11 
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der   Stelle  e^^x^+  iy^  nach   der  Stelle  Z  —  X  +  i  F  geht. 
Es  ist  nach  (3) 

dx  =-  q>'dt,        dy  =  ilf'dt 

zu  setzen^  so  daB  (2)  liefert: 

ZT  T 

fg^d0^J[(ip^-t^)tp''-2fpil;if']dt+iJ[2g>^^^ 

Die  Integranden  auf  der  rechten  Seite  sind  die   Differential- 
quotienten  Ton 

|(<lP*-39*«)    und    i(39»V-V''), 
die  für  ^  —  0  gleich 

i(^-3xoyJ)    und    i(3^yo-»S) 
und  für  <  —  T  gleich 

j(x»-3xr«)  und  |(3jpr-r») 

sindy  so  daß  kommt: 

+  »[i(3X»r-  r»)  -  K3i^yo  -  yS)] 

also^  wie  zu  erwarten  war: 
z 

632.  Binfkoh  Busammenli&ng^iider  Bereioh.  Sind 
e^  und  Z  Stellen  im  Bereiche  einer  monogenen  Funktion  f{z\ 
so  daß  wir  f(js)  längs  eines  von  e^  nach  Z  gehenden  Inte- 
grationsweges Ä^  innerhalb  des  Bereiches  integrieren  können, 
80  gehört  zur  Stelle  Z  ein  gewisser  Wert  des  Integrals 

(1)  ff(.'>)d». 

Ist  Yon  Zq  nach  Z  irgend  ein  anderer  Integrationsweg  k^  inner- 
halb des  Bereiches  gezogen,  so  wird  jener  Wert  mit 


(2)  Jf{z)di 
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Fig.  89. 


nach  Satz  13  der  letzten  Nummer  sicher  übereinstimmen,  fiJls 
zwischen  \  and  l\  nur  solche  Stellen  liegen^  die  dem  Bereiche 
angehören.     Ist  dies  nicht  der  Fall^  so  können  wir  auch  nicht 
sicher  sein,  daß  die  Integrale  (1)  und  (2)  den- 
selben Wert  haben. 

Um  daher  sicher  zu  sein,  daß  das  Integral  (!) 
von  Zq  bis  Z  stets  denselben  Wert   hat,   wie 
auch  der  Integrationsweg  h  beschaffen  sei,  wollen 
wir   den   Yorhandenen  Bereich   der  monogenen 
Funktion  in  der  Weise  einschränken,  daß  alle 
Wege  ky  die  man  von  g^  nach  Z  im  Bereiche 
legen  kann,  nur  solche  Stellen  einschließen,  die  ebenfalls  dem 
Bereiche  angehören,  so  daß   dann  der  Satz  13  anwendbar  ist. 
Hat  z.  B.   der  Bereich  der  monogenen  Funktion  f{j8)  die 
in  Fig.  89  angegebene  ringförmige  Gestalt, 
so  werden  zunächst  Wege  k^  und  Ä-,  Ton  e^ 
nach  Z  möglich  sein,  zwischen  denen  ein  Ge- 
biet liegt,  das  dem  Bereiche  nicht  angehört 
Wenn  wir  jedoch  hier  die  äußere  und  innere 
Grenze    des    Bereiches    durch    irgend    eine 
Linie    a    verbinden    und    nun   vorschreiben, 
daß     kein     Integrationsweg     diese     Strecke 
überschreiten    darf,    so   sind  von  jSq  nach  Z  nur   noch   solche 
Wege  möglich,  zwischen  denen  ausschließlich  Stellen  des  Be- 
reiches liegen.    Hat  der  Bereich  etwa  die  noch  kompliziertere 
Gestalt  wie  in  Fig.  90,  so  genügt  es,  zwei 
solche  Grenzlinien  a  und  h  neu  einzuführen, 
um  dieselbe  Wirkung  zu  erzielen. 

Jeder  Bereich  läßt  sich  so  durch  Hinzu- 
fügung passender  und  in  ziemlich  hohem 
Maße  noch  willkürlich  zu  wählender  neuer 
Grenzlinien  auf  einen  solchen  Bereich  zurück- 
führen, den  wir  einfach  jsusammenhängend 
nennen,  d.  h.  in  dem  nur  noch  solche  W^ 
von  einer  Stelle  nach  einer  anderen  Stelle  möglich  sind,  zwischen 
denen  nur  Stellen  des  Bereiches  liegen. 

1.  Beispiel:  Bei  der  in  Nr.  628  betrachteten  monogenen 
Funktion  1  :  z  besteht  der  Bereich  aus  der  ganzen  xr-£bene, 
63»] 


Fig.  90. 


Fig.  91. 
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abgesehen  von  der  Stelle  iSf  —  0.  Da  wir  von  Zq  nach  Z  auf 
zwei  Wegen  k^  und  k^  gelangen  können^  die  diese  Stelle  ein- 
schließen^  siehe  Fig.  91 ,  so  ist  der  Bereich  nicht  einfach  zu- 
sammenhängend. Schreiben  wir  aber  noch  vor^  daß  kein  Weg 
die  negative  x-Achse  überschreiten  soll,  so  wird  der  Bereich 
einfach  zusammenhängend,  indem  alsdann  der  Weg  k^  un- 
möglich wird. 

2.  Beispiel:  Bei  der  monogenen  Funktion 

1  1 ^     l  +  x'  — y«  — 2ta:y 

l  +  z*'^  l  +  x^  —  y^  +  Uxy  -   (1 +aj*  — y*)*  + -^aj'y' 
ist: 

_  l+ic'  — y*  _  —  2iFy 

**  -  (l+««-yV  +  4a;V '  ^  ""  (H-«* -y^T^^V  * 

Es  werden   u   und   i;  und  ihre   partiellen   Ableitungen   erster 
Ordnung  nur  da  unstetig,  wo  der  gemeinsame  Nenner  von  u 
und  V  verschwindet.     Da  aber  x  und  y  reell  sind,  tritt  dies 
nur   für  a;  «  0,  y  =  ±  1;   also   nur  an 
den  Stellen  ;gf  =«  +  f  ein.     Der  Bereich 
der   Funktion    1  :  (1 +/^)    ist   demnach         ^/ä\ 
die    ganze   Ebene,    abgesehen   von    den  X  // 

beiden   Stellen  ^  ==  ±  i,    siehe  Fig.  92.      — [-¥?^ 
Aber    dieser   Bereich   ist   nicht   einfach  \^V 

zusammenhängend,  denn  die  in  der  Figur  ^ 

eingezeichneten  Wege  A,  Ä;',  Ä",  W  von 
z^  nach  Z  schließen  paarweise  wenigstens  Fig  92 

eine  der  beiden  Unstetigkeitsstellen  ein. 
Der  Bereich  läßt  sich  jedoch  in  einen  einfach  zusammen- 
hängenden verwandeln,  indem  man  etwa  von  der  Stelle  ■\-  i 
aus  die  positive  y- Achse  ins  unbegrenzte  zieht  und  von  der 
Stelle  —  i  aus  die  negative  y- Achse  und  vorschreibt,  daß  kein 
Integrationsweg  diese  beiden  Linien  überschreiten  darf.  Als- 
dann noch  statthafte  Wege,  wie  k  und  x,  schließen  nunmehr 
keine  ünstetigkeitsstelle  mehr  ein. 

633.  Das  Integral  in  einem  einfach  znsammen- 
h&ngenden  Bereiche  als  Fnnktion  seiner  oberen 
Grenze.  Es  sei  f{g)  eine  monogene  Funktion;  ihr  Bereich 
sei  entweder  an  sich  einfach  zusammenhängend  oder  jedenfalls 

[63!^,  633 
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durch  geeignete  Yonchriften  auf  einen  solchen  reduziert  worden. 
Verbleiben  wir  nun  im  folgenden  stets  innerhalb  dieses  ein- 
fach zusammenhängenden  Bereiches^  so  können  wir  das  von 
einer  Stelle  g^  nach  einer  Stelle  Z  hin  erstreckte  Integral  längs 
irgend  eines  Integrationsweges  mit 

z 


Jmdz 


bezeichnen,  denn  aXle  erlaubten  Integrationswege  von  z^  nach  Z 
liefern  jetzt  nach  Satz  13  -von  Nr.  631  denselben  Wert  des 
Integrals. 

Wählen  wir  z^  bestimmt,  dagegen  Z  veränderlich,  so  ge- 
hört zu  jedem  Werte  von  Z  innerhalb  des  Bereiches  ein  und 
nur  ein  Wert  des  Integrals.  Nach  der  Definition  in  Nr.  365 
ist  das  Integral  folglich  eine  Funktion  seiner  oberen  Grenze  Z. 
Wir  wollen  diese  Funktion  mit  F{Z)  bezeichnen: 


F{Z)~Jf{B)dB. 


Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  F{Z)  stetig  ist.   Bedeutet  nämlich 
Z  •\-  jdZ  irgend  eine  andere  Stelle  des  Bereiches,  so  ist 

»0 

also  nach  Satz  10,  Nr.  629,  der  Zuwachs,  den  F{Z)  erfahrt^ 
wenn  Z  nm  JZ  wächst,  dieser: 


'ß 


JF^Jf(z)dz, 
z 

Dabei  ist  es  gleichgültig,  welcher  Integrationsweg  von  Z  nach 
Z  +  JZ  gezogen  wird,  so  daß  wir  z.  B,  wenn  Z+  AZ  hin- 
reichend nahe  bei  Z  liegt,  die  geradlinige  Strecke  von  Z  nach 
Z-\-/lZ  als  Weg  annehmen  dürfen.  Nach  Satz  12  von 
Nr.  630  gibt  es  auf  diesem  Integrationswege,  dessen  Länge  zis 
sei,  eine  Stelle  z^  derart,  daß 

6SS] 
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wird.    Für  lim^Z-0  ist  hm  ^8^0  und  lim/*(0i)-/*(Z),  also 
]im\^F\  gleich  Null,  d.  h. 

]imF(Z+JZ)''F{Z). 

Dies  besagt  aber  nach  Nr.  367,  daß  F{Z)  eine  stetige  FunMon 
von  Z  ist. 

Wir  behaupten  weiter,  daß  diese  Funktion  eine  Ableitung 
hat.    Wenn  nämlich  die  monogene  Funktion 

f{z)  ^u  +  iv 

ist,  so  zerlegen  wir  F(Z)  ebenfalls  in  der  Form  U  +  iV.    Es 
ist  nach  (1)  in  Nr.  631: 

.  U  «.J(udx  —  vdy),         V  -^  j{ydx  +  udy), 

wobei  k  irgend  einen  Integrationsweg  Yon  e^  nach  Z  bedeutet.  . 
Dies    sind    reelle    Integrale    über    yollständige    Differentiale, 
wie  in  Nr.  631  betont  wurde,  d.  h.  es  sind,  wenn  Z—  X  +  iF 
gesetzt  wird,  die  Differentiale  yon  U  und  F: 

dU'-uiX,  Y)dX-v{X,  T)dY, 

dr^v{X,  F)iX  +  u(X,  Y)dY, 
also: 

dF^dU  +  idV 

-  u(X,  F)(dX  '\'idr)  +  iv{X,  Y){dX  +  idY) 

oder,  da  dX  +  irfF—  dZ  ist: 

^f-«(x,  r)  +  »t;(z,  r)-/-(z). 

Die  Funktion  F{Z)  hat  somit  die  Ableitung  f{Z),     Hieraus 
aber  folgt  nach  Satz  3,  Nr.  623: 

Sat/8  15:  Ist  e^  eine  bestimmte  und  Z  eine  beliebige  Stdle 
eines  einfach  zusammenhängenden  Bereiches  der  monogenen 
Funktion  f{e),  so  ist  das  von  g^  bis  Z  erstreckte  Integral  von 
f{j8)  in  demselben  Bereiche  unabhängig  vom  Integrationswege 
und  stellt  eine  in  dem  Bereiche  monogene  Funktion  von  Z  vor, 
deren  Ableitung  gleich  f{Z)  ist. 

684.   Dia  Integrale  ▼on  ^,  ain^s;  nnd  oos;^;.    Die 

Funktion  e*  ist  in  der  ganzen  Ebene  monogen  (ygl.  Nr.  373). 
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Als  Integratiousweg  von  z^^  nach  Z  können  wir  daher  eine  be- 
sonders bequeme  Linie  wählen,  etwa  die  in  Fig.  93  angegebene, 
die  aus  zwei   Strecken  a  und  b  besteht.     Wenn,  wie  immer, 
j?  «  o;  +  iy,  xfo  =  a^o  +  iffo  und  Z=X+  i Y 
gesetzt  wird,  so  ist  y  längs  a  konstant,  nämlich 
gleich  ffQ,  also  dy  =  0,  während  x  von  x^  bis  X 
geht.  Längs  b  dagegen  ist  :c«  X  und  dx^O, 
während  y  yon  y^  bis  Y  geht.     Außerdem 
ist  c*  nach  Nr,  373  gleich  e'(cosy  +  i  siny), 
also   u  — ^cosy,   t;  =  ^siny,    so    daß   die 
Fi«  98.  Formel  (1),  Nr.  631,  gibt: 

X  -r 

/  e^de  —IC*  cosy^da;  +  i  j  e'sinyf^dx  =  (c^  —  6*»)(cosy^+i8inyo), 

Y  r 

f  e^de^  I  —  e^sinydy  +  *  /  «'cosydy  «  e^[cos  F—  cosy^ 
'  •'•  '•  +i(sinr-8inyo)], 

woraus  durch  Addition  sofort  der  vorauszusehende  Wert  folgt: 


^ 

t 

V  — 

& 

:    ^ 

-r.         3 

z 


6*^5  —  6^  —  e*«. 

Analog  ergibt  sich  für  jeden  Integrationsweg: 
z  z 

I  sin  zdz  «  cos  4?o  —  cos  Z,  /  cos  edz  =—  sin  Z  —  sin  jp^  . 

636.  Das  Integral  ▼on  1 :  z'^.  Ist  n  eine  ganze  posi- 
tive Zahl,  so  ist  die  Funktion  n^  überall  monogen,  so  daß 
sich  leicht  ergibt: 


/■ 


n+1 


Dagegen  ist  die  Funktion  1  :  ;er"  in  der  ganzen  Ebene,  ab- 
gesehen von  der  Stelle  0  =  0,  monogen.  Ihr  Bereich  wird  ein- 
fach zusammenhängend,  wenn  wir  z.  B.  die  n^ative  ivAchse 
als  Grenze  einfQhren,  die  nicht  überschritten  werden  darf. 
634,  686] 
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Alsdanir  ist  der  in  Fig.  94  angegebene  Integrationsweg  von 
jSq  nach  Z  erlaubt,  der  aus  der  Strecke  a  und  dem  Kreis- 
bogen 6  besteht.  Ist  z  —  (>(cos  cd  +  i  sin  co),  siehe  Nr.  866,  so 
ist  nach  der  Moivreschen  Formel,  Nr.  358: 

1  1  C08  n  CD  —  t  sin  n  CD 

z^       9"(coB  n  CD  -|-  t  sinn  cd)  9«  ' 

d.h. 

cos  n  09  — sinncD 

Ist  femer 

(1)     z^  =  Po  (cos  m^  +  %  sin  0^),         Z  -=  P(cos  Ä  +  i  sin  Ä), 

so  folgt,  da  z  die  rechtwinkligen  Koordi-  ^ 

naten  x  ^  q  cos  cd,  y  »  p  sin  cd  hat,   daB  -'^^^ 

fOr  die  Stellen  z  auf  a  insbesondere  q  von  /^         \ 
Qq  bis  P  veränderlich,  aber  (o  =  cj^j  ^®  "  ^9 

also  ^x=»cos(Dot?(>  und  dy  »  sin  o^  dp  ist.  i-^^ 

Die  Formel  (1)  von  Nr.  631   gibt  daher:  pig.  94. 


(2) 


/-  -/??^i^^  dp  -  ,/?>£Ü^  d,. 


Längs  h  dagegen  ist  p  »»  P,  dp  «  0,  also  da;  »  —  P  sin  cd diOy 
dy  »  P  cos  CD  d CD,  während  a  von  cq^  bis  A  geht.  Somit 
kommt: 

/Q\  C^M        Ain(n  — l)cD   ,       ,    .  /co8(«— 1)»   , 

(3)        J  V.  -J-  Vi—  '^°'  +  \/     p,-i     ^°>- 

Ist  n^\,  so  liefert  die  Aaefahnuig  der  Integrationen 

J^  -  (,i^-^p,-n[coB(n-l)a>o-i8in(n-l)aj,-cos(n-l)Ä 

*  +»8in(n-l)Ä], 

und  Addition  beider  Formeln  gibt  nach  (1),  wie  zn  erwarten  war: 


fdt l_(   1  1   >! 

J  z"  ~      n— l\^«-i      «»-»/■ 


»0 
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686.  Bm  Integral  von  1 :  z.  Wir  nehmen  jetzt  ins- 
besondere n  —  1  an-,  dann  liefern  die  Formeln  (2)  and  (3) 
der  letzten  Nummer: 

woraus  durch  Addition  folgt: 
z 

(1)  J'-^-ln^+»(Ä-a,,)-ln|||+.-(Ä-««). 

Die  Amplituden  Sl  und  m^  von  Z  und  z^  sind  dabei  zwischen 
—  X  und  +  n  gelegen.  Das  Integral  (1)  hat  die  Ableitung 
1  :  Zj  nach  Satz  15,  Nr.  633;  wir  werden  es  daher  als  den 
Logarithmus  im  komplexen  Bereiche  bezeichnen  und  zwar  als 
den  Yon  Z:z^j  da  es  gleich  Null  f&r  Z— j?o  ist: 

(2)  ln|-lii!f'+»(ß-«o)- 

Rechts  steht  hier  der  reeUe  Logarithmus  der  positiven  Zahl 
\Z:j8q\.    Insbesondere  kommt  f&r  ^q*^  1: 

(3)  hiZ-ln!Z|  +  iß. 

Dies  ist  in  der  Tat  nichts  anderes  als  die  Formel  (2)  yon 
Nr.  376;  wir  haben  also  hier  den  Hauptwert  des  Logarithmus 
vor  uns.  Er  ist  überall  in  der  Ebene  definiert,  abgesehen  von 
der  negativen  a;- Achse,  siehe  Fig.  94. 

637.  Das  Integral  von  1 :  (;e;  —  c).  Vermöge  der  Sub- 
stitution #  —  ;ef  —  c  fahren  wir  dies  Integral  auf  das  vorige 
zurück.  Es  kommt  dann  nach  der  Formel  (1)  der  letzten 
Nummer: 

M-jT--if^:i+'(«-"^' 

wo  ß  —  cjq  den  Zuwachs  der  Amplitude  von  e  ^c  längs 
des  Integrationsweges  bedeutet.  Ein  einfach  zusammen- 
hängender Bereich,  in  dem  die  Formel  für  alle  Integrations- 
6S6,  637] 
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wege  gilt,  ist  leicht  anzugeben.  Es  ist  nämlich  j?  —  c  die  einzige 
Stelle,  wo  1 :  (5  —  c)  unstetig  wird.  Wir  führen  daher  als 
Grenzlinie  etwa  die  von  der  Stelle  c  ausgehende  Parallele  zur 
negativen  a>Achse  ein.  Aber  wir  können  auch  irgend  einen 
anderen  yon  c  ausgehenden  Strahl  als  Grenze  annehmen,  die 
nicht  überschritten  werden  darf. 

688.  Das  Integral  Ton  1 :  (1  +  z^.    WeU 

ist^  so  sind  von  dem  Bereiche  dieser  Funktion  nur  die  Stellen 
d:  i  ausgeschlossen.  Wir  ziehen  z.  B.  von  ^r  —  «  aus  die  posi- 
tive und  Yon  jp  «  —  i  aus  die  negative  y- Achse  bis  ins  End- 
lose wie  in  Fig.  92,  S.  475,  und  schreiben  vor,  daß  die  Inte- 
grationswege diese  Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen.  Da 
die  Kurvenintegrale  wie  die  im  1.  Eap.  behandelten  Integrale 
Grenzwerte  von  Summen  sind,  gelten  auch  hier  die  Sätze  13 
und  15  von  Nr.  413  u.  414  über  das  Integral  einer  Summe 
und  über  die  Multiplikation  eines  Integrals  mit  einem  konstanten 
Faktor,  so  daß  aus  (1)  folgt: 

Aber  nach  voriger  Nummer  ist: 

/j^-^|^-,+»(«-"o),/r¥i--HlTJ-|+*(^'-*^»')' 

wenn  Ä,  cöq,  Ä',  cdq  die  Amplituden  von  Z—  1,  jer^  —  »,  Z-f  t, 
/Tq  +  %  vorstelleiL     Setzen    wir  diese   Werte   in   (2)   ein,   so 
kommt: 
z 

Wir  werden  das  Integral,  da  es  nach  Satz  15,  Nr.  633,  die 
Ableitung  1  :(1  -|-  Z})  hat,  mit  arc  tg  Z  bezeichnen,  sobald  es 
gerade  so  wie  im  reellen  Gebiete  für  die  Stelle  Z « 0  ver- 
schwindet.   Wir  wählen  also  e^  —  0,  d.  h.  cDq  und  coq  cds  Am- 
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plituden   Yon  —  i  und  +  i  gleich  —  1«   und   +  ^x,  so  d«& 

kommt: 

z 

(4)  arctgZ-/-j^^»-jln||±;:|  +  i(Ä-Ä'  +  «). 

0 

Es  muß  jedoch  nun  noch  gezeigt  werden,  daB  die 
Formel  (1)  von  Nr.  377  auch  aus  (4)  abgeleitet  werden  kann. 
Dies  geschieht  so:  Sind  P  und  P'  die  absoluten  Betrage  von 
Z  ^  i  und  Z  +  i,  so  ist 

rill §?i  -  F  lco8(Ä-Ä'+«)  +  i8in(Ä-Ä'+*)]. 

Also  folgt  aus  Qi)  in  Nr.  636  für  den  Hauptwert  des  Loga- 
rithmus: 

lniif|-.ln|.  +  t(ft~Ä'  +  ^), 

daher  hieraus  und  aus  (4),  weil  P' :  P  der  absolute  Betrag  von 
(Z+i):(Z-i)  ist: 

(5)  arctgZ-^.lnj^- 
Hiermit  ist  die  Formel  (1)  von  Nr.  377  bestätigt. 


§  4.  Der  Gauchysche  Satz  und  seine  Anwendungen. 

639.  Dar  Fnndamantalsati  Ton  Oanohy.     Es  sei 

f{0)  innerhalb  eines  Bereiches  eine  monogene  Funktion  von  0. 
Längs  des  gesamten  Randes  des  Bereiches  ziehen  wir  einen 
Litegrationsweg  A;^  so  daß  er  noch  vollständig  dem  Bereiche 
angehört.  Dieser  Weg  k  wird,  falls  der  Bereich  nicht  einfach 
zusammenhängt^  in  mehrere  Teile  kiyk^,'"  zerfallen,  siehe  Fig.  95. 
Femer  sei  c  irgend  eine  bestimmt  gewählte  Stelle  innerhalb 
des  Bereiches,  d.  h.  des  von  k  begrenzten  und  in  der  Figur 
schraffierten  Gebietes.    Wir  betrachten  nun  die  Funktion 

(1)  'Pi')-ß\, 

die  nach  Satz  4,  Nr.  624,  überall  im  Bereiche,  abgesehen  van 
der  Stdle  z  ^  c,  monogen  ist.  An  dieser  Stelle  wird  fp{p)  mit 
1  :  (jßr  —  c)  in  der  ersten  Ordnung  unendlich  groß.  Wenn  wir 
6S^  689] 
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aber  die  Stelle  c  durch  einen  um  c  als  Mittelpunkt  gelegten 
Kreis  x  mit  beliebig  kleinem  Radius  r  aussclüieBen^  so  ist  q>{a) 
monogen  in  dem  von  h  und  x  begrenzten  ^  also  dem  in  der 
Figur  schraffierten  Gebiete  ^  abgesehen  vom  Innern  van  x. 

Wir  ziehen  nun  Verbindungslinien  i^,  ^s^  -  *  *  zwischen  den 
einzelnen  Teilen  k^yk^f---  des  Weges  Je  und  dem  Umfange 
X  des  Kreises  so^  daß  jede  dieser  Linien  mit  einer  der  andern 
zusammenhängt;  und  verfolgen  den  in  Fig.  96  gekennzeichneten 
Weg.  Hier  haben  wir  der  Deutlichkeit  halber  die  Ver- 
bindungslinien ^f  ^,' ' '  doppelt  gezeichnet  und  auf  \yJc^,'  -  - 
und  X  kleine  Lücken  gelassen.  Man  sieht,  daß  der  Weg  ge- 
schlossen  ist   und   einen   Bereich   umgrenzt,    der   nur   solche 


Fig.  »5. 


Fig.  96. 


Stellen  enthält,  in  denen  q>(jg)  monogen  ist.  Folglich  ist  das 
Integral  von  q>  (z)  längs  dieses  ganzen  Weges  gleich  Null,  nach 
Satz  14,  Nr.  631. 

Dies  Litegral  ist  aber  nach  Satz  10,  Nr.  629,  gleich 
der  Summe  Z  derjenigen  Litegrale,  die  sich  auf  die  einzelnen 
Teile  des  ganzen  Weges  beziehen.  Die  Wegstücke  Aj,  A,,  •  •  • 
werden  je  zweimal  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen,  so 
daß  sich  die  auf  sie  bezüglichen  Integrale  nach  Satz  9,  Nr.  629, 
gegenseitig  in  der  Summe  Z  fortheben.  Wenn  wir  femer 
festsetzen,  daß  der  Index  h  beim  Integrale  von  tp{z)  bedeuten 
soll,  daß  der  Weg  k  so  durchlaufen  werden  soll,  daß  dabei  das 
von  k  umschlossene  Gebiet  stets  linkerhand  liegt,  so  bemerken 
wir,  daß 


/• 


q>{z)dz 


31* 
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das  auf  alle  Teile  k^,  Jc^,-  -  -  Ton  k  bezügliche  Integral  ist^  das 
in  £  aaftritt.  Der  äußere  Rand  k^  nämlich  wird  nach  der 
Fig.  96  positiv  durchlaufen  ^  während  A*,  negativen  Sinn  hat^ 
was  aber  gerade  der  gemachten  Festsetzung  entspricht,  daB 
der  Bereich,  den  k  umschließt,  stets  linkerhand  liegen  soll 
Deuten  wir  femer  durch  den  Index  x  beim  Integrale  an,  daß 
der  Kreis  x  in  positivem  Sinne  zu  durchlaufen  ist,  so  ist  der 
auf  X  bezügliche  Teil  der  Summe  £  mit 


-'j^{z)dB 


zu  bezeichnen,  denn  nach  Fig.  96  wird  der  Kreis  in  n^^tivem 
Sinne  umlaufen.  Da  nun  27,  wie  wir  vorher  sahen,  gleich 
Null  ist,  so  kommt  also: 

Jq>{B)  de  '-J^>{g)d8  -  0 

k  * 

oder  nach  (1): 

k  M 

Betrachten  wir  nun  das  rechts  stehende  Integral,  dessen 
Weg  der  Kreis  x  ist,  genauer.  Wir  erhalten  alle  Stellen  ß  des 
Kreises  in  der  Formel: 

(3)  jer  —  c  +  r(cos  cd  +  i  sin  ö), 

denn  wenn  wir  co  von  0  bis  2  ^  variieren  lassen,  durchlauft 
g  den  Kreis  einmal  in  positivem  Sinne.  Dabei  ist  längs  des 
Kreises: 

dff  —  r(—  sino  -j-  *  cos  (o)dc)  =  ir (cos  o  +  i  8in(o)d(o^i(z — c)dcj. 

Auch  in  f(js)  haben  wir  uns  den  Wert  (3)  eingesetzt  zu  denken, 
ehe  wir  das  längs  x  erstreckte  Integral  mit  der  YeriLnder- 
Hchen  <o  schreiben.     Es  kommt: 
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Ißt  f{g)  —  w  +  iVy  80  folgt  hieraus  weiterhin: 


%n 


(4)  Jt^c^^  "  -A^«^  +  »7«rfö), 

u  0  0 

wobei  rechts  zwei  reelle  Integrale  stehen,  denn  u  und  v  sind 
reelle  Funktionen  von  x  und  y  oder  also  nach  (3)  von  c  +  r  cos  a> 
und  f  sincD. 

Nun  ist  f{g)  oder  u  +  iv  stetig.  Ist  also  eine  beliebig 
kleine  Zahl  6  Torgelegt,  so  können  wir  den  Eüreisradius  r  so  klein 
wählen,  daß  u  und  t  Ton  denjenig^i  Werten  iIq  und  v^^  die 
sie  für  jer  «>  c  haben,  um  weniger  als  6  abweichen.  Alsdann 
weichen  die  beiden  Integrale  um  weniger  als  2%6  von 


I  v^dm    und      j  Uq^cd 


ab,  nach  Satz  16,  Nr.  414.  Diese  Integrale  aber  haben,  weil 
«Q  und  v^  Eonstanten  sind,  die  Werte  2jcv^  und  2^U0.  Es 
ist  also: 

in  in 

I  vdm  —  2»t?Q  +  &6,         j  udcD  ^  2-TttQ  +  fi0, 

S  0 

wci)ei  ^  und  ri  zwischen  —  23t  und  +  2n  liegen.    Also  gibt  (4): 


/ 


/^-^d0  «  2iÄ(wo  +  ivo)  +  (iri  -'»)^^ 


Da  Ug  +  iv^  —  f(c)   ist,   so   liefert   die  Einsetzung   dieses 
Int^ral wertes  in  (2): 

(5)  Jt^c'^^  *  ^**^(^)  +  (^"^  "  ^)^' 

Aber  6  ist  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  Zahl,  von  deren 
Wahl  der  Radius  r  des  Kreises  abhangt,  indem  mit  hm 6^0 
auch  lim  r  —  0  ist.  Die  linke  Seite  der  letzten  Formel  hat 
andererseits  mit  der  Große  des  Ereisradius  r  gar  nichts  zu 
tun,  da  sie  ein  Integral  längs  k  darstellt.  Die  rechte  Seite 
Ton  (5)  muß  also  fär  alle  beliebig  kleinen  Werte  von  6  den- 
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selben  Wert  haben,  d.  h.  ihr  zweiter  Summand  ist  gleich  Null, 
so  daß  bleibt: 

Hiermit  sind  wir  zu  dem  wichtigen  Satze  von  Cauchy  gelangt: 
Säte  16:  Wenn  eine  monogene  Funktion  f{z)  vorliegt  u»d 
ein  Teil  ihres  Bereiches  dadwrch  herausgegriffen  wirdy  daß  num 
ihn  durch  einen  sich  nicht  seihst  schneidenden  IntegraMonstceg  k 
begrenzt,  wobei  k  sehr  wohi  in  mehrere  einedne  geschlossene 
Linien  eerfaUen  kann,  und  wenn  eine  im  Innern  des  so  begrenzten 
Gebietes  gdegene  Stelle  c  ausgewählt  wird,  so  ist 


sobald  die  Integration  längs  k  so  stcUtfindä,  daß  stets  das  Ge- 
biet linkerhand  von  der  eingeschlagenen  Richtung  liegt. 

640.  Answartung  reeller  Integrale  mittels  des 
Oanohysohen  Saties. 

i.  Beispiel:  Zum  Bereiche  der  Funktion /"(jp)  =.  1 :  (1  —  ip) 
gehört  die  Fläche  eines  Kreises  k  um  den  Mittelpunkt  j?  —  0, 
vorausgesetzt,  daß  der  Radius  jR  des  Ej-eis^  kleiner  als  Eins 
ist.  Außerdem  wählen  wir  c  =>  0.  Setzen  wir  alsdann  ent- 
sprechend der  Formel  (3)  in  voriger  Nummer  längs  dieses 
Kreises  z  »  jß(cos  (o  +  isin  o)),  so  ist  du  »  iedo  und 

1  1  1  —  B  COB  CO  +  %B  sin  q> 

1  —  z  ^  T—~E cos 09  — TR sin  m  ^      1  —  2EcoB<io  +  22*     ' 

so  daß  der  Gauchysche  Satz,  angewandt  auf  den  Kreis  k,  liefert: 


8J 


•(1  —  jB  COS©)  —  Äsmö)  ,  c%' 

~ jTs — - — r^5i — d(o  —  Jist, 

1  —  2  2J  cos  a>  4-  Ä*  ' 


da  hier  f(c)  « f(0)  —  1   ist.     Trennen  wir  das  Reelle  ab,  so 
kommt  einzeln: 


ix  %n 


/i\      /*     1  — -RcoscD       ,  rt  r         iZsinio  ,  ^ 


0 

6S»,  «40j 
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Die  zweite  Formel  ist  auch  direkt  zu  gewinnen,  denn  das 
Integral  liat  ftir  das  nur  von  0  bis  3t  erstreckte  Interrall  o£Pen- 
bar  den  entgegengesetzten  Wert  wie  für  das  von  it  hia  2« 
erstreckte.     Die  zweite  Formel  gilt  also  auch  für  22  ^  1. 

Die  erste  Formel  (1)  ist  für  iJ  —  1  nicht  mehr  richtig, 
denn  dann  gibt  die  direkte  Auswertung  augenscheinlich  den 
Wert  3t.    Für  jR  >  1  ist  das  erste  Integral  gleich  Null,  weil  stets 

1 

T>  1  —    -ö  COS  ffl 

1  —  jR  cos  o  -  2t 


1  — 2^008  0)  + JB*  ,       2  ,1 

ist,  woraus  sich  durch  Integration  von  0  bis  2»  im  Falle 
jR  >  1  der  Wert  23r  —  2«  =  0  ergibt,  da  wir  auf  das  zweite 
Integral  rechts  wegen  1  :  i{  <  1  die  gefundene  erste  Integral- 
formel (1)  anwenden  dürfen. 

2,  Beispiel:  Es  sei  f(j8)  =  e*  und  die  Kurve  k  ein  Kreis 
um  den  Mittelpunkt  0  =  0  mit  irgend  einem  Radius  m. 
Ferner  sei  c  »  0  gewählt.  Jetzt  gibt  der  Cauchjsche  Satz  in 
entsprechender  Weise 


/' 


oder  nach  Nr.  373,  wenn  wir  überdies  das  Reelle  abtrennen: 


in 


(2)  /^^^•*'co8(wsin(D)do  — 2»,      /  6"~»»«'sin(m8ino)rfai  — 0. 

0  0 

3.  Beispiel:  Es  sei  /*(j»)  *»  ln(l  +  0),  wobei  wir  unter 
dem  Logarithmus  seinen  Hauptwert  (Nr.  376)  verstehen.  Zum 
Bereiche  gehört  hier  ein  Kxeis  h  um  den  Punkt  0  —  0  als 
Mitte,  vorausgesetzt,  daß  sein  Radius  q  <.l  ist.  Als  Stelle  c 
wählen  wir  wieder  die  Mitte  des  Kreises.  Ist  e  gleich 
^(cos©  +  »  sin»)  und   1+e  gleich  r(co8g)  +  isinq)),   so  ist 

1  +  Q  cos  CD  =^r  cos  (p,        ^  sin  o  a»  r  sin  q>, 
woraus  folgt: 


r  —  yi  +  2q  cos  CD+  Q^,        9>  —  arc tg  j-|- 


p  Bino» 


Q  cos  0» 
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Diese  Rechnung  haben  wir  schon  in  Nr.  376  mit  andern  Be- 
zeichnungen durchgeführt.  Hierin  ist  r  positiy-,  die  Ampli* 
tude  g)  liegt  zwischen  —  jc  und  +  ic,  ja  man  sieht,  daß  sie 
zwischen  -^  ^st  und  +  '\x  gelegen  ist,  sobald  p  <  1  ist.  Nun 
kommt  nach  (3)  in  Nr.  636: 

In  (1  +  ^)  —  la  [»"(cos  9)  +  ♦  sin  9))]  —  In  r  +  »9. 
Der  Cauchysche  Satz  gibt  demnach: 

I  Qnr  +  ifp)d(o  —  0, 
0 

weil  hier  f{c)  =-  f(0)  «  In  1  —  0  ist.  Die  Formel  zerfallt  in  die 
beiden  einzeb&en  reellen  Gleichungen: 

(3)  rin(l  +  2pco8(D  +  pV«'-0,    /««tgri^^'^o-O- 

In  der  letzten  Formel  ist  der  Arkus  zwischen  —  x  und  +  x 
zu  nehmen. 

641.  Unendliche  Beihen  von  monogenen  Fnnktionen. 

Da  wir  einige  besonders  wichtige  Anwendungen  des  Canchy- 
schen  Fundamentalsatzes  machen  wollen,  ist  es  unerläßlich,  die 
Betrachtungen  des  §  5,  1.  Kap.,  über  die  Differentiation  und 
Integration  unendlicher  Reihen  auch  auf  das  komplexe  Gebiet 
auszudehnen. 

Es  sei  m7q,  w^y  w^j  . . .  tr„,  . . .  eine  unbegrenzte  und  nach 
irgend  einer  Vorschrift  gebildete  Folge  von  monogenen  Funk- 
tionen von  e.  Wir  setzen  voraus,  daß  es  einen  gemeinsamen 
Bereich  in  der  Zahlenebene  gebe,  in  dem  alle  diese  Funktionen 
monogen  sind  und  die  unendliche  Reihe 

(1)  f{z)  =  W,{Z)  +  wM  +  -'  +  ^n{^)  +  •  •  • 

konvergiert  (vgl.  Nr.  360),  so  daß  die  Summe  f{z)  der  Reihe 
in  diesem  Bereiche  eine  Funktion  von  z  ist. 

Es  ist  leicht,  zu  beweisen,  daß  f{z)  eine  stetige  Funktion 
von  z  ist,  sobald  wir  femer  voraussetzen,  daß  die  Reihe  in 
dem  Bereiche  überall  gleichmäßig  konvergiere,  vgl.  Nr.  364 
und  425.  Wir  nehmen  also  an:  Wie  klein  auch  eine  positive 
640,641] 
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Zahl  6  gewählt  sein  mag^  stets  gibt  es  einen  Index  n  derart^ 
daß  für  jede  Stelle  g  des  Bereiches  und  ftir  jedes  m^n  der 
absolute  Betrag  des  Bestes 

^m(ß)  -  «'mW  +  «'m  +  l W  +  '  '  ' 

kleiner  als  6  ist: 

(2)  l-B«WI<*- 

Da  der  Beweis   für   die   Stetigkeit  alsdann  genau  so  wie  in 

Nr.  425  geführt  wird,  begnügen  wir  uns  mit  der  Formulierung 

des  Ergebnisses: 

Satz  17:  Liegt  eine  unbegrengte  Felge  von  monogenen 
Funktionen  Wf^{z)y  w^{z)j  w^(z),  . . .  vor,  deren  Bereiche  einen 
Bereith  gemein  haben,  innerhalb  dessen  die  unendliche  Beihe 

«?o  W  +  ^iW  +  «'«W  +  •  •  • 
überall  gleichmäßig  Jconvergierty  so  ist  die  Summe  der  Beihe  in 
diesem  Bereiche  eine  stetige  FunHion  von  e. 

Dieser  Satz  ist  jedoch  noch  unvollständig;  wir  wünschen 
nämlich  noch  zu  beweisen ,  daß  die  Summe  der  Reihe  eine 
monogene  Funktion  von  g  ist.  Aber  dieser  Beweis  beruht  auf 
einer  Anwendung  des  Cauchyschen  Satzes ^  zu  der  es  noch 
einiger  Vorbereitungen  bedarf^  die  wir  in  den  nächsten 
Nummern  tre£Pen.  In  Nr.  644  werden  wir  alsdann  den  Satz  17 
y  erroUstän  digen. 

642.  Integration  einer  gleiohm&ßig  konvergenten 
Beihe  von  monogenen  Funktionen.  Unter  den  Voraus- 
setzungen der  letzten  Nummer  ist: 

f{z)  -  «;,(xr)  +  „,, (^)  +  . . .  +  u,„_^(j,)  +  B^(j,). 

Hier  ist  f{g)  stetig,  wie  sich  soeben  ergab;  da  die  m Funktionen 
^09  ^\j  ' ' '  ^m-i  ebenfalls  stetig  sind,  muß  folglich  auch 
BJjs)  stetig  sein.  Ist  nun  h  ein  Integrationsweg,  der  inner- 
halb des  gemeinsamen  Bereiches  aller  Funktionen  w  von  g^ 
bis  Z  geht,  so  dürfen  wir  also  integrieren: 

(1)     Jfig)dg^Jw^{g)dg  +Jw,{g)dg  +  .  .  .  +fto^,iig)dg 

k  k  k  k 

[641,  «4» 
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Nach  Satz  12,  Nr.  630,  ist  aber: 

(2)  fB^{z)dz^^^B^Ms, 

k 

wenn  d  eine  gewisse  reelle  Große,  s  die  positiv  gemessene 
Bogenlänge  yon  k  und  e^  eine  gewisse  Stelle  auf  k  bedeutet 
Ist  s  endlich,  so  folgt  hieraus  nach  (2)  in  voriger  Nununer, 
daß  der  Grenzwert  von  (2)  für  lim  <y  =»  0  ebenfalls  gleich  Null 
wird,  d.  h.,  daß  aus  (1)  die  konvergente  Entwicklung  hervoi^cht: 

(3)  Jf{0)d0  ^Jw^{z)dB  +Jw,(js)dg  +  .  • .  +Jw^(z)d. 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  alle  statthaften  Integrations- 
wege k  Bogenlängen  haben,  die  kleiner  als  eine  gewisse 
positive  Zahl  S  sind,  folgt  aus  (2)  weiter,  daß  für  jede  obere 
Grenze  Z,  die  dem  gemeinsamen  Bereiche  angehört  und  für  jeden 
Index  m^n  auch  ., 

ist.     Dies  gibt  den 

Satz  18:    Liegt  eine    unbegrenzte   Felge   von    monogenen 
Funktionen  Wf^{z\  w^iz), . . ,  w^{z)f . . .  vor,  deren  Bereiche  einen 
Bereich  gemein  hohen,  innerhalb  dessen  die  unendliche  Beihe 
f{z)  -  Wq{z)  +  w^{z)  +  •  •  •  +  w^,W  +  •  •  • 

überall  gleichmäßig  konvergiert,  ist  femer  z^  eine  bestimmt  nnd 
Z  eine  beliebig  gewählte  Stelle  des  gemeinsamen  Bereiches  und  k 
irgend  ein  in  diesem  Bereiche  von  Zq  nach  Z  gehender  IntegroHons- 
weg,  so  darf  die  unendliche  Beihe  gliedweise  längs  k  integriert 
werden,  d,  h.  es  ist: 

J  f{z)dz  =  /  Wo(z)dz  +J  w^{z)dz  H +  /  w^(z)dz  H , 

und  diese  neue  Beihe  konvergiert  für  aUe  Stellen  Z  des  gemein* 
Samen  Bereiches  gleichmäßig,  falls  noch  vorausgesetzt  wird,  daß 
alle  statthaften  Integrationswege  k  Bogenlängen  haben,  die  unter- 
halb  einer  gewissen  endlichen  Größe  bleiben. 

Dieser  Satz  ist  ebenso  wie  Satz  17  der  vorigen  Nummer 
noch  unvollständig.     Wir  werden  ihn  in  Nr.  647  erganzen. 


§  4.  Der  Cauchjsche  Satz  und  seiue  Anwendungen.  491 

648.  Die  monogenen  Funktionen  als  analytische 
Funktionen.  Wir  können  aber  schon  aus  diesen  Sätzen  und 
aus  dem  Ganchyschen  Fundamentalsatze  einen  sehr  wichtigen 
Schluß  ziehen,  luunlich  die  in  Nr.  623  aufgestellte  Behauptung 
rechtfertigen,  daß  jede  monogene  Funktion 
als  analytische  Funktion,  d.  h.  als  Potenz- 
reihe (nach  Nr.  365)  darstellbar  ist. 

Es  bedeute  nämlich  jetzt  f(0)  eine 
in  einem  gewissen  Bereiche  monogene 
Funktion  von  0]  femer  sei  Zq  irgend  eine 
Stelle  des  Bereiches  und  k  der  größte 
Kreis  um  jSq  als  Mittelpunkt,  dessen  Fläche 
vollständig  dem  Bereiche  angehört,  siehe 
Fig.  97.  Außerdem  sei  c  irgendeine  Stelle  im  Innern  des 
Kreises  k.    Alsdann  ist  nach  dem  Gauchyschen  Satze  in  Nr.  639: 

k 

Den  Integranden  können  wir  nun  in  eine  gleicnmäßig 
konvergente  unendliche  Reihe  verwandeln.  Nach  Nr.  374  ist 
nämlich  die  Reihe 

(2)  r^=-i  +  <  +  <*  +  -- 

für  I  ^  I  <  1  gleichmäßig  konvergent.  Die  Voraussetzung  |  ^  |  <  1 
wird  aber  erftlllt,  wenn  wir 

Z  —  Zq 

setzen,  sobald  nur  die  Stelle  g  weiter  als  c  von  0q  entfernt  ist. 
Wenn  wir  also  um  Zq  innerhalb  des  Kreises  k  einen  Kreis  Ä' 
ziehen,  der  die  Stelle  c  einschließt,  so  ist  die  Beihe 


z  —  c  '   z  —  z^    '    Xz  —  zJ 


gleichmäßig  konvergent  für  aUe  außerhalb  k'  gelegenen  Stellen  0. 
Der  Kreis  k  aber  liegt  außerhalb  k'.    Da  femer  fijs)  längs 
k    stetig    ist,    so    folgt   durch   Multiplikation    der    Reihe    mit 
f{0)  :  {0  —  0^j  daß  die  Reihe 
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in  einem  solchen  Bereiche  gleichmäßig  konvergiert,  dem  der 
Umfang  des  Kreises  h  angehört.  Nach  Satz  18  der  letzten 
Nummer  gilt  demnach  diejenige  konvergente  Entwicklung,  die 
sich  durch  gliedweise  Integration  von  (3)  längs  des  Kreises  k 
ergibt.  Dabei  geht  links  nach  (1)  der  Wert  2ixf(c)  hervor, 
weshalb  wir  noch  mit  2i7t  dividieren.  Außerdem  können  wir 
die  konstauten  Faktoren  c  —  e^,  (c  —  e^Y  . . .  rechts  aus  den 
Integralen  heraussetzen.  Wenn  wir  noch  mit  Cq,  c^,  . . .  c^,  ... 
die  Zahlen  werte  bezeichnen: 

c L.  f-ßELdz        &  -  - '    f-^^^dz 

t  * 

1    r    m 

so  finden  wir: 

(4)        m  -  c„  +  e,{c-z,)  +  • . .  +  c,{c-z>r  +  ■■; 

eine  Formel,   die  wohlbemerkt  für  jede  Stelle  c  im  Innern  des 

Kreises  k  gilt,  da  die  Werte  der  Konstanten  <^07  ^>  •  •  •  ^«7  •  •  • 

gamicht  von  der  Wahl  dieser  Stelle  c  abhängen. 

Wenn  wir  deshalb  statt  c  die  beliebige  Größe  $  setzen, 
so  gelangen  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Definition  in  Nr.  366 
zu  dem 

Saiß  19:  Ist  f{z)  eine  monogene  Funktion  von  g,  femer  m^ 
irgend  eine  bestimmt  gewählte  Stelle  ihres  Bereiches  und  k  ein 
solcher  im  übrigen  bdiebig  großer  Kreis  mit  der  Mitte  g^,  dessen 
Fläche  vollständig  dem  Bereiche  angehörtj  so  ist  f{B)  an  aUen 
Stellen  0  innerhalb  des  Kreises  k  eine  analytische  Funktion^ 
nämlich  darstellbar  durdi  eine  innerhalb  des  Kreises  k  gleich- 
mäßig Iconvergente  Potenzreihe: 

m  =  Co  +  c,{z^z,)  +  .  .  .  +  c„(ir  -  ;(ro)-  +  •  •  . . 

Daß  nämlich  dieselbe  gleichmäßig  konvergiert,  folgt  nach 
Nr.  364  sofort  aus  dem  Umstände,  daß  sie  an  jeder  Stelle  $ 
innerhalb  k  überhaupt  konvergiert. 

Da  nun  die  analytischen  Funktionen  nach  Nr.  370  Ab^ 
leitungen  beliebig  hoher  Ordnung  haben,  die  ebenfalls  analytisch 
und  demnach  monogen  sind,  so  folgt  noch: 

Satz  20,  Eine  monogene  Funktion  f{js)  hat  innerhalb  ihres 
•411] 
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Berekkes  ubenill  AUeitimgen  hdübig  hoher  Ordnung,  und  diese 
Ableitungen  sind  in  demselben  Bereiche  monogene  Funktionen. 

Wir  haben  schon  in  Nr.  372  bemerkt^  daß  die  Reihe  (4) 
nichts  anderes  als  eine  Taylorsche  Beilie  ist,  indem  wir  haben: 

(5)     Co-/-(^o),        c,-T\f\h\    ...    ^„-^/^"^W,.... 

644.  nochmals  die  nnendliohen  Bellien  von  mono- 
genen Funktionen.  Wir  können  jetzt  den  Satz  17  Fon 
Nr.  641  yervollstandigen.  Unter  den  Yoranssetznngen  jenes 
Satzes  ist 

(1)  f{z)  -  w,{z)  +  w^{z)  +  . . .  +  tc;,(;^)  +  .  •  • 

innerhalb  des  gemeinsamen  Bereiches  von  tr^,  w^j  ...  w^,  ... 
eine  stetige  Funktion  von  xr,  von  der  wir  nun  zeigen  können, 
daß  sie  auch  monogen  ist.  Es  bedeute  nämlich  j?^  irgend  eine 
bestimmte  Stelle  des  Bereiches  und  Tc  einen  solchen  Kreis  mit 
der  Mitte  B^y  dessen  Fläche  dem  Bereiche  vollständig  angehört. 
Femer  sei  c  irgend  eine  bestimmt  gewählte  Stelle  im  Innern 
des  Kreises  h  Alsdann  gilt  die  Entwicklung  (3)  der  letzten 
Nummer,  da  wir  bei  ihrer  Herleitung  nur  die  Stetigkeit  von 
f{z)  benutzt  hatten.  Aber  das  Integral  der  linken  Seite  jener 
Formel  ist  jetzt  nicht  nach  dem  Cauchyschen  Satze  16  in 
Nr.  639  gleich  2inf{c)  zu  setzen,  weil  wir  ja  noch  nicht  wissen, 
daß  f(/)  monogen  ist.  Statt  der  Formel  (4)  der  letzten  Nummer 
geht  also  herror: 

(2)di/Ä''^-''o  +  Ci(<'-'^o)  +  ---  +  <'.(c-'«)"  +  --- 
Nun  ist  aber  nach  (1): 

1        f(e)     ^      1      W^{2)  1      W,{Z)      1      I47,(g)       

2  i«  if  —  c  ""  2  »« j?  —  c    '    2  »'«  5  —  c  "^  *  '  '  "^  2 1«  Ä  —  c  "^         ' 

und  zwar  konvergiert  diese  Reihe  gleichmäßig  innerhalb  eines 
Gebietes,  das  den  Umfang  des  Kreises  k  enthält.  Indem  wir 
daher  nach  Satz  18,  Nr.  642,  gliedweise  längs  k  integrieren 
und  redUs  den  Cauchyschen  Satz  anwenden  dürfen,  weil  w^^ 
^19  . ' .  ^nf  ' . .  ^^^  Voraussetzung  monogen  sind,  finden  wir: 

k 
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Also  ist  die  linke  Seite  der  Formel  (2)  gleich  f{c)y  nach  (1), 
80  daß  wir  doch  wieder  erhalten: 

f{^)  -=  Co  +  Ci  (c  -  O  +  •  •  •  +  ^«(^^  -  ^o)"  +  •  ■  ■  • 

An  allen  Stellen  c  im  Innern  von  Tc  ist  f{z)  mithin  analytisch 
and  daher  auch  monogen.     Wir  haben  somit  den 

Säte  21:  Liegt  eine  unbegremste  Felge  von  monogenen 
Funktionen  m?oW>  *^iW>  ^ti?))  •••  ^^j  deren  Bereiche  einen 
Bereich  gemein  haben,  innerhalb  dessen   die  unendliche  Beihe 

Wq{z)  +  w^  (z)  +  w,(xr)+  •  •  • 

überaU  gleichmäßig  konvergiert,  so  ist  die  Summe  dieser  Beihe 
in  dem  gemeinsamen  Bereiche  eine  monogene  Funktion  von  e. 

645.    Znsats  in  dem  Oanohysohen  Ekitse.    Da  för 

monogene  Funktionen  nach  dem  Cauchyschen  Satze  in  Nr.  639 

ist^  so  folgt,  wenn  auch  die  Stelle  c  +  ^c  innerhalb  k  liegt: 
f(c  +  Je)  -  ^^    f  -^'^-:r  ^^• 

k 

Subtrahieren  wir  hiervon  die  Formel  (1)  und  dividieren  wir 
mit  ^^c,  so  kommt: 

/•     l L. 

f{e  +  Je)  —  f{c)         1      I  .,  . g  —e  —  Je «  —  «  j. 

J-e ÜiJ  '  W J-e <*' 

k 

und  daher  für  lim  Je  —  0: 


(2)       /■(»)■ 


k  k 


Behandeln  wir  diese  Formel  (2)    ebenso  wie  vorher  die  For- 
mel (1),  so  gehen  entsprechende  Formeln  fQr  die  höheren  Ab- 
leitungen f\c), '  •  •  hervor,  die  ja  nach  Satz  20,  Nr.  643,  vor- 
handen sind.     So  ei^bt  sich  der 
•44,645] 
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Sat0  22:    Unter   den    Voraussetsungen   des    Cauchyschen 
Satzes  16  in  Nr.  639  ist 


/'■'(')- ^ü;^  ^'• 


/»•  «-1,2,3,   •■■ 

Wir  werden  diesen  Znsatz  znm  Gauchysclien  Satze  sogleich 
verwerten. 

646.  IMfltorentiation  einer  gleichm&ßlg  konTergenten 
Belhe  ▼on  monogenen  Funktionen.  Wir  knüpfen  wieder 
an  die  Betrachtungen  der  vorletzten  Nummer  an^  wonach 

(1)  f{z) -  w,{z)  +  w,{z)  +  w^{z)  +  . . . 

eine  monogene  Funktion  ist.  Es  möge  c  eine  Stelle  des  Be- 
reiches und  Tc  ein  einfacher  geschlossener  Umlauf  um  c  inner- 
halb des  Bereiches  sein.     Alsdann  ist  auch  die  Reihe 

gleichmaßig  konvergent  und  monogen  in  einem  Bereiche,  dem 
h  zugehört,  so  daß  gliedweise  Integration  längs  Tc  nach  Satz  22 
(für  11  —  1)  ergibt: 

ric)-^K{c)+w[{c)  +  w',{c)+'^'. 

Satz  23:  Eine  in  einem  BereicJie  gleichmäßig  konvergente 
unendliche  Reihe  von  monogenen  Funktionen  tVo{z),  w^{z)j  w^{z)  •  •  • 
darf  gliedweise  differenziert  werden^  d.  h,  die  monogene  Funktion 

f{z)  -  Wq{z)  +  Wi{z)  +  W^iz)  +'" 

hat  in  dem  Bereiche  die  Ableitung 

die  eine  überall  im  Bereiche  gleichmäßig  konvergente  Reihe  und 
zwar  eine  monogene  Funktion  vorstellt. 
Überhaupt  ist  allgemein 

(2)  p)(^)  «  u;(-){z)  +  w^l){z)  +  w(;){z)  +  . . . 

ftlr  n- 1,2,3,.    .. 

Den  Satz  23  sahen  wir  uns  schon  in  Nr.  508  genötigt, 
gelegentlich   anzuwenden.     Er  weicht  übrigens  von  dem  enlr 
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sprechenden  Satze  21,  Nr.  427^  f&r  das  reelle  Gebiet  in  sofern 
ab,  als  im  komplexen  Gebiete  die  gleichmäßige  KonTergeos 
der  durch  gliedweise  Differentiation  hervorgehenden  Reihe  von 
Yomherein  feststeht,  während  sie  im  reellen  Gebiete  erst  noch 
besonders  untersucht  werden  muß. 

647.  HoohmaUi  die  Integration  einer  yleiohmMItg 
konvergenten  Bellie  von  monogenen  Funktionen.  Wenn 
insbesondere  der  gemeinsame  Bereich  von  tc^,  tDi,f€^,'  -  •  em- 
facfi  zusammenhängend  und  k  ein  beliebiger  in  ihm  Yerlaofen- 
der  Integrationsweg  von  z^  nach  Z  ist,  so  folgt  aus  (1)  in 
Yoriger  Nummer  nach  Satz  18,  Nr.  642,   daß  das  Integral 

j  f{d)dz  =J  w^{z) dz  +J  w^ {z)dz  +  /  w^{z)dz  H 

für  alle  Stellen  Z  des  Bereiches  eine  Yon  der  Art  des  ein* 
geschlagenen  Integrationsweges  unabhängige  Funktion  Yon  Z 
ist.  Allerdings  wurde  in  Satz  18  besonders  Yorausgesetzt, 
daß  alle  Integrationswege  k  kürzer  als  eine  gewisse  endliche 
Länge  8  sein  sollten.  Aber  wir  können  ja  immer,  weil  die 
Art  des  Weges  in  dem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche 
nach  Satz  15,  Nr.  633,  gleichgültig  ist,  einen  möglichst  kurzen 
Weg  Yon  Zq  nach  Z  innerhalb  des  Bereiches  einschlagen;  und 
wenn  nun  der  Bereich  endlich  ist,  so  gibt  es  sicher  eine  end- 
liche Länge  5,  unterhalb  derer  die  Längen  aller  dieser  Wege 
Yerbleiben.  Da  f(z)  außerdem  nach  Satz  21,  Nr.  644,  monogen 
ist,  gilt  dasselbe  Yon  dem  Integral.  Der  Satz  18,  Nr.  642,  ist 
also  so  zu  YerYoUständigen: 

Satz  24:  Liegt  eine  unbegrenzte  Feige  von  monogenen 
Funktionen  Wq(z),  tv^{z),  w^{z\  •  •  •  vor,  deren  Bereiche  einen 
einfach  zusammenhängenden  endlichen  Bereich  gemein  haben, 
innerhalb  dessen  die  unendliche  Reihe 

f{z)  «  W^{Z)  +  W,{Z)  +  W^(Z)  +'" 

überall  gleichmäßig  konvergiert,  und  ist  Zq  eine  bestimnU,  Z  eine 
bdiebig  gewählte  Stelle  des  gemeinsamen  Bereidies,  so  isi 
z  z  Z  2 

J  f(z)dx'-J  WQ(z)dz+J  Wi(z)dz+J  w^(z)dz-\ 


*0 
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ein«  in  dem  gemeinsamen  Bereiche  monogene  Ftmktion  von  Z, 
indem  ihr  Wert  durcJiam  unabhängig  von  der  Auswahl  des 
innerhalb  dieses  Bereistes  von  Zq  bis  Z  erstreckten  Integrations- 
weges ist^ 

Hiermit  sind  die  Beweise  der  wichtigsten  Sätze  von 
Weierstraß  über  unendliche  Reihen  beendet,  und  wir  schließen 
jetzt  noch  einige  andere  Anwendungen  des  Cauchyschen 
Satzes  an. 

646.  Eine  Yerglelohnngaftinktion.  Wenn  die  Flache 
eines  Kreises  x  Yom  Radius  r  yoUständig  dem  Bereiche  einer 
monogenen  Funktion  f(js)  angehört  und  c  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  ist,  so  haben  wir  nach  Satz  22,  Nr.  645: 


eine  Formel,  die  auch  für  n  =  0  gilt,  wenn  f^^\c)  =•  f{c)  und 
0!  »  1  gesetzt  wird.  Ist  nun  M  das  Maximum  und  N  das 
Minimum  des  absoluten  Betrages  von  f(z)  auf  dem  Kreis- 
umfange, so  erreicht  der  absolute  Betrag  des  Integranden 
das  Maximum  Jf:r"+*  und  das  Minimum  JV:r"+^,  so  daß, 
weil  überdies  $  »  23rr  der  Kreisumfang  ist,  aus  Satz  11, 
Nr.  630,  folgt: 

Satz  25:  Gehört  ein  Kreis  vom  Badius  r  und  mit  dem 
Mittelpunkte  c  vollständig  dem  Bereiche  einer  monogenen  Funk- 
tion f{z)  an  und  ist  M  das  Maximum  und  N  das  Minimum 
des  aibsoluten  Betrages  von  f(z)  auf  dem  Kreisumfange,  so  liegt 
der  absolute  Betrag  der  n*^  Ableitung  von  f(z)  für  den  Mittel- 
punkt c  zwischen  nlNit^  und  nlMir^,  Insbesondere 
I  f{c)  I  se^st  zwischen  N  und  M» 

Bilden  wir  nun  mit  Cauchy  die  Fimktion: 


so  sehen  wir,  daß  sie  in  der  ganzen  Ebene,  abgesehen  von  der 
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Stelle  ;? «-  c  +  r  auf  dem  Ereisuinfangey  monogen  ist  und  die 
n**  Ableitung  hat: 

80  daß 

,^w  V       nlM 

wird    Daraus  folgt: 

8 ata  26:  Wenn  ein  Kreis  vom  Radius  r  und  mit  dem 
Mittelpunkte  c  vollständig  dem  Bereiche  einer  monogenen  Funk- 
tion f{g)  angehört  und  M  der  größte  Wert  ist,  den  der  absolute 
Betrag  von  f{i8)  a^f  dem  Kreisumfange  erreicht^  so  hat  die  im 
Innern  des  Kreises  monogene  FutJction 

r 

die  Eigenschaft,  daß  fiJur  die  Kreismitte  c 

\m\^W(c)\  und  |/^-)(c)|^|yW(c)| 
ist 

Die  so  gewonnene  VergleidiungsfunMion  q)(M)  werden  wir 
im  dritten  Bande  benutzen. 

649.    Überall  endliche  monogene  Funktionen.  Ein^ 

andere  wichtige  Anwendung  des  Gauchy sehen  Satzes  ist  diese: 
Wenn  f{g)  eine  für  jedes  endliche  b  monogene  Funktion  ist, 
deren  absoluter  Betrag  die  Zahl  M  nie  übersteigt,  wie  groß 
auch  der  absolute  Betrag  von  a  gewählt  sein  mag,  so  beweisen 
wir  nach  LumvülCy  daß  f(z)  eine  Konstante  ist.  Legen  wir 
nämlich  um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  einen  Exeis  h  und 
ist  c  irgendwo  im  Innern  dieses  Kreises  gelegen ,  der  den 
Radius  r  habe,  so  ist  nach  Satz  16,  Nr.  639: 


(1)  f^i)-,(o)-^J-m,^d.. 


also: 


Für  alle  Stellen  b  auf  dem  Umfange  des  Kreises  aber  ist,  wie 
groß  auch  der  Radius  r  gewählt  sein  mag,  nach  Voraussetzung 
648,  649] 
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'  f{^)  i  ^  ^'  Ferner  ist  für  sie  \2f  |  —  r  und  |Ä^-"C|^r~|c|, 
so  daß  der  Integrand  in  (1)  auf  dem  Kreisumfange  nur  solche 
Werte  hat,  deren  absolute  Beträge  nicht  größer  als  Jf:  r(r  —  |  c  |) 
sind.  Da  5  =  27tr  der  Kreisumfang  ist,  so  gibt  die  Formel  (1) 
nach  Satz  11,  Nr.  630: 

|/-(,)__/-(0)l^i/i..      ^        .2:rr--^i^  , 
i/\/       /  \  /  ,  =e  2«     r(r— |c|)  r  — |c/ 

wie  groß  auch  r  gewählt  sein  mag.  Der  rechts  stehende  Bruch 
wird  aber  für  lim  r  =  +  c»  gleich  Null,  so  daß  f{c)  —  /"(O)  folgt. 
Satz  27:  Ist  eine  .Funktion  f{ss)  für  jedes  endliche  e 
monogen,  während  ihr  absoluter  Betrag y  wie  groß  cmch  der 
absolute  Betrag  von  e  gewählt  sein  mag,  nie  eine  gewisse  endr 
liehe  Zahl  übersteigt,  so  ist  f(/s)  bloß  eine  Konstante* 

660.  Beweis  des  Fnndamentalsatses  der  Algebra. 

Diesen  Satz,  der  bekanntlich  zum  ersten  Male  von  Gauß  be- 
wiesen worden  ist,  mußten  wir  in  Nr.  378  ohne  Beweis  an- 
wenden. Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  aus  dem  soeben  ge- 
fundenen Satze  nach  Weierstraß  auf  einfachem  Wege  dieses 
Theorem  abzuleiten. 
Ist  nämlich 

f{2)  =  Co  +  Cjjer  +  C80»  +  . . .  -f-  c^z*", 

so  soll  bewiesen  werden,  daß  es  wenigstens  einen  Wert  Ton  z 
gibt,  für  den  f{z)  ==  0  ist.  Setzen  wir  den  Fall,  daß  es  keinen 
gebe,  so  ist  auch  1  :  f{z)  nach  Satz  4,  Nr.  624,  für  jedes  end- 
liche z  monogen.  Außerdem  strebt  der  absolute  Betrag  Yon 
1  :  ({z')  nach  Null,  wenn  der  absolute  Betn^  von  z  über  jede 
Zahl  wächst.  Denn  der  absolute  Betrag  Ton  f{z)  wächst  mit 
dem  von  z  über  jede  endliche  Zahl.    In  der  Tat,  es  ist  ja: 

z  z         z  z^    ^  ^ 

Alle  Summanden  rechts  mit  Ausnahme  von  c^  streben  nach 
Null  für  lim  |;Sf  |  =  +  oo;  also  ist: 

lim^-c,    für  lim|;ef|-  +  cx), 

d.  h.:  '  1.1 

lim  i7^  =  lim  — — 
f{z)  c,xr« 
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oder,  da  lim(l  :  ier")  —  0  wird: 

lim  j7-^  —  0. 

Der  absolnte  Betrag  yon  1 :  f(0)  weicht  also  yon  Nall  für  alle 
Stellen  z  außerhalb  eines  Kreises  nm  den  Nullpunkt  um  weniger 
als  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive  Zahl  6  ab,  falls 
der  Radius  dieses  Kreises  hinreichend  groß  (aber  immer  noch 
endlich)  gewählt  wird. 

Die  Funktion  1 :  f(0)  erfüllt  somit  alle  Voraussetzungen 
des  Satzes  27  der  letzten  Nummer,  d..  h.  sie  ist  eine  Konstante. 
Aber  dies  ist  ein  offenbarer  Widerspruch.  Die  Annahme,  daß 
f(0)  nirgends  verschwinde,  muß  deshalb  falsch  sein.  Daher 
kommt: 

SatM  28  (Fundamentals ata  der  Algebra):  Eine  ganjse 
rationale  Fwnküon  von  0,  die  nicht  Uoß  eine  Konstante  istj  hat 
für  mindestens  einen  Wert  von  0  den  Wert  NuU, 

§  5.   Mehrdeutige  Funktionen. 

661.  Perlodisltfttsmodnl.  Wenn  (p{e)  eine  Funktion 
ist,  die  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  überall 
monogen  ist,  und  wenn  c  eine  solche  Stelle  in  diesem  Bereiche 
bedeutet,  wo  g)(jg)  nicht  gerade  verschwindet,  so  liegt  in 

(1)  f(0)  -     ^('5 


eine  solche  Funktion  vor,  die  ebenfalls  überall  in  jenem  Be- 
reiche monogen  ist,  abgesehen  jedoch  von  der  Stelle  0,  wo 
sie  mit  l  1(0  —  c)  in  der  n^^  Ordnung  unendlich  groß  wird. 
Dabei  soll  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten.  Für  f{0)  ist 
der  Bereich  also  nicht  einfach  zusammenhängend.  Die  Inte- 
gration von  f{z)  längs  eines  geschlossenen  Integrationsw^es, 
der  die  Stelle  c  einmal  und  zwar  in  positivem  Sinne  umläuft, 
ergibt  ja  auch  nicht  den  Wert  Null,  sondern  nach  Satz  22, 
Nr.  645,  den  Wert 

der  auch  im  Falle  n  »  1   nach  Satz  16,  Nr.  639,  stimmt,  so- 
bald dann  nur  0!  =-  1  und  q>^^^{c)  =»  q>{c)  gesetzt  wird. 
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Wir  ziehen  nun  von  einer  Stelle  g^  nach  einer  anderen 
Stelle  Z  des  Bereiches  einen  beliebigen  Integrationsweg  k, 
siehe  Fig.  98.  Er  überschreite  eine  beliebig^  aber  bestimmt 
von  c  aus  bis  an  den  Band  des  Bereiches  gezogene  und  sich 
selbst  nicht  schneidende  Linie  8  insgesamt  j!>-mal  von  der 
positiyen  und  g-mal  Ton  der  negativen  Seite  her.  Dabei  ver- 
stehen wir  unter  der  positiven  Seite  von  s  diejenige,  die  wir 
zuerst  treffen,  wenn  wir  die  Stelle  c  auf  einem  kleinen  Kreise 
in  positivem  Sinne  umlaufen.     In  Fig.  98  ist  p  —  1,  q^  3. 


Pig.  98. 


Fig.  99. 


Wird  statt  s  eine  andere  stetige  und  sich  selbst  nicht  schneidende 
Linie  6  gezogen,  so  werden  zwar  die  Zahlen  p  und  q  unter 
Umstanden  andere,  z.  B.  in  Fig.  98  ist  dann  p  =^0,  q=^2. 
Aber  stets  ist  die  Differenz  p  —  q  die  gleiche,  und  in  den 
folgenden  Betrachtungen  wird  eben  nur  diese  Differenz  eine 
Bolle  spielen. 

Wir  ziehen  nun  noch  einen  solchen  Integrationsweg  x 
von  jSq  nach  Z,  der  die  Linie  s  gamicht  trifft,  was  stets  möglich 
ist.  Wir  gehen  alsdann  von  e^  längs  k  nach  Z  und  von  hier 
längs  X  nach  0q  zurück  und  betrachten  das  Integral  von  f(z) 
für  diesen  geschlossenen  Weg.  Wie  Fig.  99  zeigt,  wo  wir 
der  Deutlichkeit  halber  einige  Lücken  gelassen  haben,  zerfällt 
der  Weg  in  mehrere  einfache^  sich  selbst  nicht  schneidende 
geschlossene  Linien.  Wir  nennen  eine  geschlossene  Linie  ein- 
fach, wenn  der  Strahl  von  einem  bestimmten  Punkte  im  Innern 
der  Linie  nach  einer  Stelle  auf  der  Linie  gerade  einen  voll- 
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ständigen  Umlauf  um  jenen  ersten  Punkt  vollendet  hat,  wenn 
die  Stelle  auf  der  Linie  sie  ganz  durchlaufen  hat.  Es  zeigt 
sich;  daß  einfache  geschlossene  Linien  auftreten  können,  die  den 
Punkt  c  nicht  enthalten.  Längs  ihrer  ergibt  sich  der  Integral- 
wert Null,  da  f(0)  in  ihrem  Linern  monogen  ist.  Es  treten 
außerdem  gerade  so  viele  einfache  geschlossene  Linien  auf,  die  den 
Punkt  c  umschließen,  als  der  Überschuß  von  p  über  q  oder 
von  q  über  p  beträgt  (also  in  Fig.  99  gerade  2,  weil  g— |i«=2 
ist),  und  zwar  haben  sie  positiven  oder  negativen  Sinn^  je 
nachdem  p>  q  oder  q>  p  ist.  (In  Pig.  99  haben  sie  negativen 
Sinn).  Längs  jedes  solchen  Umlaufes  ergibt  sich  der  Integral- 
wert C  oder  —  (7,  je  nachdem  p>  q  oder  q>p  ist.  Die 
Summe  aller,  auf  alle  einzelnen  geschlossenen  Linien  bezüglichen 
Integralwerte  ist  daher  gleich  {p  —  qjG,  Da  ä  im  Sinne  von  z^ 
nach  Z  und  x  im  Sinne  von  Z  nach  z^  durchlaufen  wird, 
so  ergibt  sich  also: 

Jf{z)dz  -ff(z)dz  -  (p  -  2)C, 

sobald  wir  auch  x  im  Sinne  von  Zq  nach  Z  durchlaufen. 

Die  willkürlich  eingeftihrt«  Linie  s  verwandelt  den  Bereich 
in  einen  einfach  zusammenhängenden,  sobald  sie  als  nicht  zu 
überschreitende  Grenze  eingeführt  wird,  und  das  ist  für  den 
Weg  X  der  Fall,  da  dieser  Weg  s  nicht  trifft.  In  dem  einfach 
zusammenhängenden  Bereiche  aber  ist  das  Integral,  erstreckt 
von  Zq  bis  Z,  nach  Satz  15,  Nr.  633,  eine  monogene  Funktion 
F(Z)  der  oberen  Gh-enze,  und  zwar  ist  F(Z)  von  der  Art  des 
eingeschlagenen  Weges  x  unabhängig,  sobald  eben  x  die 
Linie  s  nicht  trifft.     Die  letzte  Formel  lehrt  daher: 

Sobald  von  Zq  nach  Z  ein  solcher  Weg  k  eingeschlagen 
wird,  der  die  Linie  s  insgesamt  p-mel  von  der  positiven  und 
g-mal  von  der  negativen  Seite  her  überschreitet,  so  erreicht 
das  Integral  nicht  mehr  den  Wert  F(Z),  sondern  den  Wert 

(3)  ff{z)dz  «  F(Z)  +  (p-  q)C. 


/' 


Es  leuchtet  ein,  daß  wir  den  Weg  k  so  wählen  können 
daß  p  —  q  eine  beliebige  ganze  Zahl  wird. 
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Die  Grenzünie  s  war  willkürlich  eingeführt  worden.  Man 
ist  daher  berechtigt^  sie  aa£zuheben,  weil  sie  nicht  in  der  ur- 
sprünglichen  Stellnng  des  Integrationsproblems  enthalten  ist. 
Dann  aber  müssen  wir  nach  (3)  sagen,  daß  das  von  £r^  bis  Z 
erstreckte  Integral  nicht  mehr  eine  einwertige  oder  eindeutige 
Funktion  der  oberen  Grenze  Z  ist,  weil  noch  der  Summand 
(j>  —  q)C  hinzutritt.  Wir  müssen  also  beim  Funktionsbegriife 
auf  die  Eindeutigkeit,  die  bisher  stets  angenommen  wurde  und 
in  seiner  Definition  (vgl.  Nr.  6  und  Nr.  365)  ausgesprochen 
war,  Verzicht  leisten.  So  gelangen  wir  also  hier  zu  dem  Be- 
griffe einer  sogar  unendlich  viddeutigen  Funktion,  nämlich  einer 
Funktion,  die  nur  abgesehen  von  einem  additiven  beliebigen 
ganzen  Vielfachen  von  C  eindeutig  ist.  Die  Zahl  C  heißt  ihr 
Periodizitätsmodid, 

Es  kann  allerdings  vorkommen,  daß  die  Eonstante  C  gleich 
Null  wird.  Alsdann  ist  das  Integral  auch  in  dem  wegen  der 
ünstetigkeitsstelle  c  nicht  einfach  zusammenhängenden  Bereiche 
doch  noch  eine  eindeutige  Funktion  wie  früher. 

Beispiel:  Es  sei  q>(js)=  1,  d.  h.  f{e)==^i  ^(^er  — c)".    Hier 

ist  g><"-^)(c) «  0  für  n>l,   dagegen  gleich  Eins  für  «  =  1. 

Nach   (2)   ist   denmach   C  =  Ofürn>lundC«  2%%  für 

n  —  1.    Für  »  «  2,  3,  4, . .  •  ist  also  das  Integral  (vgl.  Nr.  635): 

z 

«o 

in  der  ganzen  Ebene  eine  eindeutige  und  monogene  Funktion 
von  Z.    Dagegen  ist  das  Int^ral: 

r  dz 

J  e  —  c 

eine  unendlich  vieldeutige  Funktion  mit  dem  Periodizitäts- 
modul  2i;r.  Nehmen  wir  z.  B.  c  =  0  und  j^q  —  0  an,  so  war 
bisher  nach  Nr.  636: 


S'- 


^  =  lnZ«hi|Z|  +iÄ, 
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wobei  In  Z  den  Hauptwert  des  Logarithmus  bedeutete.  Dabei 
ist  In  I  Z|  der  reelle  Logarithmus  des  absoluten  Betrages  yon  Z 
und  Si  die  zwischen  —  ;c  und  +  x  gelegene  Amplitude  yon  Z. 
Dagegen  werden  wir  jetzt  allgemeiner 

z 
hl  Z-  T— -  hl  |Z|  +  iß  +(p-g)2t« 

zu  setzen  haben,  indem  wir  die  Linie  s  etwa  wie  in  Nr.  635 
als  die  negative  a;-Achse  wählen.  Es  ist  also  der  allgemeine 
Loga/riihmus  einer  komplexen  Zahl  Z  eine  unendlich  viddeutige 
Funktion: 

(4)  In  Z  =  hl  I  Z|  +  lÄ  +  2ihnj 

wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Der  umstand,  daß 
der  Periodizitätsmodul  2  ix  dieser  Funktion  In  Z  imaginär  isi^ 
erklärt  es,  daß  wir  im  reellen  Bereiche  nicht  auf  die  Viel- 
deutigkeit des  Logarithmus  gestoßen  waren,  wohl  aber  in 
Nr.  376  in  Formel  (1)  dazu  kamen,  als  wir  den  Logarithmus 
im  komplexen  Bereiche  einführten. 

662.  Mehrere  Periodisit&tsmodnln.  Es  liege  wieder 
eine  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  monogene 
Funktion  q)(0)  vor,  und  es  seien  a,  6,  •  •  •  Z  mehrere  ver- 
schiedene Stellen  des  Bereiches,  an  denen  q)(0)  nicht  gerade 
verschwindet     Dann  ist 

eine  überall  im  Bereiche,  abgesehen  von  den  Stellen  a,  6,  •  -  •  2, 
monogene  Funktion.  Es  sollen  a,  ß,»  •  *  k  positive  ganze  Zahlen 
bedeuten,  so  daß  f(i)  z.  B.  an  der  Stelle  a  mit  1  :  (jet  —  a)  in 
der  «***  Ordnung  unendlich  groß  wird. 

Auf  einem  geschlossenen  Wege,  der  die  Stelle  a  einmal 
und  zwar  positiv  umläuft,  aber  keine  der  übrigen  Unstetigkeits- 
stellen  b^Cy-  -l  einschließt,  erreicht  das  Integral  von  f(e)  nach 
Satz  22,  Nr.  645,  den  Wert 

(2^  A  -  -— -  [-^—~         y(^)        1 
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der  nach  Satz  16,  Nr.  639,  auch  f&r  ck  »  1  gilt,  wenn  dann 
0!  —  1  gesetzt  und  das  Differentiationszeichen  fortgelassen 
wird.  Entsprechend  ergeben  sich  konstante  Integralwerte 
Bj' ' '  L  bei  einfachen  positiven  Umräufen  um  b,--'!.  Nun 
ziehen  wir  von  a,b,'  -  -l  aus  gerade  oder  krumme,  jedoch  sich 
selbst  und  einander  nicht  schneidende  Linien  s^Sf^  -  - '  s^  bis  an 
den  Band  des  Bereiches,  wobei  wir  die  positiven  Seiten  dieser 
Linien  wie  in  voriger  Nummer  festlegen.  Fügen  wii*  s^  5^,  • '  *  ^i 
zur  Grenze  des  Bereiches  hinzu,  so  liegt  ein  einfach  zusammen- 
hängender Bereich  vor,  innerhalb  dessen  f{e)  überall  monogen 
ist,  so  daß  in  ihm  eine  eindeutige  Funktion  von  Z: 


bei  der  Litegration  von  einer  bestimmten  Stelle  e^  bis  zu  einer 
beliebigen  Stelle  Z  hervorgeht. 

Wenn  wir  jedoch  die  willkürlichen  Linien  8^  5^,  •  •  •  5,  nicht 
als  Grenzen  betrachten  und  von  0q  nach  Z  einen  solchen  Inte- 
grationsweg X'  einschicken,  der  die  Linien  s^  ^6;  * '  *  ^i  ^^^* 
Pa'7  Pb'  '  '  '  Pr™^l  ^^^  ^^^  positiven  Seite  her  und  bzw 
9a  f  Qb'  ' '  '  ft-nial  von  der  negativen  Seite  her  überschreitet, 
so  ergibt  sich  der  Integral  wert: 
z 

(3)    Jf{z)de  =  F(Z)  +  (p,-  qjÄ  +  {p,-  q^)B+:.+{p,-q,)L. 

Der  Beweis  wird  wie  in  voriger  Nummer  geführt. 

Dies  Integral  (3)  ist  also  eine  unendli&hvieldeutige  Funk- 
tion von  Z,  nämlich  eine  eindeutige  Funktion,  vermehrt  um 
additive  beliebige  ganzzahlige  Vielfache  der  Eonstanten  Ä,  B, 
' ' '  L,  die  man  die  Periodmtätsmodtdn  nennt.  Es  kann  vor- 
kommen, daß  einige  der  Eonstanten  gleich  Null  werden  oder 
daß  sich  einige  von  ihnen  wie  ganze  Zahlen  zueinander  ver- 
halten. Alsdann  wird  die  Anzahl  der  wesentlichen  Periodizitäts- 
moduln  geringer. 

Beispiel:  Im  Falle 

1  1 


m 
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ist   a 


C^ 


i^  h  ^  —  i,  a  —  1,  /5  —  1,  (p(e)  =  1,  also  A^x, 
r.  Hier  stehen  die  Periodizitätsmoduln  im  Verhält- 
nisse 1 :  —  1  zueinander;  daher  ist  nur  einer 
wesenüich.  Als  Strahl  8^  benutzen  wir  etwa 
wie  in  Nr.  638  die  von  der  Stelle  i  aus  ins 
Endlose  gezogene  positive  y-Achse  und  als 


(>• 


»2:^ 


(> 


•% 


Strahl  Sf,  die  von  der  Stelle  —  i  aus  ins 
^  Endlose  gezogene  negative  y-Achse,  siehe 
Fig.  100.  Die  positive  Seite  von  $^  ist 
dann  die  rechte,  die  positive  Seite  von  s^ 
die  linke  Seite  der  y-Achse.  öeht  von  s^ 
nach  Z  ein  Integrationsweg  k,  der  s^  und  s^ 
bzw.  p^'  und  jp^-mal  von  der  positiven 
und  bzw.  q^'  und  ^^-mal  von  der  nega- 
tiven Seite  her  überschreitet  (in  Fig.  100  ist  Pa"^  ^y  9'«  '^  ^i 
Pb  ""0,  g^  =-  2*)),  so  ergibt  sich  nach  Nr.  638: 


Flg.  100. 


2 

f. 


dB 


1+e^ 


arctgZ~arctgjefo  +  OPi— Si— A+«f)«, 


insbesondere  für  5^  —  0: 


z 

J  f  ^V«  =  "®  tg  -^r + (pi  -  j,  -1), + 3,)  X. 

0 

Es  liegt  hier,  wie  gesagt ,  nur  ein  wesentlicher  Periodizitats- 
modul  X  vor.  Er  ist  reell,  und  dieser  Umstand  ist  der  Qrund, 
weshalb  wir  sogleich  bei  der  allerersten  Betrachtung  des  Arkus- 
tangens im  reellen  Gebiete  (in  Nr.  12)  auf  die  Vieldeutigkeit 
gestoßen  waren. 

663.  Die  Yielwertigkeit  der  Amplitade.    Ehe  wir 

andere  Beispiele  von  mehrwertigep  Funktionen  bringen,  be- 
schäftigen  wir  uns   genauer   mit   der  Festlegung  der  Ampli- 


*)  In  Fig.  100  wie  auch  in  der  nächsten  Fig.  101  haben  wir 
dem  Wege  nur  der  Deatlichkeit  halber  eine  möglichst  regelmäßige 
Gestalt   gegeben.     Wesentlich  sind  ja   nur  die    Übergangrsstellen   über 


xmd  s^  bzw.  s. 
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tude  (D  einer  komplexen  Zahl  b.  Nach  Nr.  355  ist  diese 
Amplitude  nur  bis  auf  additive  ganze  Vielfache  von  2%  be- 
stimmt. 

Wir    stellen    uns    vor,    einer    bestimmten    Stelle    Zq    sei 
eine   bestimmte  Amplitude  cd^  vorgeschrieben,   etwa  dadurch, 
daß  wir  die  Vorschrift  machen,    daß  (Dq 
zwischen  —  n  und  +  %  (oder  in  irgend 
einem  anderen  Intervalle  von  der  Größe  2n) 
liegen    soU.     Bewegt    sich    alsdann    ein 
Punkt  von  g^   aus   stetig   in  eine  andere 
Lage  Zy  ohne  dabei  durch  den  Nullpunkt 
j?  =  0  hindurchzugehen,   so   legt  der  zu- 
gehörige   Radiusvektor    einen    ganz    be-  pig,  loi. 
stimmten  positiven  oder  negativen  Dreh- 
winkel  97  zurück.     Alsdann  können  wir  festsetzen,  daß  Z  die 
Amplitude  o  »  (Dq  +  9>  haben  solL     Siehe  Fig.  101. 

Jedoch  diese  Festsetzung  ist  nicht  unabhängig  von  der 
Art  des  Weges  auf  dem  wir  von  e^  nach  Z  gelangen.  Man 
erkennt  vielmehr:  Ist  der  soeben  eingeschlagene  Weg  von  Zq 
nach  Z  so  beschaffen,  daß  der  Radiusvektor  keine  volle  Um- 
drehung um  die  Stelle  j»  =  0  macht,  so  führt  ein  anderer  Weg 
von  Zq  nach  Z,  bei  dem  er  h  volle  positive  (oder  negative) 
Umdrehungen  um  jbt  =-  0  vollendet,  zu  der  Amplitude  o  +  2ää 
(bzw.  (D  —  21c%).  Die  Mehrwertigkeit  der  Amplitude  beruht 
also  auf  der  Möglichkeit,  volle  Umlaufe  um  die  Stelle  z  ^0 
auszuführen.  Daher  können  wir  nur  dadurch  zu  einer  ein- 
wertigen Festsetzung  der  Amplitude  kommen,  daß  wir  derartige 
Umläufe  unmöglich  machen.  Dies  geschieht,  indem  wir  von 
der  Stelle  jer  =»  0  aus  eine  Gfrenzlinie  8  ziehen,  die  stetig  ist, 
sich  nicht  selbst  schneidet  und  bis  ins  Endlose  verläuft.  Darf 
der  Weg  die  Grenze  s  nicht  überschreiten,  so  hat  jede  Stelle  z 
eine  bestimmte  Amplitude  o,  sobald  einer  bestimmten  Stelle  Zq 
eine  bestimmte  Amplitude  (Oq  vorgeschrieben  worden  ist. 

Ändert  sich  nun  die  Stelle  z  stetig,  so  gilt  dasselbe  von 
ihrer  Amplitude,  jedoch  nicht  mehr  beim  Überschreiten  der 
Grenze  s.  Der\ß  wenn  wir  wieder  diejenige  Seite  von  s,  die 
auf  einem  positiven  Umlaufe  um  jsr  =  0  zuerst  getroffen  wird, 
die  positive  Seite  von   s   nennen,   so  hat  eine  Stelle  auf  der 
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positiven  Seite  Ton  s  eine  AmplitadO;  die  nm  27t  groBer  ist 
als  die  Amplitude  auf  der  negativen  Seite  von  s. 

Es  ist  also  s  die  Greuzliuie  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Bereiches^  innerhalb  dessen  die  Amplitude  o  über- 
all eindeutig  definiert  ist  und  zwar  so^  daß  sich  id  darin  stetig 
mit  J8  ändert. 

Gehen  wir  dagegen  von  jer^  nach  e  auf  einem  Wege,  der 
die  Grenzlinie  s  insgesamt  p-msi.  von  der  positiven  und 
g-mal  von  der  negativen  Seite  her  überschreitet,  und  addieren 
wir  wiederum  zu  cJq  den  Gesamtwinkel,  den  dabei  der  Radius- 
vektor zurücklegt,  so  finden  wir  als  Amplitude  von  z  statt  des 
Wertes  o  den  Wert  co  +  2(p  —  q)7t. 

Jeder  Stelle  z  kommt  demnach  eine  bestimmte  Amplitude  jm, 
sobald  wir  angegeben  haben,  wie  oft  beim  Übergange  von  e^ 
na/ih  z  die  Orenzlinie  8  von  der  positiven  und  von  der  negativen 
Seite  her  überschritten  worden  ist.  Insbesondere  können  wir 
durch  genügend  viele  Überschreitungen  von  s  erreichen,  daß 
die  Amplitude  von  z  einem  beliebig  fesi^esetzten  Intervalle  von 
der  Größe  27t  angehört. 

Die  Stelle  xr »  0  selbst  ist  für  die  Amplituden  singtdär. 

Denn  für  sie  ist  die  Amplitude  absolut  unbestimmt,  oder  auch: 

Für    sie    hängt   die  Amplitude   ganz   davon    ab,   aus  welcher 

Richtung  her  wir  die  Stelle  z  in  die  Stelle 

jBT  =  0  rücken  lassen. 

Tritt  in  einer  Formel  statt  der  Amplitude 
von  z  etwa  die  von*  z  —  c  auf,  wobei  c  eine 
konstante  komplexe  Zahl  bedeute,  so  ist  zu 
beachten,  daß  die  Stelle  z  —  c  aus  den  Stellen 
z  und  c  nach  Nr.  356  durch  eine  Kon- 
y.    ^^2  struktion  vermittels  eines  ParaUelogramms 

gewonnen  wird,  siehe  Fig.  102.  Man  sieht 
daraus,  daß  die  Amplitude  von  z  —  c  der  Winkel  ist,  den  der 
Strahl  von  der  festen  Stelle  c  nach  der  beweglichen  Stelle  s 
mit  der  positiven  a;-Achse  bildet.  Hier  ist  nun  dasselbe  wie 
vorhin  über  die  Mehrwertigkeit  der  Amplitude  zu  sagen.  Da 
die  Stelle  c  jetzt  die  Rolle  spielt,  die  vorher  der  Stelle  Null 
zufiel,  so  erkennen  wir:  Wird  von  c  aus  eine  sich  selbst  nicht 
schneidende  stetige  Grenzlinie  s  bis  ins  Endlose  gezogen  und 
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außerdem  genau  festgesetzt,  in  welchem  Intervalle  die  Ampli- 
tude ©0  von  ÜQ  —  e  für  eine  bestimmt  gewählte  Stelle  b^  ge- 
wählt werden  soll,  so  gehört  zu  jeder  Stelle  z  eine  bestimmte 
Amplitude  cd  von  e  —  c,  sobald  die  Grenzlinie  s  nicht  über- 
schritten werden  darf.  Gelangt  man  dagegen  von  g^  nach  g 
auf  einem  solchen  Wege,  der  s  insgesamt  j9*mal  von  der  positiven 
und  g-mal  von  der  negativen  Seite  her  überschreitet ,  so  ist 
die  Amplitude  o  durch  o  +  2(j)  —  q)7t  zu  ersetzen. 

654.    Die   allgemeine  Poteni.     Nach   dem   Beispiele 
in  Nr.  651  ist  allgemein: 

(1)  Inj»  =  Inp -f  *(D, 

wenn  ln(»  den  reellen  Logarithmus  des  absoluten  Betrages  q 
von  a  und  o  die  in  irgend  einem  Intervalle  gewählte  Amplitude 
von  z  bedeutet.  Denn  es  braucht  dann  die  additive  Eonstante 
2ikx  nicht  angegeben  zu  werden^  da  sie  schon  durch  die  Un- 
bestimmtheit der  Definition  der  Amplitude  eingeführt  wird. 

Nun  definieren  wir,  falls  m  irgend  eine  bestimmte  reeUe 
Zahl  ist,  die  Potenz  z^  durch  die  Formel: 

(2)  g^  -«  (e^'**)"»  —  e^^'. 
Aus  ihr  folgt  nach  (1): 

(3;  jß^  =-  Q^ef^^  —  p*"(cos  ma  +  « siii  mca). 

Dabei  bedeutet  p"*  den  absoluten  Betrag  von  g*^,  d.  h.  den 
einzigen  reellen  positiven  Wert,  den  die  w**  Potenz  der  positiven 
Zahl  Q  nach  Nr.  5  hat.  Wegen  der  Vielwertigkeit  der  Ampli- 
tude (D  ist  somit  die  rnf*  Poteng  von  g  eine  unendlich  vieldeutige 
Funktion  von  g,  sobald  m  nicht  etwa  eine  rationale  Zahl  ist. 
Wenn  dagegen  m  ^^  r  :n  ist,  wo  r  und  n  zwei  ganze  Zahlen 
ohne  gemeinsamen  Teiler  bedeuten  und  n  stets  positiv  an- 
genommen werden  darf,  so  bleibt  der  Wert  (3)  ungeändert, 
wenn  (o  um  2nn  zunimmt,  weil  dann  mco  um  2rx  wächst. 
Also  ist  dann  die  Potenz  nur  noch  eine  n-wertige  Funktion 
von  g,  indem  ihre  n  Werte  aus 

r 

(4)  0»  -  v/i'  -  y^''(co8  ^  +  i  sin  •■£) 
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heryorgehen,  sobald  man  irgend  eine  der  Amplituden  o  von  £ 
benutzt  und  außer  ikr  die  n  —  1  Amplituden  g>  +  2;r,  cd  +  4ä, 
...  0}  +  2(n  —  VjTC, 

Kehren  wir  zum  allgemeinen  Falle  (3)  zurück,  um  die 
Funktion  einwertig  zu  machen,  müssen  wir  die  Amplitude  nach 
der  Methode  der  letzten  Nummer  durch  eine  von  z  ^0  aus 
gezogene  Grenzlinie  s  einwertig  machen  und  außerdem  einer 
bestimmten  Stelle  z^  eine  bestimmte  Amplitude  m^  beilegen. 
In  dem  so  gewonnenen  einfach  zusammenhängenden  Bereiche 
mit  der  Grenze  s  ist  die  Funktion  ^  einwertig  und  nach 
der  Definition  (2)  überdies  monogen^  da  In  j?  und  ^  monogen  sind. 

Da  die  Regel  für  die  Differentiation  einer  Funktion  von 
einer  Funktion  nach  Nr.  625  auf  die  Formel  (2)  anwendbar 
ist,  so  gibt  sie: 

dz  z  z 

Wir  dürfen  hierfür  kürzer 

(0)  -^--=m;?— ^ 

schreiben,  sobald  wir  z^"^  analog  (3)  durch 

(6)  ^"»-i-(>'»-V(«»-*)'"-()'«-^[cos(tn-  l)a)  +  isin(m-l)o] 

definieren  und  hierin  die  Amplitude  <q  in  demselben  Bereiche 
wie  für  die  Formel  (3)  wählen.  Die  Begd  für  die  Diffe- 
rentiation einer  Potenz  mit  konstantem  reellen  Exponenten 
(Nr.  38)  gut  also  auch  dann,  wenn  die  Basis  komplex  ist. 

Durch  Einsetzen  von  (»(coso?  +  isino))  für  z  folgt  noch 
aus  (3): 

(7)  (cos  CD  +  i  sin  cd)"*  =  cos  mco  +  *  sin  ^g),  , 

d.  h.  die  Moivresche  Formel  (Nr.  358)  giU  für  beliebige  reelle 
Exponenten, 

655.  Die  konforme  Abbildung  w  =  Yz,  Ist  der  Ex- 
ponent m  insbesondere  der  reziproke  Wert  eimex  ganzen  posüiven 
Zahl  w,  so  ergibt  sich,  wie  wir  sahen,  eine  gerade  n- wertige 
Funktion,  nämlich  nach  (4)  in  voriger  Nummer  die  w**  Wurzel 
Ton  z: 

(1)  w^y^z===  >/()e'«  —  y^^cos^  -I-  isin^), 
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die  eben  fär  alle  möglichen  Amplituden  (d  von  g  doch  nur  n 
yerschiedene  Werte  deshalb  annimmt,  weil  cd  :  n  gerade  um  2ä 
wächst,  also  der  Kosinus  und  Sinus  ungeändert  bleiben,  so- 
bald (o  um  2w7r  zimimmt.  Führen  wir  wie  in  voriger  Nummer 
die  Grenzlinie  s  ein,  so  erhalten  wir  einen  einfach  zusammen- 
hängenden Bereich,  in  dem  die  n*®  Wurzel  von  js  eine  ein- 
deutige und  monogene  Funktion  von  a  ist. 

Sie  vermittelt  nach  Nr.  626  eine  konforme  Abbildung  der 
ir-Ebene  in  der  t«7-Ebene.     In  der  j?-Ebene  sind  a>  und  q  die 


t-Söau 


-Sberu 


Flg.  108 

Polarkoordinaten.  Benutzen  wir  auch  in  der  i<;-Ebene  Polar- 
koordinaten ^)  und  r,  indem  wir  setzen: 

IV  =  r(co8  ^>  -\-  i  sin  9), 
so  ist  nach  (1): 
(2)  r  =  V^,        g,-;;, 

und  das  ist  der  einfachste  reelle  Ausdruck  dieser  konformen 
Abbildung.  Man  sieht,  daß  die  Kreise  p  =  konst.  als  Kreise 
r  =  konst.  und  die  Strahlen  o  =  konst.  als  Strahlen  Kp  =  konst. 
abgebildet  werden.  Aber  die  ganze  ^e-Ebene  wird  nur  auf  einen 
Teil  der  co-Ebene  abgebildet.  Ist  nämlich  a  die  Amplitude 
einer  an  der  positiven  Seite  der  Grenzlinie  s  gelegenen 
Stelle  a  des  Bereiches  ia  der  iß?-Ebene,  siehe  Fig.  103  (worin 
n  »  3  gewählt  ist),  so  hat  dieselbe  Stelle  auf  der  negativen 
Seite  von  s  nach  Nr.  653  die  Amplitude  a  —  2;r.  Durchläuft 
also  z  einen  Kreis  )z  um  den  Nullpunkt,  so  entspricht  diesem 
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Kreise  nur  der  n^*  Teil  des  Bildkreises  A-'  in  der  ti7-Ebene.  Lassen 
wir  nämlich  die  Stelle  a  an  der  positiven  Seite  der  Grenze  $ 
entlang  gehen^  so  beschreibt  der  Bildpunkt  in  der  tr-Ebene  eine 
ebenfalls  vom  Nullpunkte  ausgehende  und  sich  selbst  nicht 
schneidende  stetige  und  ins  Endlose  laufende  Linie  si,  das 
Bild  von  s.  Aber  wenn  die  Stelle  a  an  der  negativen  Seite 
von  8  entlang  geht^  so  sind  alle  Amplituden  um  23r  kleiner, 
d.  h.  dann  beschreibt  der  Bildpunkt  diejenige  Linie  si  der 
K;-Ebene,  die  aus  si  hervorgeht,  wenn  wir  s[  um  den  negativen 
Winkel  —2n:n  um  den  Nullpnnkt  drehen.  Jede  Stelle  s  des 
di4rch  $  begrenzten  Bereiches  der  z-Ebene  hat  ihr  Bild  w  mvisd^en 
si  und  si.     Der  Bildbereicb  ist  in  Fig.  103  schraffiert. 

Grestatten  wir  dagegen  der  Stelle  £,  die  Grenze  s  zu  über- 
schreiten und  zwar  zunächst  nur  einmal  von  der  positiven 
Seite  her,  so  tritt  an  die  Stelle  von  o  der  Wert  o  +  2Xy 
d.  h.  die  Formeln  (2)  sind  dann  durch 

zu  ersetzen.'  Dies  bedeutet:  Alle  Bildpunkte  w  sind  jetzt  um 
den  Winkel  2ä  :  n  um  den  Nullpunkt  der  w-Ebene  herum- 
zudrehen. Oder:  die  ganze  jer-Ebene  derjenigen  Stellen  jET,  zu  denen 
wir  nach  einmaliger  positiver  Überschreitung  von  s  gelangt 
sind,  wird  konform  abgebildet  auf  dasjenige  Gebiet,  das  einer- 
seits von  si  und  andererseits  von  der  Kurve  si  begrenzt  wird, 
die  aus  ^i  durch  Drehung  um  den  Winkel  2n :  n  hervorgeht 

So  können  wir  fortfahren:  Durch  fortgesetzte  Drehung 
um  jeweils  2;r :  n  entstehen  insgesamt  n  kongruente  Linien 
^0,  si,  52...S«-!.*  Sie  teilen  die  w-Ehene  in  «kongruente 
Gebiete.  Die  n-wertige  FunJUion  w  ^yz  vermittdt  eine  solche 
kofi forme  Abbildung  der  e-Ebene  (mf  die  tc-Ebene,  bei  der  die 
ganze  z-Ebene  auf  jedes  einzelne  der  n  Gebiete  abgebildet  wird. 
Die  Abbildung  ist  also  n-deutig.  Aüe  nBUdpunkte  w  einer 
Stelle  z  bilden  ein  regelmäßiges  n-Eck,  dessen  Mittelpunkt  der 
Nullpunkt  der  w-Ebene  ist.  Vgl.  insbesondere  die  n*^  Einheits- 
wurzeln in  Nr.  358. 

Noch  sei  ausdrücklich  bemerkt:  Haben  wir  fär  eine  Stelle  z 
bei  bestimmter  Auswahl  ihrer  Amplitude  cd  den  zugehörigen 
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Wert  der  w****  Wurzel  w  nach  (1)  berechnet  und  gehen  wir 
nun  Ton  b  aus  auf  einem  Wege^  der  8  einmal  positiv  über- 
schreitet, d.  h.  auf  einem  einmaligen  positiven  Umlaufe  um 
die  Stelle  jer  =  0,  nach  derselben  Stelle  e  zurück,  so  geht  der 
neue  Wert  der  Wured  am  dem  alten  durch  MtUüpiikaHon  mit 
dem  Faktor  6'"=»  hervor. 

Die  Stelle  jer  =  0  selbst  ist  insofern  zwar  von  singulärer 
Natur,  als  hier  die  Amplitude  absolut  unbestimmt  wird  (vgl. 
Nr.  653),  aber  immerhin  bleiben  bei  der  Annäherung  von  z 
an  den  Nullpunkt  der  Kosinus  und  Sinus  in  (1)  endlich, 
während  }/q  ^^^^^  Null  strebt.  Also  hcU  Yz  für  lim  je?  =»  0  den 
Orenjstvert  NuU,  Die  Stelle  xr  =  0  ist  die  einzige  Stelle  der 
Ebene,  der  nur  ein  Wert  der  n^^  Wurzel  zukommt,  während 
schon  in  unmittelbarer  Nähe  von  j?  =»  0  stets  n  Werte  der 
Wurzel  auftreten.  Daher  heißt  die  Stelle  jer  =-  0  die  Ver- 
ssweigungssteUe  der  Funktion  "^z. 


666.  Die  Funktion  )/(«?  —  a)  («i  —  6).  Wenn  wir  die 
Amplitude  einer  Zahl  c  mit  ampL  c  bezeichnen,  so  gibt  (1) 
in  voriger  Nummer: 

Also  ist  die  Quadratwurzel 

(1)     W^y{z^~a){z'-i)^y~{z~-^^^^^  ^i.[ampl.(.-«)  +  »mpl.(,-6)] 

Hierbei  ist  die  Quadratwurzel  des  absoluten  Betrages  von 
{z  —  a)(z  —  h)  positiv  zu  nehmen. 

Diese  Funktion  w  ist  nicht  eindeutig,  denn  die  Amplituden 
können  um  ganze  Vielfache  von  27C  geändert  werden,  so  daß 
der  Wert  von  w  mit  dem  Faktor 

gii.«*/f  ^  g.*;r^  cosÄÄ  +  isuikn 

multipliziert  werden  darf,  wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  be- 
deutet. Dieser  Faktor  ist  gleich  +  1,  wenn  k  gerade  ist,  und 
gleich  —  1,  wenn  k  ungerade  ist.  Also  hat  die  Wurzel  gerade 
Mwei  Werte,  und  diese  Werte  unterscheiden  sich  bloß  durch  ihr 
Vorzeichen, 
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Um  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  zu  ge- 
winnen^  in  dem  die  Quadratwurzel  eine  eindeutige  und  alsdann 
offenbar  monogene  Funktion  von  b  wird,  erinnern  wir  uns  an 
die  Bemerkungen,  die  in  Nr.  653  über  die  Amplitude  von 
z  —  c  gemacht  wurden.  Demnach  ziehen  wir  von  den  Stellen 
jgr »  a  und  e  ^  h  aus  stetige  sich  nicht  schneidende  Grenz- 
linien 8^  bzw.  Sf,  bis  ins  Endlose.  Geben  wir  alsdann  für  eine 
bestimmte  Stelle  z^  den  Größen  z^  —  a  und  z^  —  b  bestimmte 
Amplituden  a  und  /3,  so  daß  für  sie  nach  (1)  die  Funktion  tc 
den  bestimmten  Wert 

(2)  w,~Y[(i,-a){g,-b)\e^'^-'*<^ 

hat,  so  gehören  auch  zu  jeder  andern  Stelle  z  bestimmte  Werte 
der  Amplituden  von  z  —  a  und  z  —  h^  also  auch  bestimmte 
Werte  der  Quadratwurzel  w,  vorausgesetzt  nämlich,  daß  wir 
von  Zq  aus  nach  z  auf  irgend  einem  solchen  Wege  gelangen,  der 
weder  s^  noch  s^  überschreitet. 

Weim  wir  dagegen  von  Zq  nach  z  auf  einem  Wege  über- 
gehen, der  s„  bzw.  Sf,  insgesamt  p^-  bzw.  jp^-mal  von  der 
positiven  Seite  her  und  insgesamt  q^-  bzw.  g^-mal  von  der 
negativen  Seite  her  überschreitet,  so  ist  der  Wert  der  Funktion 
an  der  Stelle  z  ein  anderer  geworden.  Der  vorige  Wert  to 
nämlich  ist  jetzt  mit 

gi«[(Pa-9a)+(P6-»)]«« 

d.  h.  mit 

ZU  multiplizieren.  Diese  Zahl  ist  gleich  +  1  oder  —  1,  je  nach- 
dem die  in  der  eckigen  Klammer  stehende  ganze  Zahl  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Die  Stellen  ^  »  a  und  z  ^b  sind  die  einzigen,  an  denen 
sich  die  beiden  Werte  der  Wurzel  w  nicht  voneinander  unter- 
scheiden, da  hier  tv  ^  0  wird.  Deshalb  heißen  die  Stellen 
a  und  b  die   Verzweigungsstellen  der  Funktion  y{z  —  a){z  —  6). 

Ganz  entsprechend  erkennen  wir,  daß 


eine  zweiwertige  Funktion  ist,  die  jedoch  einwertig  und  mo- 
nogen wird,  sobald  wir  von  den  Stellen  Cj,  c^,  •  •  •  c^  aus  Grenz- 
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linien  ^;  ^?  -  *  *  ^n  bis  ins  Endlose  ziehen.  Die  beiden  Werte 
der  Punktion  unterscheiden  sich  nur  durchs  Vorzeichen. 
Haben  wir  an  einer  Stelle  z  die  Amplituden  von  ^  —  <i,  ^  —  Cj, 

•  •  ■  je?  —  c„  bestimmt  gewählt^  so  hat  dort  auch 

einen  bestimmten  Wert.  Gehen  wir  nun  Ton  z  aus  auf  einem 
Wege,  der  s^,  s^  --  -  s^  von  der  positiven   Seite   bzw.  l?i-,l>,-, 

•  •  •  p^-mal  und  von  der  negativen  Seite  bzw.  g^-,  g,-,  •  •  •  g^-mal 
überschreitet,  zur  selben  Stelle  z  zurück,  so  ist  der  nunmehr 
zu  z  gehörige  Wert  von  w  aus  dem  vorigen  durch  Multi- 
plikation mit 

zu  gewinnen.  Dieser  Faktor  ist  gleich  +  1  oder  —  1.  Die 
Stellen  c^,  c^,  •  •  •  c^  sind  die  einzigen,  an  denen  beide  Werte 
der  Wurzel  miteinander  identisch,  nämlich  gleich  Null  sind. 
Sie  heißen  daher  wieder  die  Verzweigungsstellen  der  Funktion. 

667.  Die  Binomialformel.  Wir  haben  in  Nr.  654 
die  Potenz  z^  mit  Hülfe  des  Logarithmus  definiert.  Aber  nach 
Nr.  374  steht  uns  auch  ein  anderer  Weg  zur  Definition, 
wenigstens   in   einem  gewissen  Bereiche,  offen.     Denn  es  ist 

^"^^  .'"-[1 +(.-!)]» 

mittels  der  Binomialreihe 

für  I  ;ßf  —  1 1  <  1  darstellbar.  Folglich  müssen  wir  noch  be- 
weisen, daß  dieser  Wert  von  je^  im  Bereiche  \z  —  1  <  1  mit 
einem  derjenigen  Werte  übereinstimmt,  die  z^  nach  der  Defi- 
nition in  Nr.  654  in  diesem  Bereiche  annimmt. 

Definieren  wir  jg^  im  Bereiche  i  je?  —  1  |  <  1  durch  die 
Formel  (1),  so  liegt  eine  im  Kreise  um  die  Stelle  z  ^  1  und 
mit  dem  Radius  Eins  überall  eindeutige  analytische,  d.  h. 
monogene  Funktion  vor,  deren  Ableitung  nach  Satz  19, 
Nr.  370,  ist: 

dz""  r^    .   «1  —  1/         -V    ,   (m  — l)(m  — 2)/         -v«  ,        "1 

Ti  =  m[H-  -j^  («  -  1)  +  ^-    ->^  .-J(g-iy+...j. 
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Multiplizieren  wir  diese  Formel  mit  z  oder  1  +  (jar  —  1)  und 
fassen  wir  die  Glieder  mit  gleichhohen  Potenzen  ron  g  —  1 
zusammen;  so  kommt: 

also  nach  (1): 


Folglich  ist 


de  t 


— - —  =  -,  d.  h.  ln£i"  —  fnln;?  +  konst. 
dß         g  ^  ' 

oder: 

(2)  ir~— konst.  e^'*«^'. 

Für  j?  »  1  aber  gibt  die  Formel  (1)  den  Funktionswert  Eins. 
Bezeichnet  der  Logarithmus  in  (2)  den  Hauptwert,  so  ist  auch 
In  1  »  0;  d.  L  der  konstante  Faktor  gleich  Eins.  Die  For- 
mel (2)  deckt  sich  daher  mit  der  Definitionsformel  (2)  in 
-Nr.  654,  sobald  der  Logarithmus  darin  den  Hauptwert  bedeutet. 

668.  Die  Funktion  aro  sin  z.    Ln  Beeilen  ist: 

(1)  arc  sin  jer  —  arc  tg 


Diese  Definition  wollen  wir  auch  im  komplexen  Bereiche  be- 
nutzen; es  ist  dann  leicht,  den  Arkussinus  durch  den  Loga- 
rithmus auszudrücken.  Denn  die  Formel  (1)  in  Nr.  377, 
nach  der 

(2)  arc  tg  «;  —  ^.  In  ^  '  . 

ist  und  die  wir  in  Nr.  638  unter  (5)  von  neuem  bewiesen  haben, 
gilt  auch  dann,  wenn  wir  den  Logarithmus  und  den  Arkus- 
tangens wie  in  den  Beispielen  zu  Nr.  651  und  652  in  allge- 
meinster Weise,  d.  h.  als  unendlich  vieldeutige  Funktionen 
auffassen,  weil  der  Logarithmus  alsdann  bis  auf  additive 
ganze  Vielfache  von  2i7C  und  der  Arkustangens  bis  auf  additive 
ganze  Vielfache  von  ä  bestimmt  ist.  Wenn  wir  nun  in  (2) 
für  w  den  Wert  ßiYl  —  e^  einsetzen,  so  kommt  nach  (1): 

1  1    Vi^^^  +  ig 
arc  sm  £r  =  --  In  V^^=-=^-' 
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Der  Nnmeras  ist  das  Quadrat  von  ie  +  ]/l  —  e\     Also  folgt 

schließlich:  # 

(3)  arc  sin  jer  =  —  t  In  {isf  +}/l  — jer*). 

Den  Bereich  fOr  js  können  wir  bekanntlich  so  begrenzen^ 
daß  sowohl  die  Quadratwurzel  als  auch  der  Logarithmus  da- 
selbst eindeutig  und  monogen  wird,  folglich  auch  arc  sin  a. 
Alsdann  ergibt  sich  als  die  Ableitung,  da  wir  die  Regel  der 
Differentiation  einer  Funktion  von  einer  Funktion  nach  Nr.  625 
anwenden  dürfen: 


:o  ein ;? —  i         / .  e       \ 


d  aro  ein  s 

oder: 

^.s  darcBinir  1 

^^  ~~d~8       "yrfit' 

also  dieselbe  Ableitung  wie  im  redien  Bereiche. 

Femer  folgt  aus  (3),  wenn  arc  sin  z  mit  w  bezeichnet  wird: 


und  hieraus  durch  Auflösung  nach  jer: 

d.  h.  nach  (6)  in  Nr.  373: 

(5)  e  —  sin  w. 

Mithin  ist  w  '^  arc  sin  s  auch  im  komplexen  Bereiche  die  su 
z  "Sinto  inverse  Funktion. 

Aus  (3)  erhellt,  daß  arc  sin  z  eine  unendlich  yieldeutige 
Funktion  ist.  Nehmen  wir  an,  daß  zu  den  Werten,  die  sie 
für  ein  bestimmtes  z  erhält,  die  Werte  w  und  w'  gehören,  so 
muß  nach  (6) 

sin  M?'  —  sin  w—  0 

sein.   Da  nun  die  goniometrischen  Formeln  auch  im  komplexen 
Bereiche  nach  Nr.  373  gelten,  so  folgt: 


cos  — ^  sm  — r —  —  0, 
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d.  h.  wegen  der  in  Nr.  373  über  das  Yerschwinden  des  Sinus 
und  des  Kosinus  gemachten  Bemerkung: 

to'  ^  —  w  -{■  (2k  +  1)ä     oder    w'  ^w  +  2kx, 
wo  h  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist. 

Alle  Werte,  die  arc  sin  e  für  ein  bestimmtes  e  erreidU, 
gehen  also  aus  einem  Werte  hervor ,  wenn  man  enttveder  jm 
diesem  ein  gerades  Vielfaches  von  %  oder  0U  dem .  entgegen- 
gesetzten ein  ungerades  Yidfa^hes  von  %  addiert. 

Die  Ergebnisse  über  die  Yielwertigkeit  yon  arc  sin ;?  sind 
also  genau  dieselben  wie  im  reellen  Bereiche  ^  siehe  Nr.  12 
unter  c). 

In  entsprechender  Weise  laßt  sich  die  Funktion  arc  cos  j? 
einführen  und  darstellen. 

668.  Bin  EilfiisatB.  Nachdem  wir  auf  7erschiedenen 
Wegen  zu  mehrwertigen  Funktionen  gelangt  sind,  wobei  wir 
stets  erkannten^  daß  es  möglich  war^  den  Bereich  in  der 
jff-Ebene  so  zu  begrenzen,  daß  sich  die  Funktionen  darin  als 
eindeutige  und  monogene  Funktionen  betrachten  ließen,  wollen 
wir  zum  Schlüsse  noch  einen  anderen  Weg  skizzieren,  auf 
dem  wir  ebenfalls  unter  Umstanden  zu  mehrwertigen  Funktionen 
kommen.  Dabei  bedürfen  wir  eines  «Hilfssatzes,  der  zunächst 
aufgestellt  werden  soll: 

Satz  29:  Qiht  es  im  Bereiche  einer  monogenen  Funktion 
f(0)  ein  Wegstück y  für  dessen  Punkte  die  Funktion  f{z)  den 
Wert  Null  hat,  so  ist  die  Funktion  überhaupt  gleich  Null, 

Zunächst  zeigen  wir,  daß  unter  den  Voraussetzungen  des 
Satzes  auch  f{z)  den  Voraussetzungen  genügt,  d.  h.  längs  des 
Wegstückes  gleichf  Null  [ist.  Sind  nämlich  z^  und  Z  zwei 
Stellen  dieses  Wegstückes  Z,  so  daß  f{z^  =  0  und  f{Z)  =«  0  ist, 
so  folgt,  wenn  wir  f\z)  von  Zq  bis  Z  längs  des  zwischen  e^ 
und  Z  gelegenen  Teiles  Ton  {  integrieren,  aus 


sofort: 
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Bedeutet  s  die  positiy  genommene  Länge  des  Stückes  von  z^ 
bis  Z  Und  ist  K  der  kleinste  Wert,  den  \f(i)\  längs  des 
Integrationsweges  erreicht,  so  ist  aber  der  absolute  Betrag  des 
Integrals  nach  Satz  11,  Nr.  630,  nicht  kleiner  als  Ks,  Daher 
muß  K^O  sein.  Auf  jedem  Teile  des  Wegstückes  l  gibt  es 
folglich  eine  Stelle,  an  der  f{ß)  »  0  ist;  und  da  /"(j?)  stetig  ist, 
schließen  wir:  Längs  des  Wegstückes  l  i8tf{z)  überall  gleich  Null. 

Weil  somit  auch  f{0)  die  Voraussetzungen  des  Satzes  29 
erfüllt,  gilt  dasselbe  weiterhin  von  ^'{js),  f"{z)  usw. 

Bedeutet  nun  e^  irgend  eine  Stelle  Ton  Z,  so  ist  f{z)  inner- 
halb desjenigen  Kreises  h  um  e^y  dessen  Fläche  noch  yöUig 
dem  Bereiche  von  f{z)  angehört,  nach  Satz  19,  Nr.  643,  als 
analytische  Funktion 

(1)  fiz)^c^  +  c{z^z,)  +  ''^  +  c,{z^z,y  +  '^ 

darstellbar.  Dabei  haben  die  Koeffizienten  c^,  c,,  .  l .  c„,  . . .  die 
in  Nr.  643  unter  (5)  angegebenen  Werte  und  sind  folglich 
sämtlich  gleich  Null,  weil  fijs^y  TW?  •  •  ■  /^^"^(^o);  •  •  •>  ^^®  ^®" 
wiesen,  gleich  Null  sind.  Also  ist  f{z)  nach  (1)  innerhalb 
jenes  Kreises  k  überall  gleich  Null. 

Macht  die  Fläche  dieses  Kreises  Tc  schon  den  ganzen  Be- 
reich der  Funktion  f{e)  aus,  so  ist  Satz  29  bewiesen.  Andern- 
falls stellen  wir  dieselbe  Betrachtung  für  alle  Stellen  z^  von 
Z  an,  so  daß  f{z)  innerhalb  aller  bis  an  den  Rand  gehender 
Kreise  um  die  Stellen  von  l  überall  verschwindet  Ist  hiermit 
der  ganze  Bereich  von  f{z)  noch  immer  nicht  erschöpft,  so 
bedenken  wir,  daß  für  irgend  eine  Stelle  z^  innerhalb  irgend 
eines  dieser  Kreise  f(z)  nebst  allen  Ableitungen  verschwindet, 
daher  die  Darstellung  von  f{z)  als  analytische  Funktion  von 
z  —  z<^  in  der  Umgebung  von  z^  ebenso  ergibt,  daß  f{z) 
innerhalb  desjenigen  Kreises  um  z^  überall  gleich  Null  ist,  der 
bis  an  den  Rand  des  Bereiches  geht.  Dabei  kann  z^  so  ge- 
wählt werden,  daß  der  Kreis  um  z^  über  den  schon  vorher 
ermittelten  Teil  des  Bereiches  hinausreicht,  in  dem  f{z)  ver- 
schmndet.  Wir  können  also  denjenigen  Teil  des  Bereiches, 
in  dem  f{z)  überall  gleich  Null  ist,  immer  noch  vergrößern, 
bis  wir  schließlich  den  ganzen  Bereich  erschöpft  haben,  womit 
dann  der  Satz  29  bewiesen  ist. 
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Als  Zusatz  ergibt  sich 

8at0  30:  Wenn  die  t  lachen  der  Konvergengkreise  snoeier 
PotenzreUien 

«0  +  Ci(^  -  ^o)  +  •  •  •  +  <^«(^  -  ^o)"  +  •  •  • 
und 

n  +  yi(^-^i)  +  '-  +  y„(^  -  ^i)"  +  •  •  • 

mä  den  MiUdpunläen  z^  und  e^  ein  Gebiet  gemein  hohen  und 
die  Werte  heider  Beihen  cm  jeder  Stelle  z  längs  eines  in  diesem 
GAiete  gelegenen  Wegstückes  l  übereinstimmen,  so  haben  sie  über- 
hcMpt  in  diesem  gemeinsamen  Gebiete  übereinstimmende   Werte. 

Denn  jede  Reihe  definiert  innerhalb  ihres  Konvergenz- 
kreises  eine  monogene  Funktion  f(z)  bzw.  q)  (z),  so  daß  f{z)  —  (p{z) 
im  gemeinsamen  Bereiche  monogen  ist  und  die  Voraussetzungen 
des  Satzes  29  erfüllt^  also  f(/)  —  (p{0)  überall  im  gemein- 
samen Bereiche  verschwindet. 

Der  Satz  30  enthält  als  speziellen  Fall  den  Satz  21 
von  Nr.  371. 

660.  Analytische  Fortsetsung  einer  Funktion.  Wir 

wollen  nach  diesen  Vorbereitungen  annehmen^   es   liege   eine 

Potenzreihe 

(1)  Co  +  c,(z-z^)  +  c^(z-z^y  +  '" 

vor.  Es  ist  Zq  der  Mittelpunkt 
ihres  Konvergenzkreises  k^.  Inner- 
halb k^  ist  alsdann  durch  (1)  eine 
monogene  Funktion  f{z)  definiert 
Es  kann  nun  sein^  daß  der  Be- 
reich dieser  Funktion  /(je?)  über  den 
Kreis  Är^  hinausgeht,  und  wir  wollen 
zeigen^  durch  welches  Verüähren 
sich  dies  feststellen  läßt. 
Es  sei  z^  irgend  eine  Stelle  innerhalb  k^,  siehe  Fig.  104. 
Nach  Satz  19,  Nr.  643,  ist  f{z)  in  der  Form  einer  Potenzreihe 


Flg.  104. 


(2) 


,  -f  a^{z  —  z^)  +  a^(z  -  z^y  + 


darstellbar  innerhalb  desjenigen  größten  Kreises  A^  um  z^  als 
Mitte,  der  noch  vollständig  in  dem  Bereiche  von  f(z)  liegt.  Nun 
kennen  wir  den  Umfang  des  Bereiches  ja  noch  nicht,  aber  sicher  ge- 
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hört  der  Ereis  k^  zum  Bereiche;  es  steht  also  fest,  daB  die 
neue  Reihe  (2)  gewiß  ionerhalb  desjenigen  Kreises  x^  um  js^ 
als  Mitte  konvergiert,  der  noch  vollständig  in  k^  enthalten  ist. 

Der  Radius  des  wahren  Eonvergenzkreises  A;^  von  (2)  muß 
also  mindestens  so  groß  wie  der  von  x^  sein. 

Es  ist  nun  wichtig,  zu  bemerken,  daß  die  Form  der 
Reihe  (2)  durch  die  gegebene  Reihe  (1)  vollständig  bestimmt 
ist.  Denn  innerhalb  x^  stellen  (1)  und  (2)  überall  dieselbe 
Fxmktion  f(ß)  dar.     Nun  ist  einerseits  nach  (2): 

vgL  (5)  in  Nr.  643,  und  andererseits  lassen  sich  f{z^,  f{^\)y 
f'(js^,  . .  .  aus  der  Reihe  (1)  und  den  durch  gliedweise  DiflFe- 
rentiation  von  (1)  hervorgehenden  Reihen  durch  Einsetzen  von 
z  =^  e^  berechnen,  nach  Satz  19,  Nr.  370.     Folglich  ist: 

«1  «  -l^><k  +  2oi(^i  -  z,)  +  ^c,{z,  -  z,y  +...], 

o,  =  ^[l*2c,  +  2^3c,{z,  -  z,)  +  S.4c,(z,^z,y  +..-], 


(3) 


Die  neue  Reihe  (2)  ist  also  eine  ganz  bestimmte,  sobald  die 
Reihe  (1)  gegeben  ist. 

Wie  gesagt,  kann  nun  der  Konvergenzkreis  A^  der  Reihe 
(2)  über  den  Kreis  Icq  hinausgreifen.  Nehmen  wir  an,  daß 
wir  diesen  wahren  Konvergenzkreis  k^  ermitteln  könnten,  so 
würden  wir  dasselbe  Verfahren  für  aüe  Stellen  z^  im  Innern 
von  k^  anwenden  und  so  den  Bereich,  in  dem  die  Funktion  f{z) 
bekannt  wäre,  durch  die  über  k^  hinausreichenden  Flächen- 
stücke aller  Konvergenzkreise  k^  erweitem.  Hierbei  ist  aber 
noch  ein  sehr  wesentlicher  Pimkt  zu  erörtern: 

Ist  z^  eine  andere  Stelle  innerhalb  ä^q,  ferner 

die  zugehörige  Potenzreihe  und  k^  ihr  Konvergenzkreis,  und 
greifen  k^  imd  k^^  beide  über  A'^  hinaus,  so  kann  es  sein,  daß 
die  Flächen  von  A:^  und  A'^  außerhalb  k^  ein  Gebiet  gemein 
haben.     Es  soll  nun  bewiesen  werden,  daß  die  Reihen  (2)  und 
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(4)  an  jeder  Stelle  z  dieses  Gebietes  übereinstimmende  Werte 
haben.  Für  diesen  Beweis  ist  der  Umstand  ausschlaggebend,  daß 
die  beiden  Kreise  \  und  k^,  sobald  sie  ein  Fläd^ensidick  außerhalb  k^ 
gemein  haben,  stets  au^cfi  ein  Flächenstück  innerhatt  k^  gemein 
haben.  (Vgl.  die  obige  Figur.)  In  diesem  letzten  Teile  aber  haben 
die  Reihen  (2)  und  (4)  an  jeder  Stelle  /s  denselben  Wert  wie  die 
Reihe  (1);  also  miteinander  übereinstimmende  Werte,  woraus 
nach  Satz  30  der  letzten  Nummer  folgt,  daß  die  Reihen  (2) 
und  (4)  auch  in  dem  außerhalb  k^  gelegenen  gemeinsamen 
Gebiete  an  jeder  Stelle  g  übereinstimmende  Werte  haben. 

Die  geschilderte  Erweiterung  des  Bereiches  der  ursprünglich 
nur  durch  die  Potenzreihe  (1)  innerhalb  k^  definierten  monogenen 
Funktion  f(ji)  führt  also  gewiß  nirgends  zu  Widersprüchen. 
Man  nennt  das  eingeschlagene  Verfahren  die  analytische  Fort- 
setssung  der  Funktion. 

Durch  die  Hinzufügung  aller  Konyergenzkreis-Flächen  k^^ 
^, . .  .,  die  zu  allen  Mittelpunkten  z^^  z^,  ...  innerhalb  der 
Kreisfläche  X^  gehören,  haben  wir  so  einen  größeren  Bereich 
von  f{0)  gewonnen,  dessen  Rand  r  nunmehr  aber  nicht  not- 
wendig ein  Kreis,  sondern  irgend  eine  geschlossene  Linie  sein  wird. 

Genau  dasselbe  Verfahren  der  analytischen  Fortsetzung 
können  wir  jetzt  auf  den  neuen  Bereich  anwenden.  Z.  B.  wählen 
wir  eine  Stelle  jer,  außerhalb  k^  und  innerlialb  k^  und  leiten 
aus  der  innerhalb  k^  gültigen  Reihe  (2)  die  Reihe 

(5)  d,  +  d,{z-z;)  +  d^{z-z  >)*  +  ■■. 

für  die  Umgebung  von  z^  ab,  indem  wir  ihre  Koeffizienten  d^, 
d^j  d^y  ...  aus  den  Koeffizienten  a^,  o^,  a,,  ...  der  Reihen  (2) 
und  aus  z^  —  z^  ebenso  berechnen,  wie  «o;  ^i?  ^2^  •  •  •  vermöge  (3) 
aus  Cq,  Ci,  Cj,  ...  und  aus  z^  —  Zq  gewonnen  wurden.  Falls  der 
wahre  Konvergenzkreis  k^  der  Reihe  (5)  über  den  Rand  r  hinaus- 
greift, gelangen  wir  so  zu  einer  abermaligen  Erweiterung  des 
Bereiches  der  monogenen  Funktion  f(z). 

Aber  auf  diese  Weise  ist  es  sehr  wohl  denkbar,  daß  wir 
zu  einem  Widerspruche  kommen:  Ist  z^  z.  B.  eine  andere  Stelle 
innerhalb  r,  etwa  innerhalb  k^  und  außerhalb  k^,  und  hat  man  für 
sie  aus  der  Reihe  (4),  die  innerhalb  k^  gilt,  die  neue  Reihe 

(6)  e, +  ei(£r-«,) +  6,(^-^4)*  + ••• 
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gewonnen,  deren  wahrer  Konvergenzkreis  \  über  r  hinausgeht^ 
soist  es  denkbar,  daß  die  Kreise  Tc^  und  \  außerhalb  r  ein  Gebiet 
gemein  haben.  Wir  können  nun  aber  nicht  stets  beweisen,  daß 
die  Reihen  (5)  und  (6)  an  jeder  Stelle  z  dieses  Gebietes  überein- 
stimmende Werte  haben.  Denn  hier  liegt  die  Sache  nicht  mehr 
so  wie  vorhin  bei  den  £[reisen  \  und  Tc^  in  Fig.  104.  Die  beiden 
Kreise  Ä;,  und  Tc^  können  sehr  wohl  außerhalb  des  Randes  r  ein  Ge- 
biet gemein  haben,  ohne  zugleich  innerhalb  r  ein  Gebiet  gemein 
zu  haben,  wie  es  Fig.  105  zeigt,  weil  der  Rand  r  nicht  gerade 
ein  Kreis  zu  sein  braucht.  Infolgedessen  versagt  die  frühere 
Beweismethode  für  die 
Übereinstimmung  der 
beiden  Reihen  (5)  und 
(6)  im  gemeinsamen  Ge- 
biete außerhalb  r. 

Es  ist  also  sehr  wohl 
denkbar  —  und  kommt 
tatsächlich  vor  — ,  daß 
die  analytische  Fort- 
setzimg dazu  führt,  daß 
wir  für  eine  Stelle  b 
mehrere  Reihen  finden,  die  verschiedene  Werte  haben.  Dies 
wird  sich  in  noch  stärkerem  Maße  bei  weiterer  Fortsetzung 
zeigen  können.  Wir  sehen  also,  daß  auch  die  analytische  Fort- 
Setzung  einer  monogenen  Funktion  eu  einer  mehrwertigen  Funktion 
fuhren  kann. 

Wir  wollen  dies  jedoch  nicht  an  Beispielen  durchführen, 
da  das  Verfahren  der  analytischen  Fortsetzung  bei  der  praktischen 
Ausführung  deshalb  Schwierigkeiten  bereitet,  weil  man  die 
unzählig  vielen  Koeffizienten  der  neuen  Reihen  berechnen  muß. 
Es  gelingt  allerdings  in  manchen  Fällen,  sie  durch  Kunst- 
griffe zu  ermitteln.  Wir  begnügen  uns  damit,  allgemein  gezeigt 
zu  haben,  daß  man  durch  dieses  Weierstraßache  Verfahren 
zu  mehrwertigen  Funktionen  gelangen  kann. 


Fig.  105. 
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Der  auf  S.  532  beginnende  Anhang  hat  eine  solche  Bedentang 
in  der  mathematischen  Literatur  erlangt,  daß  sein  unveränderter 
Abdruck  nach  dem  Originale  in  der  ersten  Auflage  dieses  Werkes 
angemessen  erschien.  Er  stellt  eine  knapp  gehaltene  Monographie 
über  ein  Spezialgebiet  dar  und  knüpffc  an  einige  Betrachtungen  des 
Lehrbuches  in  der  ersten  Auflage  an,  die  teils  von  Hamack  und  teils 
von  Serret  herrührten  und  die  wir  des  besseren  Zusammenhanges 
halber  erst  hier  als  Einleitung  zu  Harnacks  Anhang  geben. 

A.  Über  die  Integrierbarkeit  einer  reellen  Funktion 
von  einer  reellen  Yerftnderlichen.  Es  sei  f{x)  eine  in  dem 
endlichen  Intervalle  von  j*q  bis  X  >  x^  überall  endliche  reelle 
Funktion  der  reellen  Veränderlichen  x.  Wird  das  Intervall  von 
Xq  bis  X  in  beliebige  n  Teile  /i^^  ^f,  ' '  '  ^n  zerlegt  und  sind 
oJi,  a^7  •  •  •  ^a  solche  Werte  von  x^  die  den  Intervallen  von  x^  bis 
Xq  +  ^1,  von  Xq  +  jd^  bis  Xq-\-  /l^  +  A^  usw.  angehören,  so  bilden 
wir  wie  in  Nr.  408  die  Summe: 

(1)  {{x[)J^  +  /-(^O^i  +  •  •  •  +  /'(^«)^,. 

Es  soll  nun  die  Frage  beantwortet  werden,  unter  welcher  Be- 
dingung diese  Sunmie  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat, 
falls  alle  Teile  A^^  A^^  -  •  •  A^  nach  Null  streben  und  dementsprechend 
die  Anzahl  n  über  jede  Zahl  wächst  und  falls  überdies  x{^  ^i^  -  -  -  x^ 
irgendwie  in  den  einzelnen  n  Intervallen  gewählt  werden.  Hat  die 
Summe  (l)  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert,  so  sagen  wir, 
daß  die  Funktion  f(x)  in  dem  Intervalle  von  x^  bis  X  >  äTq  inte- 
grierbar  sei. 

Wir  wissen  schon,  daß  ein  bestimmter  endlicher  Grenzwert 
vorhanden  ist,  sobald  f(x)  stetig  ist,  nach  Satz  5,  Nr.  408,  eben- 
so dann,  wenn  f(x)  überall  im  Intervalle  abgesehen  von  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Sprungstellen  stetig  ist,  nach  Satz  13,  Nr.  475. 
Aber  wohlbemerkt  wollen  wir  jetzt  nur  das  Eine  voraussetzen,  daß  f(x) 
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im  Intervalle  überall  endlich  sei.  Daher  können  wir  hier  den 
Satz  3,  Nr.  405,  über  die  Schwankimg  der  Funktion  nicht  anwenden. 
Wohl  aber  existiert  der  Begriff  der  Schwankung  auch  jetzt:  Unter 
der  Schwankung  von  f(x)  in  irgend  einem  Teile  des  Oesamtinter- 
valles  von  Xq  his  X  verstehen  wir  die  Differenz  zwischen  dem 
größten  und  kleinsten  Werte,  den  die  Funktion  f{x)  in  dem  Teile 
erreicht  Diese  Schwankung  ist  also  eine  niemals  negative  Größe. 
Sind  Äi,  Ä,,  •  •  •  Ä^  die  kleinsten  und  g^^  ^j»  •  •  '  gn  ^i®  größten 
Werte,  die  f(x)  in  den  n  Teilintervallen  erreicht,  so  liegt  die 
Summe  (l)  zwischen  den  Summen 

(2)    0,^\J,+k,J,+  ''^  +  k^J^,     7-9iA+9%^%  +  "'+9n^n^ 

Genau  so  wie  in  Nr.  406  verfeinem  wir  die  Teilung  Schritt  für 
Schritt  dadurch,  daß  wir  bei  jedem  neuen  Schritte  jedes  schon  vor- 
handene Teilintervall  für  sich  in  eine  beliebige  Anzahl  kleinerer 
Gebiete  zerlegen  und  nach  jedem  Schritte  eine  auf  die  gewonnene 
Zerlegung  bezügliche  Summe  entsprechend  der  Smnme  (1)  bilden. 
Alsdann  können  wir  dieselben  Schlüsse  wie  in  Nr.  406  machen, 
abgesehen  von  denjenigen,  bei  denen  der  Satz  3  von  Nr.  405  über 
die  Schwankung  angewandt  wurde.  Wir  gelangen  demnach  wieder 
zu  den  in  Nr.  406  mit  (2)  und  (4)  bezeichneten  üngleichuDgen, 
nicht  aber  zu  den  Ungleichungen  (3)  ebenda.  Danach  haben  auch 
jetzt  die  Größen  Xj,  Xj  •  •  •  einen  Grenzwert  x  und  die  Größen 
yv  y«?  ■  •  •  einen  Grenzwert  y,  so  daß  die  zu  xmtersuchende  Summe 
einem  Werte  zustrebt,  der  zwischen  x  und  y  liegt.  Wir  können 
jedoch  jetzt  nicht  folgern,  daß  die  Grenzwerte  x  und  y  überein- 
stimmen. Vielmehr  müssen  wir  sagen:  Wir  sind  nur  dann  sicher, 
daß  die  Summe  (l)  nach  einem  bestimmten  endlichen  Grenzwerte 
strebt,  wenn  x  =  y  oder  x  —  y  =»  0  ist.     Mit  anderen  Worten: 

Die  Bedingung  der  Integrierbarkeit  besieht  darin  ^  daß  der 
Grenzwert  von 

(3)        (ßi  -  K)A  +  0/,  -  *,M  +  •  •  •  +  G^„  -  O^- 

gleich  Null  sein  muß. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  folgt  daraus,  daß  es  gleich- 
gültig ist,  wo  wir  die  Werte  a?i,  x'%^  •  •  Xn  in  den  n  Teilgebieten 
wählen.     Wir  dürfen  also  der  Summe  (l)  die  speziellere  Form 

(4)  J  =  f{x^)j,  +  f{x,)J,  +  •  •  •  +  f(rt,_0^. 

geben,  indem  wir  xi,  iCj,  •  •  •  av  als  die  Anfangswerte  x^,  ^v  ' ' '  ^n-i 
von  X  in  den  n  Intervallen  annehmen. 

Aber  da  wir  bisher  nur  solche  Teilungen  betrachtet  haben, 
bei  denen  Schritt  für  Schritt  jedes  schon  vorhandene  Teilintervall 
für  sich  in  neue  Teile  zerlegt  wurde,  müssen  wir  noch  zeigen,  daß 
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die  gewonnene  Integrabilitatsbedingung  nach  sich  zieht,  d&ß  auch 
jede  auf  eine  andere  Teilung  bezügliche  Summe  J'  denselben 
Grenzwert  wie  die  Summe  J  hat.  Denmach  nehmen  wir  wie  in 
Nr.  407  eine  zweite  Teilimg  an,  die  schon  so  weit  getrieben  sei, 
daß  zwischen  je  ^wei  Teilstellen  der  ersten  Teüung,  zu  der  die 
Summe  (4)  gehört,  mindestens  eine  Teilstelle  der  zweiten  Teilung 
liegt.  Ist  J'  die  auf  die  zweite  Teilung  bezügliche  Summe,  so 
läßt  sich  J"  in  n  Summanden  S^^  S^^  -  -  -  S^  zerlegen,  von  denen 
sich  jeder  auf  einen  der  n  Teile  ^j,  ^i,,  •  •  •  J^  der  ersten  Teilung 
bezieht,  und  alsdann  folgt  gerade  so  wie  in  Nr.  407: 

f{<h)^t  -  ißt  -  K)^,  £S,^  f{x,)J,  +  (<7,  -  k,)J,, 

fi'^,-!)^.  -  (ß,  -  *J^,  £S,£  /■(«-iX  +  (9.  -  *,)^, 
und  hieraus  durch  Addition,  daß 

I  ^'  -  ^i  ^  (^1  -  ^,)^I  +  0^,  -  ^•,)^,  +  ---  +  i9n-  O^. 

ist.  Wenn  aber  die  Summe  (3)  in  der  Tat  den  Grenzwert  Null 
hat,  so  schließen  wir  hieraus,  daß  J"  —  J  ebenfalls  nach  Null, 
d.  h.  JT'  nach  demselben  Grenzwerte  wie  J  strebt. 

Weil  g^  —  Äi,  g^  —  k^,  '  •  gn~'  K  ^®  Schwankungen  der 
Funktion  f(x)  in  den  Teilintervallen  ^j,  J^,  •  •  -  J^  sind,  so  läßt 
sich  die  Bedingung  der  Integrierbarkeit  so  aussprechen: 

Die  im  Intervalle  von  Xq  bis  X>  Xq  iiberäU  endliche  Funk- 
tion f{x)  ist  integrierhar ,  wenn  hei  irgend  einer  Zerlegung  des 
Intervattes  X  —  x^  in  TeiUntervalle  die  Summe  der  Produkte  der 
Größen  aller  TeüintervaUe  mit  den  in  den  IntervaUen  vorkommenden 
Schwankungen  nach  Null  strebt,  sobald  man  die  Zerlegung  fort- 
gesftzt  so  verfeinert,  daß  alle  TeiUntervalle  nach  Null  streben  und 
dementsprecJtend  ihre  Anzahl  über  jede  Zahl  wächst. 

Daß  diese  Bedingung  bei  stetigen  Funktionen  und  bei  Funk- 
tionen mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Sprungstellen  erföllt  ist, 
bemerkten  wir  schon  oben.  Sie  ist  aber  unter  Umständen  auch 
dann  erfüllt,  wenn  im  Intervalle  von  Xq  bis  X  unzählig  viele 
Sprungstellen  auftreten. 

Es  möge  nämlich  f(x)  im  Intervalle  von  Xq  bis  X  überall 
endlich  sein;  doch  soll  das  Intervall  unzählig  viele  Sprungstellen 
von  f(x)  in  der  Art  enthalten,  daß  sie  sich  erstens  in  eine  end- 
liche Anzahl  von  Teilintervallen  einschließen  lassen  und  daß  zweitens 
die  Summe  der  Größen  dieser  Teilintervalle  so  klein  gemacht 
werden  kann,  daß  sie  kleiner  als  eine  beliebig  klein  gewählte 
positive  Zahl  a  wird.  Ist  dann  G  der  größte  und  K  der  kleinste 
Wert,   den  f{x)   an  irgend  einer  Sprungstelle  haben  kann,  so  ist 
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das  Produkt  der  Teilintervalle,  in  denen  Sprungstellen  Yorkonunen^ 
mit  den  zugehörigen  Schwankungen  von  f{x)  nicht  größer  als  tf  (ö— JC). 
Dieses  Produkt  aber  strebt  mit  0  nach  Null.  Da  außerdem  für 
den  übrigen  Teil  des  Gesamtinteryalles  die  Bedingung  der  Inte- 
grierbarkeit  erfüllt  ist,  gilt  sie  folglich  auch  jetzt  noch  für  das 
Gesamtintervall. 

Ist  die  Bedingung  der  Integrierbarkeit  der  endlichen  Funktion 
f{x)  im  Intervalle  von  x^  bis  X  erfüllt,  so  gilt  sie  auch  für  jeden 
Teil  dieses  Intervalles.  Ist  x  irgend  ein  Wert  zwischen  x^  und  X^ 
der  auch  gleich  X  sein  darf,  so  bezeichnen  wir  den  Grenzwert 
der  Summe  (l),  die  sich  auf  das  Intervall  von  Xq  bis  x  bezieht, 
als  das  bestimmte  Integral 

X 

(5)  F{x)  -=Jf(x)dx. 

Obgleich  wir  jetzt  die  Stetigkeit  von  f{x)  nicht  fordern,  gelten 
doch  die  früheren  Sätze: 

Brstens:  Das  Integral  ist  für  jedes  x  im  Intervalle  ^Tq^x^X 
eine  stetige  Funktion  der  oberen  Grenze  x. 

Denn  wie  in  Nr.  410  ist 

x-hh 

F{x  +  Ä)  -  F{x)  «  '^m^f{x)Jx, 

X 

WO  die  rechts  stehende  Summe  entsprechend  der  Summe  (l)  für 
das  Intervall  von  x  bis  o?  +  Ä  gebildet  ist,  und  wie  damals  kommt 

hh<^f{x)/ix<,gh, 

X 

wenn  k  den  kleinsten  and  g  den  größten  Wert  von  f{x)  im  Inter- 
valle von  X  bis  a;  +  Ä  bedeutet,  vorausgesetzt,  daß  Ä  >  0  ist- 
Im  Falle  Ä  <  0  ist  <  durch  >  zu  ersetzen.  Hieraus  folgt  weiter, 
wenn  Ä  >  0  ist: 

(6)  Um  kh  ^  lim  [F{x  +  h)  —  F{x)\  <  lim^Ä, 

wahrend  im  Falle  Ä  <  0  die  Zeichen  <  durch  >  zu  ersetzen  sind. 
Da  k  und  g  endlich  sind,  schließen  wir: 

limJP(a;  +  Ä)  =  JP(a;), 
d.  h.  nach  der  Definition  in  Nr.  20  ist  F{x)  stetig. 
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Ziüätens:  Das  Integral  hat  an  einer  Stelle  x,  die  keine  Sprung- 
stelle  istj  die  Ableitung  f(x). 

Dies  ergibt  sich  wie  in  Nr.  410.  Wenn  dagegen  x  eine 
Sprungstelle  ist,  so  folgt  aus  (6)  nur: 

Aus  der  Definition  des  Integrals  als  Grenzwertes  einer  Summe 
folgt  noch: 

Drittens:  Sind  x^  und  x^  Stellen  im  Intervalle  von  x^  bis  X. 
so  ist: 


Jf{x)dx  +Jf{x)dx  ^Jf(x)dx. 


Dies   gilt  auch,   wenn  Xi>  x^  ist,  sobald  wir  nur  noch  die 
Definition  hinzufügen,  daß  fttr  x^^  >  x^ 


«1  *i 

jf{x)dx^^Jfix)dj 


«1 

sein  soll. 

Sind  zwei  Funktionen  in  einem  Intervalle  integrierbar,  so  be- 
weist man  leicht  dasselbe  f&r  ihre  Summe  und  ihr  Produkt.  Ebenso 
^t  für  integrierbare  Funktionen  f{pR)  der  Satz  12  von  Nr.  412, 
wonach  im  Intervalle  von  Xq  bis  X  >  j-^  das  Integral  von  f{x) 
positiv  ist,  sobald  f{x)  daselbst  überall  positive  Werte  hat.  Endlich 
gilt  der  Satz  17  von  der  teilweisen  Integration  in  Nr.  415: 


j  uv'dx  ^[uv]    — j  uvdx 


Auch  für  integrierbare  Funktionen  u  und  t;,  sobald  sie  im  Intervalle 
Ableitungen  haben,  die  ebenfalls  integrierbar  sind. 

Schließlich  noch  eine  Definition:   Eine  FutMion  f(x)  heißt  in 
einem  Intervalle  absolut   integrierbar,    sobald   ihr  absoluter   Betrag 

I  f{x)  I  daselbst  integrierbar  ist. 

B.  Die  KoefBilenten  der  Fourienohen  Beihe.   Wir 

betrachten  die  bestimmten  Integrale 

j  COS  kx  cos  Ixdx^  j  sin  kx  sin  Ixdx^ 
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wobei  h  und  l  ganze  positive  Zahlen  sein  sollen.    Die  Summe  bzw. 
Differenz  dieser  Integrale  ist 

f  coa(k  —  l)xdx    bzw.      1  cos  (k  +  l)xdx. 
0  o' 

Ist  k'^l^  so  sind  die  letzten  beiden  Integrale  gleich  Null.     Ist 

dagegen  A;  =  Z  -^  0,  so  ist  das  erste  von  ihnen  gleich  n  und  das 

zweite  gleich  Null.    Ist  endlich  A;  =  Z  »  0,  so  sind  beide  gleich  tt. 
Hieraus  folgt: 


")  1/' 


coahxGoslxdx= 


n 


BinkxBmlxdx- 


0 

IfOrA; 
10 


=■^+0, 
=i-0, 


+  7t 

0       +« 

1,    —  t  wahxsvalxdx'- 
2     -» 

0 

+  '. 

/  cosJcxcoslxdX'^ 

IfHr^ 

-i+o, 

■ 

0 

-i-0. 

vorausgesetzt,  daß  k  und  l  gcmze  posiHve  Zahlen  sind.  Da  sich  die 
Integranden  nicht  andern,  wenn  x  durch  —  x  ersetzt  wird,  so  folgt 
ferner  für  die  Integration  im  Intervalle  von  — n  bis  +  7t: 


<2) 


Auf  demselben  Wege  ergibt  sich: 

(3)  f  cos  kxsialxdx  ^  Oy  l  sin  kx  cos  Ix  dx  —  0, 

— /r  — /« 

wenn  k  und  l  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Es  mögen  nun  (p(x)  und  if;(a;)  zwei  solche  reelle  Funktionen 
von  x  sein,  die  sich  innerhalb  des  Intervalles  von  x  ^^  0  bis 
x^^  it  durch  gleichmäßig  konvergente  unendliche  Reihen  von  der 
Form 

(4)  q>(x)  =  jÄq  +  Äi  qos X  +  A^  cos  2x  +  '  ' '  +  ä^  cos  Äa?  +  •  •  •, 

(5)  ^(x)  =-  JBi  sina?  +  B^  sin2x  +  ,  -  •  +  Bj^siakx  +  -  - ' 

darstellen  lassen.  Diese  Vomussetzung  zieht  nach  sich,  daB  q>(x) 
«ine  gerade  und  i/;  (x)  eine  ungerade  Funktion  und  i/;  (0)  =-  ip  (jt) — 0  ist 
Es  ist  leicht,  die  EoefQzienten  dieser  Beihen  als  bestimmte  Integrale 
darzustellen,  nämlich  auf  dem  folgenden  von  Fourier  angegebenen 
Wege: 

Wir  multiplizieren  die  Gleichung  (4)  mit  2  cos  kx^  dividieren 
sie  durch  7t  und  integrieren  alsdann  von  0  bis  it.  Nach  Satz  26, 
ITr.  426,  darf  die  Integration  gliedweise  ausgeführt  werden.     Mit 

Serret,  Biff.-n.  Integral-Bechnnng.   IL    3.  Aufl.  34  TJ^ 
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Bücksicht  auf  (l)  geht  alsdann  rechts  nur  Ä^^  hervor,  so  daß  wir 
haben: 

7t 

(6)  ^^  =  -  /  (p(x)  coskxdx      (k  =  0,  1,  2,  . .  .> 


1/^ 


Mit  der  Beihe  (5)  verfahren  wir  entsprechend:  Wir  multiplizieren 
sie  nodt  2  Binkx,  dividieren  sie  durch  n  und  integrieren  alsdann 
von  0  bis  ff,  so  daß  mit  Rücksicht  auf  (l)  folgt: 

7t 

(7)  ^k^^  f  *  W  ^^  *^^^  (Ä  —  1,  2,  . . .). 

0 

Die  soeben  betrachtete  Funktion  q)(x)  bzw.  ^(x)  ist,  wie  be- 
merkt, gerade  bzw.  ungerade.  Dies  braucht  nicht  mehr  der  Fall 
zu  sein  bei  einer  Funktion  f(x)^  von  der  wir  voraussetzen,  daß  sie 
im  IntervaUe  von  —  it  bis  +  n  durch  eine  gleichmäßig  konvergente 
unendliche  Beihe  von  der  Form 

(8)  f{x)  —  jÄq  +  Äi  cob X  +  A^  cos  2 X  +  ' ' '  +  ä^  Qoakx  +  ' '  ' 

+  ^1  sin  a?  +  ^2  sin  2a;  +  •  •  •  +  JB^  sin  ifcx  +  •  •  • 

darstellbar  sei  Aber  auch  hier  können  wir  die  Koeffizienten 
leicht  als  bestimmte  Integrale  gewinnen.  Wir  multiplizieren  näm- 
lich die  Gleichung  (8)  mit  coskx  bzw.  smkx  und  dividieren  sie 
noch  durch  n.  Darauf  ergibt  sich  durch  gliedweise  Integration 
von  —  7C  bis  +  «  infolge  von  (2)  und  (3): 


(9) 


t^  1  ?" 

l;j  =  -  /  f(x)  ooskxdXj         Bj^^  ~-  l  f(x)  sin kx dx. 


Die  Veränderliche  x  tritt  in  (8)  in  den  goniometrischen 
Funktionen  auf.  Andererseits  kommt  sie  auch  in  den  bestimmten 
Integralen  (9)  vor.  Um  nun  Verwechslungen  vorzubeugen,  die 
entstehen  können,  wenn  wir  die  Werte  (9)  der  Koeffizienten  in  (8) 
einführen,  wollen  wir  die  Veränderliche  der  Funktion  f  mit  g  statt 
X  bezeichnen.     Wir  sehen  alsdann: 

Läßt  sich  eine  reelle  Funktion  f(e)  von  e  in  dem  IniervaUe 
von  0  '^  —  7t  bis  z  ^  +  7t  durch  eine  gleichmäßig  konvergente  un- 
endliche Beihe  dareteUen^  die  nach  den  Kosinus  und  Sinus  der 
ganzen  positiven  Vielfachen  von  z  fortschreitet: 

f(z)  =  I  ^0  +  ^KAj  cos  kz  +  Bi^  sin  äjp), 
1 
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so  haben  die  Koeffizienten  der  Beihe  die  Werte: 

+  31  -f  Ä 

^j^  —  —  /  f{x)  cos  kx  dx,         Bj^  =  —  I  f(x)  sin  kx  dx. 

—  n  — « 

Es  ist  dies  die  sogenannte  Fowriersche  Beihe, 

Die  Voraussetzung  über  die  gleichmäßige  Konvergenz  stellt 
jedoch  die  Anwendbarkeit  der  Fourierschen  Beihe  ffir  irgend  eine 
im  Intervalle  von  —  «  bis  +  ä  gegebene  Funktion  f{ti)  in  Frage. 
Es  entsteht  die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  welche  Bedingungen  die 
Funktion  f{fi^  selbst  erfällen  muB,  damit  sie  in  eine  Fouriersche 
Reihe  entwickelbar  sei,  und  dies  ist  das  Problem,  dessen  Theorie 
und  Geschichte  in  dem  folgenden  Anhange  dargelegt  wird. 


84* 


[B 


Grundriß  der  Theorie  dw  Fomieracheiii  ßeilie 
und  des  Fourierschen  Integrals 

von 
Axel  Harnack.*) 


1.  {Die  n  entwickelnde  Funktion.}  Für  die  ana- 
lytische Darstellung  von  Funktionen,  welche  möglichst  wenigen 
Voraussetzungen  genügen  oder,  wie  man  auch  kurz  sagt,  für  ein 
hestimmtes  Intervall  der  reellen  Variabelen  x  totUkürlich  definiert 
sind,  ist,  zumal  in  der  Theorie  imd  Anwendung  partieller  Differen- 
tialgleichungen, die  Beantwortung  der  Frage  wichtig:  Läßt  sidt 
jede  Funkiion  durch  eine  trigonometrische  Reihe  darstellen,  und  wie 
sind  dcmn  die  Koeffizienten  dieser  Beihe  eu  bestimmen?  Fourier, 
welcher  zuerst  in  seiner  Theorie  der  Wärmeleitung  die  systematische 
Untersuchung  dieser  Frage  begonnen  hat,  die  früher  schon  Gegen- 
stand der  Kontroverse  zwischen  Euter  und  D'Älembert  bildete, 
gab  zur  Lösung  derselben  im  allgemeinen  nur  das  Verfahren  an, 
welches  in  den  Paragraphen  502  flg.  ausgeführt  worden  ist**),  von 
dem  wir  aber  sahen,  daß  es  den  ersten  Teü  des  Problems  gar  nicht, 
den  anderen  nur  mit  Hilfe  einer  besonderen  Voraussetzung  be- 
antwortet. 

Unter  einer  in  einem  reellen  Intervalle  von  z  ^^  a  bis  z  «=  6 
willkürlich  gegebene  Funktion  f{ß)  verstehen  wir,  daß  für  jeden  ein- 


*)  ( Abgesehen  von  belanglosen  äußerlichen  Abänderungen  wird 
hier  der  Hamackwhe  Anhang  ans  der  1.  Hälfte  des  2.  Bandes  der 
1.  Auflage  (1886),  S.  343—879,  unverändert  wiedergegeben.  Die  Seiten- 
zahlen des  Originals  sind  am  Rande  notiert.  Zusätze  des  Herausgebers 
im  Texte  wie  in  den  Anmerkungen  sind  durch  Einschluß  in  geschweifte 
Klammem  kenntlich  gemacht  Die  Anmerkungen  beschränken  sich 
darauf,  die  manchmal  sehr  knappe  Entwicklung  zu  erläutern  sowie  die 
hin  und  wieder  etwas  nachlässige  Ausdrucksweise  zu  verbessern. } 
**)   ( Jetzt  die  Bemerkungen  unter  B,  S.  528—631 } . 
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zelnen  Wert  von  e  ein  Funktionswert  irgendwie  definiert  ist.  Ein 
sehr  wesentlicher  unterschied  solch  einer  Funktion  von  allen  ratio- 
nalen, algebraischen  sowie  überhaupt  von  iallen  Funktionen,  die 
durch  konvergente  Potenzreihen  nach  der  Tei^Zorschen  Formel  dar- 
stellbar sind,  besteht  darin,  daß  bei  diesen  die  Definition  der 
Funktion  innerhalb  eines  noch  so  kleinen  endlichen  Intervalles  zu- 
gleich über  den  ganzen  weiteren  Verlauf  derselben  entscheidet. 
Denn  kennt  man  von  einer  konvergenten  Potenzreihe  die  Werte 
der  Funktion  in  der  Umgebung  einer  Stelle,  so  daß  man  daselbst 
die  Werte  sämtlicher  Ableitungen  zu  bilden  imstande  ist,  so  folgt 
aus  diesen  Werten  auch  die  gesamte  Potenzreihe.  Bei  einer  will- 
kürlichen Funktion  dagegen  entscheidet  die  Beschaffenheit  der 
Funktion  innerhalb  eines  bestimmten  Teiles  der  Strecke  ahiA  h 
noch  gar  nichts  über  den  Verlauf  der  Funktion  außerhalb  dieses 
Teiles.  Eine  ia  diesem  Sinne  willkürliche  Funktion  kann  also 
sicherlich  nicht  für  das  gesamte  Intervall  von  a  bis  h  durch  eine  844 
Potenzreihe  ausgedrückt  werden. 

Wir  wollen  aber  den  Begriff  der  willkürlichen  Funktion  für 
das  folgende  noch  etwas  einschränken.  Die  Funktion  f{z)  sei  für 
das  Intervall  von  a  bis  h  so  definiert,  daß  sie  mit  Ausnahme  ein- 
zelner, in  endlicher  Anzahl  vorhandener  Punkte  bei  jedem  Werte 
von  e  einen  bestimmten  Wert  hat,  und  daß  sie  auch  mit  Aus- 
nahme derselben  Punkte  überall  stetig  verläuft.  An  den  Aus- 
nahmepunkten aber  möge  die  Funt^tion  so  beschaffen  sein,  daß 
zwar  lim  f{ß  -^h)  und  lim  f{z  —  ä)  für  ä  =  0  daselbst  bestimmte 
Werte  besitzen,  daß  aber  diese  Grenzwerte  voneinander  verschieden 
sind.  An  solch  einer  Stelle  e  selbst  werde  der  Wert  der  Funktion 
ganz  unbestimmt  gelassen;  wesentlich  für  die  Beschaffenheit  der 
Funktion  in  der  beiderseitigen  Umgebung  solch  einer  Stelle  ist 
dann  nur  der  umstand,  daß  sie  daselbst  eine  sprungweise  Wert- 
änderung erleidet.  Die  Funktion  f{z)  ist  dann  auch  im  Intervalle 
von  a  bis  h  integrierbar  { vgl.  A,  S.  524  — 528 } ,  und  diese  Eigen- 
schaft, welche  wir  der  willkürlichen  Funktion  auferlegen,  bildet 
auch  eigentlich  nur  die"^)  notwendige  Einschränkung  für  die  Theorie, 
welche  wir  zu  entwickeln  haben.  Indessen  würde  es  hier  zu  weit 
führen,  die  ganze  Theorie  für  die  integrierbaren  Funktionen  über- 
haupt auszuführen;  wir  richten  unsere  Aufmerksamkeit  zunächst 
also  immer  nur  auf  diejenigen  integrierbaren  Funktionen,  welche 
zugleich  mit  Ausnahme  einzelner  Punkte  stetig  sind  oder  in  der 
Umgebimg  dieser  Punkte  weder  unendlich  noch  unbestimmt  werden, 
sondern  bestimmte  sprungweise  Wertänderungen  haben. 

2.  {SteUnng  des  Problems.}  Eine  Funktion,  die  fOr 
das  Intervall  von  a  bis  h  definiert  ist,  kann  stets  so  transformiert 


*)  ( Statt  nwr  die  stände  besser:  die  einzige. ) 
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werden,  daß  ihr  Argament  das  Intervall  von  —  tt  bis  +  n  dureh- 
l&uft.     Denn  setzt  man: 

80  entspricht  jedem  Werte  von  z  ein  Wert  von  x^  und  wenn  e  das 
Intervall  von  a  bis  &  durchläuft,  erhalt  x  alle  Werte  von  —  7t 
bis  -|-  TT.  Demnach  können  wir  die  Aufgabe  auf  die  Form  re- 
duzieren: Es  sei  im  IntervaUe  von  x^  —  it  bis  «  =  +  «  ««€ 
Funktion  f(x)  toiUkärlich  definiert^  doch  so^  daß  sie  mü  Ausnahme 
eineeiner  Pimkte,  an  denen  sie  besMmmte  sprungweise  Wertände- 
rungen  erleidet,  stetig  ist;  kann  diese  Funktion  durch  eine  trigono- 
metrische Reihe  dargestellt  werden,  und  wie  sind  dann  die  Koeffi- 
zienten derselben  eu  bestimmen? 

Die  richtige  Methode,  diese  Frage,  wenn  auch  nicht  vollstSadig 
zu  lösen,  so  doch  ftlr  die  wichtigsten  Fälle  zu  erledigen,  erö&ete 
845  Dirichlet  (Grelles  Journal,  Bd.  4);  er  lehrte,  daß  dieselbe  nicht  in 
der  aufgestellten  Form  zu  untersuchen  ist,  sondern  in  der  umge- 
kehrten Reihenfolge.  Bildet  man  für  die  Funktion  f{x)  die  tri- 
gonometrische Reihe,  bei  welcher  die  Koeffizienten  die  von  Fourier 
angegebene  Integralform  haben,  nämlich: 

(1)  A^^'-  §  f(x)dx,  A]^^-  I  f(x)ooskxdx,  Bj^^-  j  f(x)8mkxdx, 

80  ist  vor  allem  zu  untersuchen,  ob  diese  Reihe 

—  A^+  ^^(-äjfc  cos  kx  +  B^  sin  kx) 

bei  jedem  Werte  von  x  konvergiert  und  { im  Intervalle  von  —  n 
bis  -j-  « }  den  Wert  f(x)  liefert.  Alsdann  läßt  sich  weiter  fragen, 
ob  dieselbe  Funktion  etwa  noch  durch  andere  trigonometrische 
Reihen    darstellbar  ist  oder  nicht. 

3.  {Sati  ftber  die  Koeffiilenten  der  Fouriereohen 
Belhe. }  Wir  wenden  uns  zur  Beantwortung  des  ei'sten  Teiles 
und  schicken  den  folgenden  Satz  voraus: 

Ist  f(x)  eine  im  IntervaUe  von  —  n  bis   +  n  endliche  und 
integrierbare  Funktion,  so  haben  die  Integrale 

I  f(x)  cos  nxdx      und      1  f(x)  sin  nxdx 

-Ä  -7t 

für  n  «  cx)  den  Grrenzwert  Null. 
»,8] 
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Dabei  ist  selbstverständlich  der  Grenzprozeß  so  zu  vollziehen, 
daß  zuerst  bei  endlichem  Werte  von  n  die  Integrale  ermittelt 
werden  und  alsdann  in  den  gewonnenen  Ausdrücken  n  über  jeden 
Betrag  hinaus  w&chst.    Bildet  man  das  Integral: 


/D 


f(x)  —  -Äq—  5^^^*  ^^  *^  "^  -®»®^*^)]  ^^» 

in  welchem  die  Koeffizienten  A  und  B  die  oben  [Gleich.  (1)]  de- 
finierten Werte  haben  und  n  eine  bestimmte  beliebig  große  ganze 
Zahl  bedeutet,  so  wird  dasselbe  gleich*): 

k  =  n 


—  2^  Aj^  I  fix)  cos  lex dx  +  Bj^   l  fix)  sinÄ«  dx 


*=1  >-      —n 

also    {nach  (1)}    gleich: 


/< 


\f{x)\Hx  -  f  A*  -  «^(A*  +  «**);  «*• 


68  besteht  demnach  die  Gleichung: 

-1t  *=1 

welche  für  jeden  endlichen  noch  so  großen  Wert  von  n  gültig  ist. 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  nun  bei  jedem  Werte  von  n 
eine  positive  Größe,  weil  die  Funktion  unter  dem  Integrale  ein 
Quadrat  ist,  mithin  muß  auch  die  rechte  Seite  stets  positiv  bleiben. 
Würden  nun  die  Beträge  der  Größen  A^  und  B^  bei  noch  so 
großen  Werten  von  A;  nicht  nach  Null  konvergieren,  sondern  inmier 


•)   (Denn  nach  (2)  und  (8)  unter  B  ist 

rr  V(^*co8ifcaj+BjtBinika:)1  dx  —  «^(^I  +  -BD- } 
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wieder  Werte  erlangen,  die  um  eine  bestimmte  endliche  Größe 
von  Null  verschieden  sind,  so  müßte  die  rechte  Seite  bei  beliebig 
wachsenden  Werten  von  n  negativ  werden.  Sian  erkennt  also, 
daß  sich  ein  n  finden  läßt,  von  dem  ab 

kleiner  bleibt  als  eine  beliebig  kleine  (positive)  Zahl  d,  wie  groß 
auch  m  werden  mag,    und  daß  folglich  auch*) 

MJ     «nd     \B,\ 

schließlich  kleiner  werden  und  bleiben  als  d,  d.  h.  daß 

lim  -4,  —  0     und     lim  B^  =  0 
ist. 

Da  die  Funktion  f{x)   willkürlich  ist,    so  kann  man  sie  ins- 
besondere so  wählen,  daß  sie  in  einem  Teilintervalle  a  bis  &  der 
Strecke  —  tt  bis  +  ^  von  Null  verschieden  ist,  außerhalb  derselben 
aber  Null  ist.     Man  erkennt  dann,  daß  auch 
b  b 

lim  I  f(x)  cos  nxdx     und     lim  1  f(x)  sin  nxdx 

a  a 

(—  jr  ^  a  <  6  ^  +  ä)  für  n  ^  oo  den  Wert  Ji^uU  haben.  Des- 
gleichen sieht  man  leicht  ein:  falls  das  Intervall  von  a  bis  6  das 
Intervall  —  7t  bis  -f  tt  umfaßt,  so  kann  man  dasselbe  in  Teile 
zerlegen,  die  innerhalb  der  Strecken  von  —  jr  bis  +  ^^  von  +  « 
bis  -f-  3«,  von  —  tc  bis  —  Stt  usw.  liegen,  und  da  dann  für 
ft47  jede  dieser  Strecken  die  Grenzwerte  der  Integrale  Null  werden,  so 
gilt  der  Satz  noch  allgemeiner  als  unsere  anÄngHche  Behauptung: 
Für  jede  Überall  endliche  und  integrierbare  Funktion  werden  in  einem 
beliebigen  endlichen  Integrationsintervalle  von  a  bis  b  die  Grenzwerte 
der  Integrale 

b  b 

j  f{x)  cos  nxdx     und     I  f{x)  sin  nxdx 

a  a 

gleich  NuU^  wenn  n  die  Beihe  der  ganzen  Zahlefi  durchlaufend  über 
jeden  Betrag  hinaus  wächst. 

Bemerkimg.  Der  Beweis  bleibt  gültig,  falls  f{x)  eine  inte- 
grierbare  Funktion  ist,    die   derart  unendlich  wird,    daß  auch  ihr 

•)  {Statt  ^x\  schreibt  Hamaek  absfa;]  oder  auch  nur  [«].  Wir 
haben  hier  und  im  folgenden  dafür  die  jetzt  gebräuchliche  Beseich- 
nung  1^1  gesetzt.} 
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Quadrat  integrierbar  ist;  und  der  Satz  selbst  bleibt  bestehen,  wenn 
die  Funktion  absolut  integrierbar  ist.  Es  gibt  aber  auch  integrier- 
bare  Funktionen,  welche  derart  unendlich  werden,  daß  die  Größen 
Ä^  und  B^  nicht  nach  Null  konvergieren;  f&r  diese  ist  die  An- 
wendbarkeit der  Fourierschen  Beihe  ausgeschlossen.  Das  Ver- 
schwinden der  Grenzwerte  der  Integrale  A^  und  B^  ist  in  anderer 
gleichfoUs  sehr  einfacher  Weise  von  Bianann  bewiesen  worden 
(Gres.  Werke,  S.  240*))  und  zwar  direkt  aus  den  Eigenschaften 
einer  integrierbaren  Funktion  f(x)  und  dem  Umstände,  daß  die 
Funktionen  sin  nx  und  cos  nx  in  Intervallen  von  der  Größe  2n:n 
ihr  Zeichen  wechseln.**) 

4L  {ZnrftokflUinmg  der  Summe  der  Belhe  auf  den 
Orenswert  eines  Integrals.}  Soll  die  Fouriersche  Beihe  bei 
jedem  Werte  von  x  { zwischen  —  jt  und  +  ^ )  den  Wert  der 
Funktion  f(x)  ausdrücken,  so  muß  die  Summe: 

2~ 


~  I  /"W^^H — ^    coskx  j  f(tt)ooshada+smkx  1  f(a)8mkada 

bei  beliebig  wachsendem  Werte  von  n  sich  unbegrenzt  dem  Werte 
f{x)  nähern.  Wir  bezeichnen  die  Summe  dieser  Terme  bis  ein- 
schließlich derer  mit  dem  Index  n  durch  BJ^.     Die  Beihe 

—  -f  cos  (a  —  a?)  -f  cos  2  (a  —  a?)  -f  cos  3  (a  —  ic)  +  •  •  •  -f  cos  n{a  —  x) 

läßt  sich  durch  einen  geschlossenen  Ausdruck  darstellen;  nennt 
man  der  Kürze  halber  s  die  Summe: 

s  =  cos  0  -f  cos  2jr  4-  cos  3jr  +  •  •  •  +  cos  n%^ 

so  folgt,  wenn  man  beide  Seiten  mit  2  cos  n  multipliziert  und  die 
Produkte  der  Kosinus  in  Summen  verwandelt: 

2«  cos  z  =  (cos  2a?  -f  1)  +  (cos  3^  4-  cos  jer)  +  (cos 4jr  +  cos  2;^)  -f  •  •  •  848 

-f  [cos  («  +  1)^  +  cos  («  —  l)jP] 

—  1  +  cosjEf-f  2cos2je?-f2cos3;?-J f-2cos(w— l)j5-t- cos  niP 

+cos(«4"l)^- 

♦)   I  In  der  2.  Auflage  von  1892  auf  S.  264,  266.} 
**)   (Gemeint  ist,  daß  sin  nx  und  cos  no;  in  einer  Hälfte  eines  Inter- 
valleB  von   der  Größe  2  s :  n   entgegengesetztes  Vorzeichen  als  in  der 
andern  Hälfte  haben. } 

[»,4 
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Demnach  wird: 

25  (1  ~  cos  is)  — »  —  1  +  C08  «  +  cos  ng  —  cos  (n  +  l)z 

oder: 

1    ,    coenir  —  C0B(n  +  1)« 1    ,    sin  (n  +  \)m  ^ 

*  ""  "■  2  "^  2(1— C08  5)  2  "^        2~Bin|5     ' 

also  ist: 

i+co«>(«-*)  +  co82(«-:r)+...+co8«(«-a;)-'-^ä±|^ 
und: 

"  ^  ^       nj  '  ^  "^      2  Bin  ^(a  —  x) 

-TT 

Es  ist  zu  untersuchen,  ob  der  Wert  dieses  Integrals  bei  be- 
liebig wachsendem  Werte  von  n  nach  f(x)  konvergiert.  Dasselbe 
zerlegt  sich  in  zwei  Teile;  es  ist: 

+n  +n 

o  /  \      1    r^/  \Binn(a — «)coB4(a — x)  .     ,    1    /*^/  >.  ,  v  . 


—  n 


Das  zweite  Integral  konvergiert  mit  beliebig  wachsendem 
Werte  von  n  nach  Null.  Denn  wie  im  §  3  bewiesen  wurde,  kon- 
vergieren die  einzelnen  Teile 


X  j  f(a)  cos  na  da      und       sin  nx  j  f(a)  sin  na  da 


nach  Null.  In  dem  ersten  Integrale  ist  die  zu  integrierende  Funk- 
tion an  der  Stelle  «  «=»  a;  irregulär,  weil  der  Nenner  für  diese 
Stelle  Null  wird.  Bestimmt  man  aber  ein  beliebig  kleines  Inter- 
vall von  a=*fl:  —  d  bis  a  =^  x  -]r  ^  (wir  betrachten  dabei  zu- 
nächst den  Fall,  daß  x  innerhalb  des  Integrationsintervalles  und 
nicht  an  den  Grenzen  desselben  gelegen  ist),  so  ist  die  Funktion 

'  W  2  8in^(a  — a?) 
außerhalb  desselben  durchaus  endlich,  imd  mithin  konvergiert  auch 


1    ^^f^viT^n{tL^x)zti%\{a^x)  ^^  ,   1    r  ,  .8inn(a— a?)co8i(a--«) 

«J  ^W 2  8ini(a-x) ^«  +  «./  ^W 2Sn-i(«"=^^  ^"^ 

-n  x  +  6 

4] 
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bei  beliebig  wachsendem  Werte  von  n  nach  Null.     Also  ist  nur 
noch  der  Grenzwert  des  Integrales 

1    /\/  X  sin  n(a  —  x)  cos  4  (a  —  x)  , 

x-6 

zu  betrachten,  und  damit  ist  zugleich  der  Satz  bewiesen: 

Der  Wert  der  Fourierschen  Beihe  hän^t  an  jeder  SteUe  nur 
ab  van  dem  Verhalten  der  Funktion  m  der  unmittelbaren  Umgehung 
dieser  SteUe. 

Bemerkimg.  Der  Satz  gUt  überhaupt,  sobald  die  Funktion 
f(x)j  auch  wenn  sie  im  Intervalle  unendlich  wird,  die  Eigenschaft 
hat,  daß 

lim    I  f(cc)  smnada    und    lim   f  f(a)  cos  na  da 

11  =  00«/  »=00^ 

Null    werden,    d.  h.    sobald   diese    zur   Bildung   der   Fourierschen 
Beihe  unerläßlichen  Bedingungen  erfüllt  sind. 

6.  {Vinfonnimg'  des  Integrals.}  Wir  setzen  nun  in 
dem  { noch  zu  untersuchenden  zuletzt  erwähnten }  Integrale  a  —  x^'ß, 
da  =>  dß^  so  daß  es  die  Form  erhält: 

Der  Grenzwert  dieses  Integrals,  in  welchem  d  eine  beliebig 
klein  fixierte  {positive}  Größe  bezeichnet,  f&r  n  =  oo  entscheidet 
über  den  Wert  der  Beihe  an  der  Stelle  x. 

Auch  dieses  Integral  kann  man  noch  vereinfachen.  Bildet 
man  das  Integral 

^f[f{x  +  ß)+f{z-ß)-](^-'j)sinnßäß, 

0 

80  hat  dasselbe  zufolge  des  früheren  Satzes   { in  §  3 }   den  Grenz- 
wert Null;  denn  die  mit  sin  nß  multiplizierte  Funktion    {d.  h.  der 
Integrand,  abgesehen  von  sinn/?}    bleibt  auch   für  /?  »  0  endlich. 
Mithin  folgt:  Wenn 
ö 


'^f\fix  +  ß)+f{x-ß)-]^^sinnßdß 

0 

[4,5 


540  Anhang  von  Harnack  über  die  Fourierache  Reihe. 

für  »  —  CX)  einen  bestimmten  Grenzwert  hat,  so  hat  auch 

6 

0 

für  n  *-»  oo  denselben  Grenzwert,  und  umgekehrt.    Demnach  lautet 
das  Ergebnis: 

Die  Fouriersche  Heike  hat  an  der  Stelle  x  einen  besHmnUen 
Grenzwert^  falls  das  Integral 
d 

0 

fUr  n  =  CX)  einen  bestimmten   Wert  besitist,  und  ewar  ist  der  Orene- 
wert  dieses  Integrals  zugläch  der  Wert  der  Beihe  an  der  Stelle  x. 

Handelt  es  sich  um  den  Wert  a;  —  +  ^  oder  a?  =  —  «,  so 
lehrt  dieselbe  Betrachtungsweise,  daß  man  aus  der  Summe  S^{x) 
in  beiden  Fällen  nur  die  Grenzwerte  der  Tenne*) 

-Ä  +  (J  n 

jcj  '^  ^         2  8in  |(a  +  Tt)  '  nj  '  ^  ^  2  am  ^  (a  —  «) 

—  n  n-d 

ZU  betrachten  hat,  also  den  Grenzwert  des  Integrals: 

=  mnjf[f{+  „-ß)  +  f(-„  +  ß)Y^^^dß. 

0 

6.  { Hinreichende  Bedingungen  ffir  die  Bantellbar- 
keit  einer  Funktion. }  Die  Funktion  f{x  +  ß)  +  f{x  —  ß) 
konvergiert  für  j5  =  0  nach  dem  Werte  f(x  +  0)  +  f{x  —  0),  da 
wir   angenommen   haben,   daß    unsere    Funktion    f{ic)    allenthalben 


*)  {Daß  diese  beiden  Terme  nicht  einzeln  zu  beteachten  sind, 
yielmehx  ihre  Summe  gebildet  werden  muß,  folgt  daraus,  daß  die 
Fouriersche  Reihe,  falls  sie  überhaupt  gilt,  nicht  nur  auf  das  Intervall 
von  —  «bis  -\-n  beschränkt  ist,  vielmehr  för  jedes  x  aufgestellt  werden 
kann,  da  cosXro?  und  %\nkx  periodische  Funktionen  mit  der  Periode  2« 
sind.  Die  Umgebung  der  Stelle  n  geht  also  von  n  —  ^  bis  ^r  -f-  ^-  In 
dem  Intervalle  von  n  h\%  n-{-  9  hat  aber  die  Fouriersche  Reihe  dieselben 
Werte  wie  im  Intervalle  von  —  n  bis  — « +  ^'  ^^^^  ^^^  ^^®  Summe 
der  auf  die  Intervalle  —  n  bis  —n-\-  6  und  x  —  ^  bis  ff  bezüglichen 
Integrale  zu  bilden.} 
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bestimmte  Werte  f{x  +  0)  und  f{x  —  0)  besitzt.*)  An  einer  Stelle, 
an  welcher  die  I^unktion  stetig  ist,  sind  diese  Werte  einander 
gleich,  an  den  ünstetigkeitsstellen  sind  sie  verschieden.  Setzt  man 
die  Differenz: 

[f{x  +  ß)  +  fix  -  ß)]  -  [fix  +  0)  +  fix  ~  0)]  «  ;  iß) ,  851 

80  ist  kiß)  eine  stetige  Funktion,  welche  fELr  (5  «  0  den  Wert  Null 
hat,  und  es  wird: 

Es  ist  nun: 
also  (§494  (jetzt  (6)  in  Nr.  493}): 

d  nd  OD 

lün  f'^;-?dß  =  lim  f'^'dz  =  f'^d,  =  i«. 

0  0  0 

Mithin  wird:  ^ 

^S,{x)  =  \[f(x  +  0)  +  fix  -  0)]  +  ^lim fl(ß)^dß. 

0 

Der  Wert  der  Fourierschen  Reihe  wird  also  an  einer  Stelle, 
wo  die  Funktion  stetig  ist,  gleich  fix)  und  an  einer  Stelle,  wo 
die  Funktion  eine  sprungweise  Wertänderung  erleidet,  gleich  dem 
Mittel  aus  diesen  Werten,  wenn 


^fm'^^^dß 


bei    noch    so    großen  Werten   von  n   durch  Wahl  von   6  beliebig 
klein  bleibt. 

Es  ist  bisher  nur  gelungen,  Bedingungen  für  das  Verhalten 
der  Funktion  kiß)  anzugeben,  welche  hinreichend  sind,  damit 
diese    Forderung    erfOllt  ist,    und   es   ist  durch  Beispiele  bewiesen 

•)  { Untei  f(x  +  0)  und  f{x  —  0)  werden  die  Grenzwerte  von 
f{x  +  ß)  und  f{x  —  ß)  für  lim  ^  =  0  unter  der  Annahme  positiver  Werte 
von  ß  verstanden.  Nach  den  VorausBetzungen  von  «^  1  kann  es  ja 
Stellen  x  geben,  an  denen  diese  beiden  Grenzwerte  verschieden  sind. } 

[« 


542  Anhang  von  Hamack  über  die  Fouriersche  Reihe. 

worden,  daß  die  Voraussetzung  der  Stetigkeit  der  Funktion  f(^x) 
oder  allgemeiner  der  Funktion  l{ß)  für  sich  allein  nicht  genügt. 
Ich  führe  im  folgenden  nur  die  fOr  die  Anwendung  der  Fonrier- 
schen  Beibe  wichtigsten  Fälle  an. 

Erstens:  Besitzt  die  stetige  Funktion  l(/3),  welche  für  /3  »  0 
verschwindet,  in  der  Umgebung  der  Stelle  ß  '^O  nicht  unendlich 
viele  Mazima  und  Minima,  so  kann  man  nach  dem  zweiten  Mittel- 
wertsatze (§  463  {jetzt  Satz  24  in  Nr.  424})  schließen: 

0  Bö  nßd 

{wobei  0  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet}. 
858  Denn  man  kann   das  Intervall   d  so  klein  machen,    daß  die 

Beträge  der  Funktion  l.{p)  nur  wachsen,  während  ß  das  Intervall 
von  0  bis  d  durchläuft.  Nun  läßt  sich  aber  d  von  vornherein 
so  klein  wählen,  daß  A(d)  beliebig  klein  ist;  femer  ist  das  Inte- 
gral rechts,  wie  groß  auch  n  werden  und  welchen  Wert  auch  0 
haben  mag,  {nach  Nr.  469}  stets  endlich.  Also  ist  der  Wert 
des  Integrals 


I' 


X(ß)^äß 


unabhängig  von  ft,  lediglich  durch   Wahl    von    6   beliebig    klein, 
d.  h.  es  wird 

\imS^(x)  =  ^[f(x  +  0)  +  fix  -  0)]. 

Insbesondere  gilt  das  Resultat  auch  dann,  wenn  die  Funktion 
f(x)  zu  beiden  Seiten  der  betrachteten  Stelle  nicht  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  hat,  denn  dann  läßt  sich  die  Funktion  l(ß) 
in  die  beiden  Teile  f{x  +  ß)  —  f{x  +  0)  und  f(x —ß)  —  f(x  —  0) 
zerlegen,  und  auf  jeden  derselben  kann  der  nämliche  Schluß  an- 
gewandt werden.     (Bedingung  von  Birichlet,) 

Zweitens:  Sind  die  Beträge  (absoluten  Werte)  der  Funktion 
X(ß)  :  ß  integrabel  in  der  Umgebung  der  Stelle  j3  =  0,  so  ist: 

i 

\m 
ß~ 


0  0 

I  /  ^sinnßdß      kleiner  als       /  | 

10  I  u      ' 


dß. 


Dieses  Integral  kann  der  Voraussetzung  nach*)  durch  Wahl 
von  6  beliebig  klein  gemacht  werden,  wodurch  wiederum  die  Kon- 
vergenz der  Reihe  nach  dem  gewünschten  Werte  bewiesen  ist 

•)   {Nämlich  weil  l{ß)  :  ß  absolut  integrabel  sein  soll.} 

«] 
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Ist  insbesondere  l(ß)  dem  Betrage  nach  stets  kleiner  als  das 
Produkt    Cß^y    wobei    C  eine  Eonstante,    a   irgend    eine    positive 
Zahl  ist,  so   ist  die  Bedingung  der  absoluten  Integrierbarkeit  er- 
füllt.*)    (Bedingung  von  LipschUz.) 
Hieraus  folgt:  Wenn  die  Funktion 

X(ß)  ^  f(x  +  P)^f{x  +  0)       f{x^ß)-f{x-0) 
ß  ß  ^        -        ß 

endlich  bleibt  auch  für  /3  »  0,  was  besonders  dann  der  Fall  ist, 
wenn    die    Funktion    f(x)    an   der   betrachteten    Stelle    einen   be* 
stinunten  endlichen  Wert  des  vorwiürts  gebildeten  und  ebenso  des 
rückwärts    gebildeten    Differentialquotienten    besitzt**),     so    kon-  S5S' 
yergiert    die  Fouriersche  Beihe  an  dieser  Stelle  nach  dem  Werte 

Wi^  +  0)  +  f(x^O)l 

Driüens:  Das  letzte  Resultat,  dafi  die  Beihe  allenthalben 
konvergent  ist,  wenn  für  die  Funktion  f{x)  der  vorw&rts-  und 
der  rückwärts  gebildete  Differentialquotient  allenthalben  endlich  sind^ 
läßt  sich  noch  verallgemeinem.  Es  genügt,  dafi  der  Differential- 
quotient der  Funktion  /*(a;),  auch  wenn  er  unendlich  wird,  doch 
absolut  integrierbar  sei***).  Denn  es  besitzt  alsdann  die  Funktion  X^ß} 
eine  absolut  integrierbare  Ableitung:  X' {ß)  ^  f' {x  +  ß) -- f' {x  —  ß)y 
und  es  wird  nach  dem  Satze  der  teilweisen  Integration :f) 


•)  {Denn  dann  ist  \X(ß)  :  ßKCß''''^  so  daß  die  Schwankung 
von  \l(ß):ß\  für  jedes  Stück  des  Intervalles  von  0  bis  d  kleiner  als 
CS^^^  ist.  Folglich  ist  die  Summe  der  Produkte  aller  Teile  dieses 
Intervalles  mit  den  zugehörigen  Schwankungen  kleiner  als  C(f.  Diese 
Größe  aber  strebt  mit  d  nach  Null,  weil  a]>0  ist.  Mithin  erfüllt 
1 1(^ :  |}  j  die  unter  A,  S.  626,  aufgestellte  Bedingung  der  Integrierbarkeit. } 

••)   {Hierunter  sind  die  Grenzwerte  von 

f{x  +  ß)^f{x  +  (i)  fix^ß)^f{x-0) 

?  -ß 

für  positives  ß  und  lim  ^  »  0  verstanden. } 

•**)  {Bei  den  Betrachtungen  unter  B  setzten  wir  voraus,  daß  die 
zu  intemerende  Funktion  überall  endlich  sei.  Hier  werden  nun  auch 
solche  Stellen  x  zugelassen,  an  denen  sie  unendlich  wird.  Eine  solche 
Stelle  ist  bei  der  Untersuchung  der  Integrierbarkeit  wie  in  Nr.  470  u.  f. 
zunächst  durch  ein  kleines  Intervall  auszuschließen.  Darauf  ist  der 
Grenzwert  zu  untersuchen,  der  sich  für  das  Integral  ergabt,  wenn  dies 
Intervall  nach  Null  strebt.) 

f)   {Die  teilweise  Integration  ist  auf 


[♦ 
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0  •  0  er  0  na 

Wenn  nun    die   absoluten  Werte   der  Funktion  l'(a)  integrierbar 
sind,  so  ist: 

0  na  0  0 

denn  der   {absolute}   Wert  des  Integrals 

ni 

/sin«  , 
--dz 

na 

ist  bei  jedem  {positiven}  Werte  von  a  und  n  nie  größer  (§  466, 
Beispiel  2    {jetzt  Nr.  469})  als: 

0 

Die   rechte    Seite   kann   nun  durch   Wahl  von  i  von    Yomherein 
beliebig  klein  gemacht   werden,   ganz    unabhängig    von   n,    daher 


ist  auch    {der  absolute  Betrag  von] 


/■ 


iiß)'^-f^-dß 


«durch  Wahl  von  6  bei  allen  Werten  von  n  beliebig  klein,  womit 
wiederum  die  Konvergenz  bewiesen  ist  (Bedingung  von  du  Bais- 
Beymond.) 

auszuführen.    Dadurch  verwandelt  sich  das  Integral  in 


«  =  0       « 


Der  Inhalt  der  ersten  Klammer  ist  fiür  ce »»  ^  gleich  NuU,  weil  darin  das 
von  <x  bis  d  erstreckte  Integral  auftritt.  Er  Terschwindet  aber  auch 
för  a=«0,  weil  i(0)  =  0  ist.    Mithin  kommt: 

Rechts  können  wir  ß  statt  a  setzen.  Vertauschung  beider  Seiten  der 
Gleichung  liefert  die  Qleichung  des  Textes.) 

«] 
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Als  das  für  die  Anwendung  der  Fouiierschen  Reihe  in  der 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  wichtigste  Resultat 
heben  wir  hervor,  daß  jede  im  Intervalle  von  —  n  bis  +  n 
irgendwie  definierte  Funktion,  deren  Ableitung  entweder  endlich  854 
und  integiierbar  oder  absolut  integrierbar  ist  (an  den  Sprungstellen 
der  Funktion  sind  immer  die  vor-  und  rückwärts  gebildeten  Ab- 
leitungen gesondert  zu  betrachten),  durch  eine  allenthalben  kon- 
vergente Fouriersche  Reihe  darstellbar  ist,  derart,  daß  an  den 
Sprungstellen  der  Funktion  die  Reihe  den  mitÜeren  Wert  annimmt. 
Dadurch  allein  schon  erhält  diese  Reihenentwicklung  eine  be- 
sonders wichtige  Bedeutung  im  Vergleiche  mit  den  gewöhnlichen 
Potenzreihen;  denn  diese  setzen  die  Stetigkeit  nicht  nur  der  ersten, 
sondern  überhaupt  aller  Ableitungen  voraus. 

Endlich  bemerken  wir  noch,  daß  an  den  Stellen  x  ^  -\-  n 
oder  —  TT  die  Reihe  nach  dem  Werte  ^[f{+  «  —  0)  +  /"(—  ä  -f  0)] 
konvergiert,  sobald  die  Funktion  an  den  Stellen  o; » ±  tt  eine 
der  drei  Bedingungen  erfüllt.  Ist  also  die  willkürliche  Funktion 
so  beschaffen,  daß  ihre  Werte  an  den  beiden  Grenzen  des  Inter- 
valles  verschieden  sind,  so  kann  durch  die  Fouriersche  Reihe  immer 
nur  der  mittiere  Wert  dieser  beiden  ausgedrückt  werden. 

Bemerknng.  Wird  die  Funktion  f{x)  an  einzelnen  Stellen 
unendlich,  so  jedoch,  daß  die  notwendigen  Bedingungen  (§  3) 
erfüllt  sind,  so  konvergiert  die  Fouriersche  Reihe  sicherlich  an 
jeder  anderen  Stelle,  welche  eine  der  drei  entwickelten  Bedingungen 
erfüllt.  Wie  sie  sich  an  der  Unendlichkeitsstelle  verhält,  ist  eine 
minder  wichtige  Frage;  sie  kann  dort  möglicherweise  sogar  kon- 
vergieren, doch  stellt  sie  dann  mit  diesem  Werte  nicht  die  Funktion 
dar.  Femer  erkennt  man,  daß  punktuell  bebbare  Unstetigkeiten*) 
der  Funktion  f(x)  gar  keinen  Einfluß  haben  auf  die  Reihe  und 
•daher  auch  niemals  durch  dieselbe  dargestellt  werden. 

7.  {Stellung  eines  neuen  Probleme.}  Der  Beweis, 
welchen  wir  geführt  haben,  gibt  uns  Bedingungen  an,  unter  denen 
4ie  Fouriersche  Reihe  nach  dem  Werte  j{f(x  +  0)+f(x  —  0)] 
konvergiert.  Es  ist  daher  die  Frage  nicht  ohne  Bedeutung,  ob 
^ie  Reihe  an  einer  bestimmten  Stelle  x  nicht  auch  konvergieren 
kann,  ohne  daß  sie  gerade  diesen  Wert  annimmt.  Die  Antwort, 
aber  lautet:  Wenn  die  Fouriersche  Reihe  cm  einer  Stelle  konver- 
ßiert,  an  welcher  \\f(x  +  0)  +  f{p  —  0)]  einen  bestimmten  Wert 
hat,  so  konvergiert  sie  auch  immer  nach  diesem   Werte,     Der  Be- 


•)  { Ißt  f{x)  in  einem  Intervalle  stetig,  schreiben  wir  nun  aber  f{x) 
an  einer  Stelle  a  des  Intervalles  nicht  den  Wert  f(a\  sondern  irgend- 
einen andern  Wert  zu,  so  hat  die  Fimktion  daselbst  eine  punktuell  heb- 
bare ünstetigkeit. } 

Serret,  Diff.-Q.  Integral-B«olmiing.   II.    3.  Aufl.  36  r||    ^ 
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weis  dieses  Satzes  ergibt  sich,  wenn  man  zuvor  auf  zwei  allgemeine 
Eigenschaften  der  trigonometrischen  Beihen  überhaupt  eingeht,  von 
denen  die  eine  im  wesentlichen  von  Herrn  G,  CantOTj  die  andere 
von  Riemann  aufgestellt  wurde.  Dieselben  sind  zugleich  wichtig 
für  die  Beantwortung  der  Frage:  Ist  jede  trigonometrische  Reihe, 
855  welche  eine  Funktion  f(x)  definiert,  eine  Fouriersche?  Man  er- 
kennt von  vornherein  die  Beschränkung  des  Satzes:  Die  Funktion 
f{x)j  welche  durch  eine  trigonometrische  Reihe  definiert  ist,  mufi, 
falls  die  Koeffizienten  der  Reihe  die  Fouriersche  Integralform 
haben  sollen,  jedenfalls  eine  integrierbare  sein.  Sonach  kommen 
wir  auf  das  in  den  §  502 flg.  {hier  B,  S.  528—531 }  nur  unter 
einer  bestimmten  Annahme  gelöste  Problem: 

Haben  in  jeder  trigonometrisdien  JReihe: 


i^o  +^(^n  «OS  nx  +  B„  sin  nx), 


«=i 


wenn  sie  im  Intervalle  von  —  n  bis  -\-  7t  eine  Funktion  f(x)  de- 
finiert, welche  integrierbar  ist,  die  Koeffizienten  Ä^  und  B^  die 
Werte: 

^^  =  -  /  f{x)  cos  nx  da?,        J5„  =  —  /  f{x)  sin  nx  dx  ? 

—  71  —  Ä 

Diese  Frage  ist  im  wesentlichen  zu  bejahen.  Der  Weg  zu 
ihrer  Beantwortung  ist  von  Herrn  du  Bois-Beymond  zuerst  an- 
gegeben worden.  Im  folgenden  soll  der  Beweis  geliefert  werden 
unter  der  Einschränkung,  daß  f(x)  zugleich  eine  im  allgemeinen 
stetige  Funktion  ist,  d.  h.  eine  solche,  die  nur  an  einzelnen  Stellen 
eine  sprungweise  Wertanderung  erleidet 

8.  { Verallgemeinerung  des  Ghtties  in  §  3. }  Wenn 
eine  trigonometrische  Reihe 

n=  00 

^Äq  +  ^(A^  cos  nx  +  B„  sin  nx) 

überhaupt  in  einem  noch  so  kleinen  Intervalle  konvergieren  soll, 
so  muß  sie  notwendig  die  Eigenschaft  haben,  daß  lim  Ä^  und 
lim  B^  für  «  ==  oo  verschwinden.  Diesem  von  Hm.  Caktor  auf- 
gestellten Satze  (Math.  Ann.  Bd.  4  u.  5)  können  wir  eine  er- 
weiterte Fassung  geben,  indem  wir  folgende  allgemeine  Erkenntnis 
über  Konvergenz  und  Divergenz  unendlicher  Reihen  voranstellen. 
Die    Stellen,    an    denen   eine   unendliche   Reihe   divergiert,   können 

7,8] 
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von  zweierlei  Art  sein.  Entweder  wächst  die  Summe  der  Reihen- 
glieder  über  jede  Grenze,  die  Reihe  wird  alsdann  an  dieser  Stelle 
in  bestimmter  oder  unbestimmter  Weise  unendlich,  oder  es  os- 
zillieren die  Werte  dieser  Summe  zwischen  endlichen  Grenzen« 
Im  ersten  Falle  kann  das  Maß  der  Divergenz  ein  unendliches 
genannt  werden,  im  zweiten  läßt  sich  ein  endliches  Maß  fixieren. 
Denn  bezeichnet  man  mit  S^  die  Sunune  der  Glieder,  welche  den 
Index  0,  1,  •  •  •  bis  n  —  1  besitzen,  und  bildet  man  die  Folge  S^, 
^n+15  ^«+2»  •  '  '»  ®^  existiert  eine  obere  Grenze  G^  und  eine  untere  856 
^„  welche  von  den  Gliedern  in  dieser  Folge  nicht  überschritten 
wird.  Läßt  man  den  Index  n  beliebig  wachsen,  so  erhält  6r^,  in-  ' 
dem  es  entweder  konstant  bleibt  oder  nur  abnimmt,  einen  Grenz- 
wert G',  und  ebenso  bekommt  ^„,  indem  es  entweder  konstant 
bleibt  oder  nur  zunimmt,  einen  Grenzwert  </'.  Diese  Werte  G' 
und  g'  sind  alsdann  die  äußersten  Grenzen  für  die  schließ- 
liche Oszillation  der  Reihensunmie,  und  ihre  Differenz  soll  das 
Maß  der  Divergenz  an  der  betrachteten  Stelle  heißen.  Ist  dieses 
Divergenzmaß  Null,  so  konvergiert  die  Reihe  daselbst.  Be- 
zeichnet man  die  Differenz  S^^^  —  S^  mit  B^  j^  so  hat  die  Folge 
der  Reste  E^^,  JJ^j,  •••  ie  Eigenschaft,  <iaß  ihr  {absoluter} 
Betrag  niemals  größer  sein  kann  als  G^  —  g^.  Wird  also 
das  Divergenzmaß  schließlich  {d.  h.  für  hinreichend  großes  n) 
kleiner  als  eine  Zahl  d,  so  kann  man  eine  Stelle  n  ausfindig 
machen,  von  der  ab  die  Beträge  sämtlicher  Reste  B^  ^  unabhängig 
von  h  stets  kleiner  bleiben  als  d.  Eine  Reihe  soll  in  einem  Inter- 
valle im  dllgemeinen  konvergent  heißen,  wenn  alle  die  Stellen,  an 
denen  das  Divergenzmaß  größer  ist  iJs  eine  bestinunte,  beliebig 
zu  fixierende  Zahl  d,  in  keinem  noch  so  kleinen  Teilintervalle 
überall  dicht  sind.  Dies  besagt,  daß  man  in  unmittelbarer  Nähe 
einer  jeden  Stelle  ein  Intervall  bestimmen  kann,  so  daß  für  sämt- 
liche Stellen  in  diesem  Intervalle  das  Divergenzmaß  gleich  oder 
kleiner  ist  als  ö.  Der  Satz,  welchen  wir  beweisen  wollen,  lautet 
nun:  JEine  trigonometrische  Beute,  welche  in  einem  beliebigen  Inter- 
valle im  allgemeinen  konvergen/  ist,  muß  schUeßlich  verschwindende 
Koeffizienten  haben,  d.  h.  es  muß  lim  Ä^^O  u/nd  lim  B„  —  0 
werden. 

Eine  trigonometrische  Reihe,  für  welche  die  Koeffizienten  Ä^ 
und  B^  nicht  verschwindende  Grenzwerte  haben,  kann  zwar  auch 
bei  unendlich  vielen  Werten  von  x  konvergieren;  es  gibt  aber  in 
jedem  noch  so  kleinen  Intervalle  Stellen,  an  denen  sie  divergiert, 
und  zwar  mit  einem  Divergenzmaße,  das  größer  ist  als  eine  be- 
stimmte endliche  Zahl. 

An  jeder  Stelle,  wo  das  Divergenzmaß  kleiner  wird  als  d, 
kann  man  eine  untere  Grenze  für  den  Index  n  bestimmen,  so  daß 
sämtliche  Reihenglieder,  deren  Index  gleich  oder  größer  als  n  ist, 
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• 
dem  (absoluten)  Betrage  nach  kleiner  werden  als  6.  Da  nun  die 
Punkte,  an  denen  das  Divergenzmaß  größer  ist  als  Sy  in  keinem  nodi 
so  kleinen  Intervalle  überall  dicht  sein  sollen,  so  kann  man  in  un- 
mittelbarer Nähe  einer  jeden  8telle  ein  Teilintervall  bestimmen, 
in  welchem  kein  Punkt  liegt,  an  dem  das  Divergenzmaß  größer  ist 
als  d.  Solch  ein  Intervall  habe  die  Länge  2  s  und  erstrecke  sich 
von  X  —  £  bis  x  +  s. 

Man  kann  dann  also  einen  Wert  für  n  bestimmen,  so  daß  f&r 
diesen,  sowie  ffir  alle  größeren  Werte  die  Glieder: 

867  Ä^  cos  n{x  +  s)  +  B^8ian(x  +  b) 

—  {Ä^  cos  nx  +  B^  sin  nx)  cos  «6  —  (Ä^  sin  nx  —  B^  cos  nx)  sin  nt^ 

Ä^  cos  n{x  —  e)  +  Besinn  {x  —  i) 
— « (A^  cos  nx  +  B^  sin  nx)  cosne  +  {Ä^  smnx  —  B^  cos  nx)  sin  nt 

beide  dem  {absoluten}  Betrage  nach  um  eine  bestimmte  Größe 
kleiner  werden  als  d.  Es  bedeutet  dabei  x  einen  Wert  in  beliebiger 
Nähe  einer  jeden  Stelle,  e  irgend  einen  Wert  innerhalb  des  kon- 
struierten Intervalles.  Zu  jedem  Werte  von  b  kann  eine  andere 
Grenze  ffir  n  gehören;  es  ist  noch  nicht  gesagt,  daß  bei  jedem 
Werte  von  e  derselbe  Wert  von  n  ausreicht. 

Durch    Addition    und    Subtraktion    der    beiden    vorstehenden 
Größen  erkennt  man,  daß  auch  jede  der  Größen 

{A^  cos  nx  +  B^  sin  nx)oo8ne     und     (A^  sin  nx  —  J5„  cos  nx)  sin  n« 

{ihrem  absoluten  Betrage  nach}  jedenfalls  kleiner  sein  muß  als 
26,  Multipliziert  man  die  erste  Größe  mit  sin n^ sinne,  die 
zweite  mit  cosn^cosnf,  so  findet  man  durch  Subtraktion,  daß 
B^sm2ni,  und  analog,  daß  ^„cos2»e  {absolut  genommen) 
kleiner  werden  als  4d »  ((',  also  kurz  gesagt  kleiner  gemacht 
werden  können  als  eine  beliebig  vorgegebene  Zahl  d\  Setzt  man 
2e  "-  a,  so  wird  also  für  alle  Werte  von  a  in  einem  bestimmten 
Intervalle,  dessen  Grenzen  wir  mit  a  und  h  bezeichnen  wollen, 
{der  absolute  Wert  von)  lim  ^„  sin  na  und  lim  ^,  cos  na  kleiner 
als  6'.  Für  jeden  Wert  von  a  innerhalb  des  angegebenen  Inter- 
valles muß  also  die  Reihe: 

{  B,  sin  na  I,  •  •  •  |  ^^^^  sin  (n  -f  Ä)a  |,  •  •  • 

schließlich  nur  Glieder  enthalten,  deren  Betrag  kleiner  ist  als  6\ 
und  dies  kann,  wie  nun  bewiesen  werden  soll,  nicht  anders  erfiiUt 
sein,  als  wenn  von  einem  bestimmten  Werte  von  n  an  sämtliche 
Koeffizienten 

dem    {absoluten}   Betrage  nach  kleiner  sind  als  S', 
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Denn  nehmen  wir  an,  daß  dieses  nicht  der  Fall  ist,  so  kann 
man  ans  dieser  Beihe  eine  andere  herausheben: 

-^•,1  -»v       •  -^1.*'  •  •  •  ' 

deren  Glieder  {absolut  genommen}  sämtlich  gleich  oder  größer 
sind  als  ö'.  Dann  ließe  sich  aber  auch  in  dem  angegebenen  Inter- 
valle ein  Wert  a  fixieren,  für  welchen  lim  |-B^sinwa|  nicht  kleiner 
wird  als  d'.  Ans  der  Reihe  der  wachsenden  ganzen  Zahlen  t?^, 
n,,  •  •  •  ti;^,  •  •  •  hebe  man  {nämlich}  eine  neue  Reihe  heraus: 
*H'»  ^'i'i  *  *  *  ***'5  •  •  •,  so  daß  die  Produkte  ti/a,  «g'a,  •  •  •  n^a^  •  •  • 
insgesamt  von  einem  ungeraden  Vielfachen  von  ^n  um  weniger 
als  eine  beliebig  kleine  Größe  17  abweichen.  Wenn  dieses  mög- 
lich ist,  so  differiert  auch  sinn  a  beliebig  wenig  von  dem  Werte  $58 
±  1  und  also  der  {absolute}  Betrag  von  5^, sin»'«  beliebig 
wenig  von  einem  Werte,  der  gleich  oder  größer  ist  als  d'. 
Man  setze    { um  zu  beweisen,  daß  dies  möglich  ist } : 

nia>yi|  — t?    und    n[a<y^^  +  ri 
oder: 

Vi  2  —^  Vi-^  +  n 
TT — <a<-    -. — ; 

y^  bezeichnet  eine  ganze  ungerade,  zunächst  noch  unbestimmte  Zahl. 
Der  Wert  von  a  fällt  in  das  gegebene  Intervall  von  a  bis  &,  wenn: 

Vn^  —  n  y^i+n 

a< -, — ,        h> -> 

Hl  nj 


ist,  oder 


Dieses  Intervall  enthält  sicherlich  eine  ungerade  Zahl  y^^  wenn 

K(«'-«)-2i»]^^2,     also  ni^^^ 

gewählt  ist.  Durch  diese  Forderung  ist  nur  eine  untere  Grenze 
für  die  zu  bildende  Reihe  {der}  »'fixiert,  und  in  diesem  Umstände 
liegt  der  Kern  des  ganzen  Beweises.  Hat  man  also  aus  der  Reihe 
n^,  n,,  •  •  •  die  Zahl  n[  und  demgemäß  y^  diesen  Ungleichungen 
entsprechend  fixiert,  so  ist  et  auf  das  Intervall  beschränkt,  das 
kurz  mit 

a'« — --, — ,       ft' — 


bezeichnet  sei  und  die  Länge  2  ij :  »1  hat. 


550  Anhang  Ton  Harnack  über  die  Fourierache  Reihe. 

In  diesem  Inteiralle  können  wir  nun  wiederum  a  so  anssucben, 
daß  für  einen  Wert  ^2,  welcher  größer  ist  als  tn  ^3nd  in  der 
Reihe  n^,  ^s)  *  '  -  ^a,  -  -  *  vorkommt,  die  Ungleichung  besteht: 

^' <  «  <  ZTf 

Die  ungerade  Zahl  y^  muß  der  Bedingung  genügen: 
(ni  a  +  fi)-  <yt<  («i  h'  —  i?)  -, 
und  dieses  Intervall  enthält  sicherlich  eine  ungerade  Zahl  y^^  sobald: 
m        [»i(b'-a')-2rj]l^2    oder    „i  ^  J±lj  _  !^:i^  „; 

gewählt  ist.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  nur  eine  untere  Grenze, 
nach  welcher  ni  aus  der  ursprünglichen  Reihe  n^,  n,,  •  -  •  zu  wählen 
ist,  und  nachdem  y^  der  obigen  Ungleichung  gemäß  fixiert  ist, 
bleibt  der  Wert  von  a  noch  innerhalb  eines  Intervalles  von  der 
Länge  2ij :  fis  willkürlich. 

In  diesem  Intervalle  kann  man  ein  neues  bestinunen,  so  daß 
für  eine  Zahl  ni>  ni  das  Produkt  nia  von  einem  ungeraden  Viel- 
fachen y^  von  \  7t  um  weniger '  als  e  differiert,  und  indem  man 
diesen  Prozeß  fortsetzt,  gewinnt  man  als  Grenze  eine  Stelle  a, 
für  welche: 

nj«,      nia,      ni«,     ... 

der  aufgestellten  Forderung  stets  genügen,  so  daß  auch  die  { absoluten } 
Beträge  von 

Bn/  sin  ni  a,       Bn^'  sin  ni  a,       J?«,'  sin  ns  or ,    •  •  • 

um  eine  beliebig  kleine  Größe  von  ä'  unterschieden  sind.  Es  wird 
also  { der  absolute  Betrag  von }  lim  B^  sin  na  nicht  um  eine  bestimmte 
Größe  kleiner  als  (^,  d.  h.  die  Reihe  müßte  in  jedem  noch  so 
kleinen  Intervalle  ein  Divergenzmaß  besitzen,  das  gleich  oder 
größer  ist  als  d^;  sie  wäre  dann  nicht  unserer  Definition  entsprechend 
im  allgemeinen  konvergent.  In  derselben  Weise  ist  der  Beweis 
für  die  Eoefßzienten  Ä^  zu  führen. 

Soll  eine  Funktion  f{x)^  welche  durch  eine  trigonometrische 
Reihe  definiert  ist,  zugleich  auch  integrierbar  sein,  so  muß  diese 
Reihe  auch  im  allgemeinen  konvergieren.  Denn  anderen  Falles 
würde  die  Funktion  f(x)  in  jedem  kleinsten  Intervalle  unbestimmt 
werden,  und  die  Schwankungen  der  Funktion,  d.  h.  die  Differenz 
der  verschiedenen  Werte,  welche  man  an  solch  einer  Stelle  durch 
fortgesetzte  Summation  der  Reihenglieder  erhält,  bliebe  dabei 
größer  als  eine  endliche  Zahl  S'.    Bei  einer  integrierbaren  Funktion 
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aber  müssen  alle  die  Stellen,  an  denen  die  Schwankungen  größer 
sind  als  eine  endliche  Zahl  ii^  sich  in  Intervalle  einschließen  lassen, 
deren  Summe  beliebig  klein  wird;  sie  können  also  nicht  überall 
dicht  über  ein  noch  so  kleines  endliches  Intervall  verteilt  sein. 
Sonach  hat  man  den  Satz:  In  jeder  trigonometrischen  Heike  werden, 
wenn  sie  eine  integrierhare  Funktion  definiert,  die  Koeffizienten 
mdetgt  unendlich  Mein,  d.  h,  es  ist  lim  il^  »-  0  und  lim  ^^  »  0 
ßr  w  —  cx). 

9.  { Zweimalige  Integration  der  trigonometrisohen 
Beihe. }  Die  zweite  von  Eiemann  (Ges.  Werke,  S.  231  flg.  { 2.  Aufl. 
8.  245  flg.})  erkannte  Eigenschaft  einer  jeden  trigonometrischen 
Beihe,  deren  Koeffizienten  zuletzt  unendlich  klein  werden,  ist  die 
folgende: 

Bildet  man  aus  der  Beihe:  SdO 

!•  =  • 

jA^  +  Xi  (^„coswx  +  B^amnx), 

deren  Wert  an  jeder  Stelle,  wo  sie  konvergiert,  mit  f(x)  bezeichnet 
sei,  durch  zweimalige  gliedweise  Integration  die  Beihe: 

nsoD 

SO  konvergiert  diese  Beihe  bei  allen  Werten  von  x  und  stellt  im 
Intervalle  von  —  n  bis  +  tt  eine  stetige  Funktion  F(x)  dar. 
Diese  stetige  Funktion  hat  erstlich  die  Eigenschaft,  daß: 

lim   y{x+^a)-^F{x)  +  F{x^2a)  _  ^,  . 

0  =  0  *" 

wird  bei  allen  Werten  von  x^  an  denen  f(x)  einen  bestimmten 
Wert  hat)  und  daß  dieser  Grenzwert  jedenfalls  innerhalb  der 
Schwankungen  des  Beihenwertes  liegt  an  einer  Stelle,  an  welcher 
die  Beihe  divergiert;  femer  die  Eigenschaft,  daß: 

lim  ^(^+2«)-g^(^)  +  ^>~2«)  _^ 

wird  bei  allen  Werten  von  x. 

Die  Konvergenz  der  neuen  Beihe  und  ihre  Stetigkeit  erkennt 
man,  wenn  man  die  Summe  aller  Glieder  bis  einschließlich  derer 
mit  dem  Index  n  durch  N,  den  Best  der  Beihe,  d.  h. 


—  2^>«(-^*  cosÄiC  +  B^  aiakx) 


A=n  +  1 
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mit  E  und  den  größten  Wert  {des  absoluten  Betrages}  von 
Äj^  cos hx  +  Bj^mikx  ftlr  k>n  mit  e  bezeichnet.  Alsdann  bleibt 
der  {absolute}   Betrag  des  Bestes  offenbar  kleiner  als: 

r i_     ,       1       ,       1       ,       1  <<  1  *) 

*  L(n  +  iy  "'"  (n  +  2)»  ■•'  (n+  8)'«  ""  J  "^  n 

und  kann  also  in  beliebig  kleine  Grenzen  eingeschlossen  werden, 
wenn  man  nur  n  hinreichend  groß  nimmt  Die  trigonometrische 
Beihe  ist  demnach  bei  allen  Werten  yon  x  eine  gleichmäßig  kon- 
vergente, und  daraus  folgt  daun  auch,  daß  F(x)  stetig  ist.  Denn 
man  kann  die  Differenz  F(x  ±^x)  —  F(x)  beliebig  klein  machen, 
wenn  man  zuerst  n  so  groß  wählt,  daß  i?,  welche  Werte  auch 
X  und  X  ±  Jx  haben  mögen,  { absolut  genommen }  beliebig  klein 
ist,  und  alsdann  Jx  so  fixiert,  daß  auch  die  Differenz  der 
{ absoluten  Beträge  der }  Werte  von  JV  fttr  rc  und  x  ±  Jx  beliebig 
klein  ist. 
S61  Man  bilde    {zweitens}    den  Quotienten: 

F(x  +  2a)  —  2  F(x)  +  F(a?-~2tt) 

flBSOO 

nssl 

Wenn  nun 

nsoo 

i  A)  +^  (^«  cos  nx  +  B^  sin  nx)  —  f(x) 

ist,  wobei  f(x)  entweder  einen  bestimmten  Wert  bezeichnet  oder 
einen  unbestimmten  Wert,  der  innerhalb  des  Wertevorrates  der 
Beihensumme  an  der  Stelle  x  liegt,  so  muß  sich,  wenn  man  die 
Beihe  ^^,_, 

T A)  +^i^k  cos  kx  +  B^9m  kx)  =  f{x)  +  i^ 

setzt,  für  eine  beliebig  gegebene  {positive}  Größe  8  ein  Wert  m 
von  n  angeben  lassen,  so   daß,   wenn  ti  >  m  wird,   {der  absolute 

*)   { Es  ist  nämlich 

1 


r.< 


(n-[-^)«^(n  +  Ä— 1)(«+A;)       n  +  k  —  1      n-\-k' 

80  daß,  wenn  man  ^' »  1,  2,  8,  .  .  .  setzt  und  alle  Ungleichungen  addiert, 
sofort  hervorgeht: 

—L-4.         ^    -   4-_  ^_4.        ^^    l 
(n  +  !)•  "^  (n  +  2)' "^  (n  +  8)' "''      '^n'i 

»] 
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Betrag  von )  €„  <  d  wird.  Wir  nehmen  nun .  { die  positive  Zahl ) 
a  80  klein  an,  daß  mot  K.n  wird,  und  bringen  femer  mittels  der 
Snbstitation  , 

A^  cos  wa;  +  -B^  sin  «Ä  «  f  ^  ^1  —  b^ 

die  obige  Reihe    {für  den  Quotienten}    auf  die  Form:*) 

rt')+"f'.[(ifei5S-°)"-r..-°)i 

n  =  l 

Diese  Reihe  teilen  wir  ( abgesehen  von  ihrem  ersten  Gliede  f{x)  ] 
in  drei  Teile,  indem  wir 

1.  die  Glieder  vom  Index  1  bis  m  einschließlich, 

2.  die   Glieder  vom  Index  m  +  1  l^is  zur  größten  unter 
n\a  liegenden  ganzen  Zahl,  welche  s  heiße, 

3.  die  Glieder  vom  Index  5  +  1  bis  oo 

zusammenfassen.  Der  erste  Teil  besteht  aus  einer  endlichen  An- 
zahl stetig  sich  ändernder  Glieder  und  kann  daher  seinem  Grenz- 
werte Null  beliebig  genähert  werden,  indem  man  a  hinreichend 
klein  werden  läßt;  der  zweite  Teil  ist,  da  der  Faktor  von  e^ 
beständig  positiv  ist,  indem  sin  o; :  o;  in  den  ersten  beiden  Quadranten 
eine  durchaus  abnehmende  Funktion  ist,  offenbar  dem  {absoluten} 
Betrage  nach  kleiner  als: 


^  r /sin  w  a\  *       /sin  «  a\  *! 
\\-ri^)  -  {-Ja)  J 


{also   auch  kleiner  als  ^}.     Im  dritten  Teile  endlich  zerlege  man 
das  allgemeine  Glied  in 


und 


K8in(n— l)tt\«       /Bin(n— l)tt\»-| 

Ksin  (n  —  l)ay       /Bin  na\^  8in(2n  —  l)«Bin  a 


*)   {Zunächst  kommt  die  Foim: 

m+2<'".-.C(t:-)'-'] 


-«.)+2'.[(f^,?)"-]-2--[r^)'-'i 

Hier  darf  nun  die  erste  Summe  Ton  n  «=  i  an  erstreckt  werden,  da  der  in 
ihr  auftretende  Faktor  von  «^  für  n  «  1  gleich  Null  wird,  nach  Nr.  26. 
Vereinigung  beider  Reihen  gibt  alsdann  die  des  Textes.) 

[» 
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80  leuchtet  ein,  daß  4ie8es  Glied  ( absolut  genommen }  kleiner  ist  als 

^  L(n  — 1)»«»  "■  n«a»J  +  ^  n«~ä' 
und  folglich  die  Summe  von  n=  s  +  1  bisti^cx)  kleiner  ist  als 

Dieser  Wert  geht,  da  s  die  größte  unter  n :  a  liegende  ganze  Zahl 
bedeutet,  für  ein  unendlich  kleines  a  über  in 

Die  Reihe 

»SS  00 


Kain  (n  —  1)  a\* /sin  na\*l 
(n  — 1)«7  ■"  \   n«  7  J 


2 


nähert  sich  daher  mit  abnehmendem  a  einem  Grenzwerte,  der   (ab- 
solut genommen}   nicht  größer  als 


'[>+i+a 


sein  kann,  also,  da  6  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  Null 
werden  muß,  und  folglich  konvergiert 

F(x+2a)  —  2F(x)  +  F(x  —  2c) 
welches  gleich 

«')+2-.[(f^^)'-r,F)'] 

ist,  wenn  a  nach  Null  konvergiert,  gegen  f(x)j  womit  die  auf- 
gestellte Eigenschaft  bewiesen  ist;  f(x)  bedeutet  dabei  einen  Wert 
innerhalb  des  Wertevorrates  der  ursprünglichen  Reihe  an  der 
Stelle  x,  also,  wenn  die  Reihe  an  dieser  Stelle  konvergiert,  diesen 
bestimmten  Wert. 

Es  soll  nun   {drittens}  noch  gezeigt  werden,  daß 
^^Fix  +  2a)-2F(x)  +  F(x^2a) 

Null  wird  und  zwar  gleichmäßig  nach  Null  konvergiert,  d.  h.  bei  allen 
Werten  von  x  durch  Wahl  eines  hinreichend  kleinen  Wertes  von  a 
{ absolut  genommen }  kleiner  gemacht  werden  kann  als  eine  beliebig 
vorgegebene  Zahl,  um  dieses  zu  beweisen,  teile  man  die  { Glieder  der } 
Reihe 

S6»  LAq+^  (A„  cos  nx  +  B^  sin  n  x)  i^~~^ 

n  =  l 

»1 
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in  drei  Ghnppeii,  von  denen  die  erste  alle  Glieder  bis  zu  einem 
festen  Index  m  enthält,  von  dem  an  die  {absoluten  Beträge  der) 
Koeffizienten  Ä^  und  B^  immer  kleiner  als  s  bleiben,  die  zweite 
alle  folgenden  Glieder,  f&r  welche  na  gleich  oder  kleiner  ist  als 
eine  feste  Größe  c,  die  dritte  den  Best  der  Reihe  umfaßt.  Die 
Summe  der  ersten  endlichen  Gruppe  bleibt  endlich,  d.  h.  sie  ist 
bei  allen  Werten  von  x  kleiner  als  eine  endliche  Zahl  Q.  Die 
Summe  der  zweiten   Gruppe  ist    {absolut  genommen}    kleiner  als 


±r».-)' 


2s 

»w  +  l 

Die  Anzahl  der  Glieder  in  dieser  Summe  ist  kleiner  als  5,  und 
daher  ist  diese  Summe  kleiner  als  2cc:a*).  Die  dritte  Summe 
endlich  ist   {absolut  genommen)    kleiner  als 

^■2('^')'<^-2;^.<ll-) 

Folglich  bleibt***) 

■  F{x  +  2«)  —  2F(x)  +  Fix  —  ^a) 


2a 


<2[öa+2a(c+|)] 


bei  allen  Werten  von  Xy  woraus  der  behauptete  Satz  folgt. 

10.  { Problem  der  Integration  des  Bwelten  mittleren 
DUferentlalqnotlenten. }  Auf  Grund  des  Ergebnisses  in  dem 
letzten  Paragraphen  hat  man  nun  das  Problem  zu  behandeln  (du 
Bais-Reymondy  Abhandlungen  der  k.  bayerisch.  Akad.  der  W.,  n.  El., 
Bd.  12):  Wenn  man  von  einer  in  einem  bestimmten  Tntervalle 
stetigen  Funktion  F{x)  weiß,  daß  ihr  zweiter  mittlerer  Diflferential- 
quotient,  nämlich: 

j^  F(x  +  dx)-2F(x)  +  Fix--dx)  _  j^  J^(x) 


*)  (Hier  bedeutet  8  die  größte  ganze  Zahl,  die  nicht  größer  als 
c:a  ist,  und  überdies  ist  sin* (nceX (na)',  woraus  sofort  die  Behauptung 
des  Textes  folgt. ) 

**)   { Denn  eis  ist  nach  der  Anmerkimg  zu  S.  662 : 


-^n«a«       a«-ri«-^«'    *+l 


.+1"    •*  "    »  +  !'•  "        •'^^ 

und  außerdem  « -f- 1  >•  c :  ce. } 
*♦•)  (Zunächst  ergibt  sich 

und  hieraus  durch  Multiplikation  mit  2  a  die  Behauptung  des  Textes. } 

[»,io 
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an  jeder  Stelle  gleich  ist  einer  integrierbaren  Funktion  f(x\  d.  h. 
an  allen  Stellen,  wo  die  Funktion  f{x)  einen  bestimmten  Wert 
hat,  ebenfalls  diesen  Wert  besitzt,  an  denjenigen  dagegen,  wo  f(x) 
unbestimmt  zwischen  endlichen  oder  unendlichen  Grenzen  ist,  einen 
bestimmten  oder  unbestimmten  Wert  besitzt,  der  innerhalb  der 
nämlichen  ünbestimmtheitsgrenzen  liegt,  kann  man  dann  um- 
gekehrt Ton  der  Funktion  F(x)  behaupten,  daß  sie  sich  durch 
zweimalige  Integration  aus  f(x)  ableiten  l&ßt,  daß  also  die 
Gleichung  besteht: 

F(x)^F,(x)  +  Cx+G', 
wobei 


Stt4 


F^{^)-Jfhi){^-y)äy 


{ist},    C  und  C'  bestimmte  Eonstanten   sind  und  y  eine  willkflr- 
lich  fixierte  Größe  bezeichnet?*) 

Die  aufgeworfene  Frage  ist  leicht  zu  entscheiden,  wenn  wir 
annehmen,  daß  die  Funktion  f{x)  eine  im  allgemeinen  stetige 
Funktion  ist,  die  nur  an  einzelnen  Stellen  eine  sprungweise  ün- 
stetigkeit  erleidet;  für  den  allgemeinsten  Fall,  in  dem  yon  f{x) 
nur  bekannt  ist,  daß  es  eine  integrierbare  Funktion  ist,  die  also 
auch  unendlich  werden  kann,  ist  die  Beantwortung  schwieriger. 

U.  {Bin  HllfiMMtS.}  Wir  steUen  folgenden  Hil&satz 
voraus: 

Weiß  man  von  einer  stetigen  Funktion  q>{x),  daß  innerhalb 
eines  gegebenen  IntervaUes  der  zweite  mittlere  DifferentialquoUent 
an  allen  Stdlrn  den  Wert  Null  hat,  so  ist  g>(x)  eine  ganze  lineare 
Funktion  von  a*.**) 

Das  gegebene  Intervall  erstrecke  sich  von  x  =»  a  bis  a;  ■=  6; 
man  bilde: 

tl;{x)  =  q>(x)-  ip(o)-  J^"  [q>(b) -  g>{a)] 

l{^)  «  ±  ^(^)  -\Kx^  a)  (b  ~  x), 
wobei  6  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  bedeutet.     Es  ist  nim 

X{x  +  Jx)  —  2x(x)  +  z(X'-Jx)  y(g+^a;)  — 2y(a;)  +  y(a;— z/g) 


*)  { Hamack  hat  a  statt  y;  da  aber  tt  in  §  12  in  anderer  Bedeutung 
auftritt,  mußte  hier  ein  anderes  Zeichen  gewählt  werden.  Daß  in  der 
Tat  die  hier  angegebene  Funktion  F,  (a;)  bei  der  Integration  heraus- 
kommt, wird  in  §  12  verifiziert. } 

**)    {Geänderter   Wortlaut    des   ursprünglichen   Textes:   ip(x)   eine 
Uneare  Ifutiktüm  von  x  mit  konstanten  Koeffizienten. } 
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ein  Wert,  der  an  jeder  Stelle  des  für  q>(x)  gegebenen  Intervalles 
schließlich  positiy  wird  fOr  {lim)ii2;  =  0,  denn  der  Differenzen- 
quotient der  Funktion  (p{x)  wird  durch  Wahl  von  Jx  beliebig 
klein.  Hieraus  folgt,  daß  die  stetige  Funktion  %(x\  welche  an  den 
beiden  Endpunkten  des  Intervalles  a  und  h  den  Wert  Null  hat, 
im  Innern  des  Intervalles  kein  Maximum  besitzen  kann.  Denn 
wenn  x^  eine  Stelle  bezeichnet,  an  welcher  dieses  Maximum  liegt, 
80  ist 

es  wird  dann: 

X(x^  +  ^x)  -  2x(x,)  +  x{^i  -  ^^)  ^  0, 

nicht  aber  positiv.  Daraus  folgt,  daß  die  stetige  Funktion  %(a?) 
im  ganzen  Intervalle  von  a  bis  5  nicht  positiv  werden  kann; 
also  ist: 

±  -«f  W  -jS{x-a)(b'-x)<0  865 

oder 

±^(x)<\ö(x  -  a)(6  -  x)<{d{h  -  a)\ 

Da  d  beliebig  klein  ist,  so  folgt  hieraus,  daß  auch  der  Be- 
trag von  ^(o?)  beliebig  klein  wird,  d.  h.  daß 

g>(x)  ^g>{a)+  1^  [q>{b)  -  (p{a)] 

ist.    (Also  ist  ip{x)  in  der  Tat  eine  ganze  lineare  Funktion.} 

12.  (Integration  des  Bweiten  mittleren  Differen- 
tialqnotienten. }  Bezeichnet  man  nun  die  Differenz  zwischen 
den    im    §  10   definierten  Funktionen,    F(x)  —  F^^x),    mit  q>(x), 

Jx^  Jx*  Jx*     ' 

und  es  wird:*) 


*)   (Zun&chst  kommt 

d*F,  (X)  -^ffivKx  +  dx--y)  dy 
r 

X  X'-Jx 

-^ff(y){x-y)dy+ff(2f)(x^Jx^y)dy. 

Y  Y 

Die  drei  Integrale  heben  sich,   soweit  sie  sich  auf  das  Intervall  von  y 
bis  X  erstrecken,  gegenseitig  fort,  so  daß  bleibt: 

[11,1« 
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^^  -  ^/t^(^  + «) + ''(^  -  «)^  (^^  -  «)'*« 

0 

""  2  ' 

wenn  man  mit  f(x  +  0Jx)  und  f(x  —  0Jx)  mittlere  Werte  be- 
zeichnet, welche  innerhalb  der  Werte  der  Funktion  f{x)  in  den 
Intervallen  von  x  bis  x  +  Jx  und  a;  bis  x  —  Jx  gelegen  sind*) 
Betrachtet  man  zunächst  solche  Intervalle,  in  denen  die  Funktion 
f(x)  keine  sprungweisen  Wertänderongen  erleidet,  vielmehr  durch- 
aus stetig  ist,  so  wird  für  jede  Stelle  in  denselben: 

J*q>{x)  _         J'F(x)  J'F,{x) 

^  f(^) ^ li^  n^^ejx)±ax-^ejx)^ 

also  gleich  Null;  mithin  ist  in  jedem  dieser  Intervalle  die  Differenz 

Fix)  -  F,{x) 

eine  lineare  Funktion:  Cx  +  C'    (nach  §  11}. 

Betrachtet  man  aber  ein  Intervall,  in  welchem  die  Funktion 
f{x)  eine  sprungweise  Wertänderung  erleidet,  während  sie  zu  beiden 

Seiten  dieser  Stelle  stetig  ist,  so  wird  auch  hier  überall  lim  — ^ 
gleich  Null;  denn  an  der  Sprungstelle  x^c  ist  lim  -  ^  \     gleich 

I [/"(c  +  0)+  f{c  —  0)],  und  denselben  Wert  erhöt  auch  lim  — ^-  • 

{Hiermit  ist  gezeigt,  daß  die  §  10  aufgeworfene  Frage  bejahend 
zu  beantworten  ist. } 

x  +  Jx  x-~Jx 

^•F,  (x)  "jfmix  +  ^x-y)  dy  +J?(y)(a;  -  ^x  -  y)  dy. 

X  X  , 

Wild  die  neue  Veränderliche  a  im  ersten  Integrale  vermöge  der  Sub- 
stitution y  =  a;  4-  a  und  im  zweiten  vermöge  der  Substitution  y  =  «  —  a 
eingeführt,  so  folgt: 

Jx 

J^F,  (x)  =jlf{x  +a)  +  f(x  —  a)]  [Jx  —  a]  da 

und  hieraus  durch  Division  mit  dx*  die  Formel  des  Textes.) 

*)   { Die  beiden  6  sind  jedoch  im  allgemeinen  versdiiedene  positive 
echte  Brüche. ) 
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18.  (Beweis  dafBr^  daB  die  trigonometrische  Beihe  8«e 
die  Fonriersche  sein  mnB. }     Diese  Ergebnisse  führen  zu  dem 
Satze:  Ist  durch  die  trigonometrische  Reihe 


n  =  OD 


«  =  1 


eine  im  Intervalle  von  —  tt  bis  +  ^  un  allgemeinen  stetige  Funk- 
tion f(x)  definiert,  welche  nur  an  vereinzelten  Stellen  sprungweise 
ünstetigkeiten  erleitet,  so  besteht  bei  allen  Werten  von  x  die 
Gleichung  :•) 

lA«^  -2i(^«  °os  nx-\rB,8m  nx)  =  ff(»){x  -y)dy+  Cx+  C. 

Bezeichnet  man  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  kurz  mit 
JF\(a;),  so  folgt,  weil  die  auf  der  linken  Seite  stehende  Summe 
eine  periodiscHe  Funktion  mit  der  Periode  2  7r  ist: 

F^{x  +  2«)  +  C{x  +  2%)  +  C  —  \A^{x  +  2%y 

^F^{x)  +  Cx+G'^\Ä^x^ 
oder 

F^{x  +  2«)  «  F^{x)  —  20%  +  Ä^ixn  +  jt*), 

und  weil  för  rc  «=  —  «  die  Funktion  Fj^(x)  verschwindet,  so  ist 
F^{7t)^'-  20%, 

Aus  derselben  Gleichung  folgt,  wenn  man  sie  nach  x  diffe- 
renziert: 

F[{x  +  2n)^F[{x)  +  A^%, 

also  für  0?  =«  —  ä: 

F[{%)  -  F[{r-  it)  +  Ä^n^  Ä^it. 

Da  die  neu  gebildete  Reihe  eine  gleichmäßig  konvergente 
ist,  so  kann  sie  gliedweise  integriert  werden.  Man  findet  sonach 
die  Relationen: 

[F^(x)  -j-  Ca;  +  C]  sin  wo;  da;  —  —  ^B^n, 


+  n 

ß 


•)   { Unter   F{x)   wird   n&mlich   nun  wieder  die  in  §  9   definierte 
Funktion  verstanden. } 

[1» 
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denn  es  ist: 

j  x^  äinnxdx^  [^ 1  +      f  x  cosnxdx 

—ff  —ff        —n 

[— o;' coB  na:"i   ,    2ra:flinna;'l        2   /    .  .  _  ^v 

— ^r— J  +  nL— ÄT-J  -  ?/  «^°  *•*''*  -  o.*) 

and: 

S67        JlF^(jc)  +  Cx+Cli  cosnxdx  «  -  ^,Ä^n  +  (-  l)"^«, 

denn  es  ist: 

1  dp'cosfirte}^""! I j  xsinnxdx 

— «  -ff      -tt 

[a;*  Bin  na:"l    ,    2  rx  cos  nan        2    /  ,         4«,      ^w*\ 

Die  Ftinktion  Fi(a?)  besitzt  eine  stetige  Ableitung,  und  sonach 
Tvird  yermittels  teilweiser  Integration  das  erste  Integral**)  gleich: 

[_  '"''-^^iF.ix)  +  Cx+  C']]  +  IJ  [F[{x)  +  Cf]  oosnxdx. 

Aber  auch  dieses  Integral  läßt  die  teilweise  Integration  zu,  weil 
F[(x)  stetig  ist  und  die  integrierbare  Ableitung  f(x)  besitzt;  dem- 
nach folgt: 


ünnxdx. 

-n 


-  ^//-C*)  Sit 


*)   (Außerdem  sind  die  Formeln  (2)  und  (3)  unter  B,  S.  529,  la 
berücksichtigen. } 

•^    { Gemeint  ist   /[F,  («)  +  Ca:  +  C]  sin  nxdx.  ] 
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Die  Werte  in  den  Klammem  verschwinden*),  und  man  erhält: 


-iffc) 


B^  -=  "  I  fix)  sianxdx. 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man: 

Gos  nxdx. 
-n 


Sonach  ist  der  Satz  bewiesen:  Ist  durch  eme  triffonametrische 
Reihe  eine  im  allgemeinen  stetige  Ftmlstian  f(x)  definiert  j  toekhe 
nur  an  veremedten  Stellen  eine  sprungweise  Wertänderung  besitzt, 
so  ist  die  Beihe  eine  Fauriersche, 

Bemerkmiy.  Um  den  Satz  in  seiner  allgemeinsten  Fassung  S68 
zu  beweisen,  d.  h.  nur  imter  der  Voraussetzung,  daß  die  Funktion 
f(x),  welche  durch  die  trigonometrische  Beihe  definiert  ist,  inte- 
grierbar ist,  woraus  nach  §  8  hervorgeht,  daß  die  Koeffizienten 
der  Reihe  zuletzt  unendlich  klein  werden,  muß  man  wiederum 
den  Nachweis  führen,  daß  die  durch  zweimalige  gliedweise  Inte- 
gration der  gegebenen    {Reihe}    abgeleitete  Reihe  gleich 


f(g)(x -- y)dg  +  Cx  +  C 


wird.  Alsdann  bleiben  die  weiteren  Schlüsse  des  letzten  Para- 
graphen bestehen.  Zu  dem  Zwecke  hat  man  den  Satz  zu  be- 
weisen: Wenn  eine  stetige  Funktion  die  Eigenschaft  hat,  daß 
ihr  zweiter  mittlerer  Differentialquotient  ]imJ*F(x) :  Ja?*  gleich 
wird  einer  integrierbaren  Funktion  f{x)y  die  zugleich  auch  Stellen 
besitzen  kann,  an  denen  sie  unendlich  wird,  so  ist  F(x)  durch  zwei- 
malige Integration  aus  f(x)  bis  auf  eine  { additive }  lineare  Funktion 
darstellbar.  Dieser  Satz  läßt  sich  in  der  Tat  beweisen,  wenn,  was 
hier  der  Fall  ist,  die  Bedingung  hinzukommt,  daß  lim  J*F{x) :  Ja; 
allenthalben  gleich  Null  wird,  und  wenn  noch  die  Voraussetzung 
gemacht  wird,  daß  die  ünendlichkeitsstellen  der  Funktion  f{x) 
isoliert  sind  oder  nur  eine  „abzählbare*'  Menge  bilden.  (Math. 
Annal.  Bd.  23,  S.  266,  Bd.  24,  S.  246.) 

Ebenso  kann  man  den  in  §  7  erwähnten  Satz  beweisen: 
Wenn  eine  Fouriersche  Reihe,  deren  Koeffizienten  mit  den  Inte- 
gralen einer  Funktion  f{x)  gebildet  sind**),  schließlich  verschwindende 


•)   {Weü  F,(«)-=  — 2C«  und  Fi(— «)«0  igt} 
•*)    ( D.  h.  die  obigen  Werte  A^  und  B^  haben. } 

Berret,  Dlff-.  n.  Integntl-Beohnimg.   II.   S.  Aafl.  86 
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Koeffizienten  erh&lt,  so  stimmt  der  Wert  der  Reihe  überall,  wo 
sie  konvergiert,  mit  dem  Werte  j[f(x  +  0)  +  f(x  —  0)]  überein, 
vorausgesetzt,  daß  dies  überhaupt  ein  bestimmter  Wert  ist;  und  an 
jeder  Stelle,  wo  die  ursprüngliche  Reihe  divergiert,  jedoch  mit  end- 
lichem Divergenzmaße,  liegt  der  Wert  von  ^[f(x  +  0)  +  f(x  —  0)] 
innerhalb  der  Schwankungen  der  Reihe  an  dieser  Stelle,  oder  die 
ünbestimmtheitsgrenzen  dieses  Ausdruckes  fallen  nicht  außerhalb 
der  Schwankungen  der  Reihe. 

Endlich  kann  man  auch  das  allgemeine  Theorem  beweisen: 
Eine  Funktion  f(x)^  welche  durch  eine  trigonometrische  Reihe, 
deren  Koeffizienten  zuletzt  unendlich  klein  werden,  definiert  ist, 
kann  nicht  durch  eine  andere,  von  dieser  verschiedene  trigono- 
metrische Reihe  dargestellt  werden,  wenn  man  von  diesen  beiden 
869  Reihen  entweder  verlangt,  daß  sie  bei  allen  Werten  von  x  über- 
einstinmien  sollen,  oder  auch  nur,  daß  ihre  Differenz  im  allgemeinen 
Null  ist  und  erstlich  nur  an  Stellen,  welche  eine  diskrete  Menge 
bilden,  endlich  und  dem  Betrage  nach  größer  ist  als  eine  beliebig 
kleine  endliche  Zahl  6  (resp.  zwischen  ünbestimmtheitsgrenzen  liegt, 
deren  Betrage  größer  sind  als  i),  zweitens  nur  an  Stellen,  welche 
eine  redueible  Menge  bilden,  unendlich  wird  (resp.  zwischen  ün- 
bestimmtheitsgrenzen liegt,  deren  Betrag  unendlich  groß  wird). 

14.  {Die  Fonrlemche  Integralformel.}  In  §  6  haben 
wir  gewisse  Bedingungen  erkannt,  unter  denen  eine  im  Intervalle 
von  —  jt  bis  +  JT  irgendwie  definierte  integrierbare  Funktion  f(x} 
durch  eine  Fouriersche  Reihe  von  der  Form: 

—  1  f{a)da+-  ^    coskx  f  f(a)coshada'\'Sinkx  j  f(a)8inkada 

dargestellt  werden  kann,  so  daß  bei  jedem  Werte  von  x  inner- 
halb dieses  Intervalles  die  Reihe  entweder  den  Wert  f{x)  oder 
den  Wert  i[/(a;  +  0)  + /'(a?  —  0)]  erhalt.  Kehren  wir  nun  zu 
der  in  §  2  genannten  allgemeineren  Voraussetzung  zurück,  daß 
eine  Funktion  {{ß)  im  Intervalle  von  —  l  bis  +  i  gegeben  ist, 
so  erhalten  wir  für  diese  Funktion  unter  denselben  Bedingungen 
eine  trigonometrische  Darstellung,  indem  wir 


'-^S    rw-f©-''^*) 


substituieren.     Alsdann  wird 

irr» 

fp{x)  =-  \A^  +^  (^*  ^^  **  ^"  -^*  ^  **) 
1»,  14] 
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und 

-4;^— -  /  9>(a5)  cosÄJrcdaj  —  -ffi—)  ooskxdx'^  j  1  f{0)cos-^dg^ 
— «  — «  -I 

+«  +Ä  +1 

Bj^'^-  I  q>{x)siiihxdx  ■"- /  /"(^sinÄxda;  —  y  / /'(a?)«in-^-d;», 

folglich: 

+1 

y  >     cos-y-  I  f («)  cos— j-  dcf+sin  -j-  I  /^(a)  sin  — v-  da 


(1) 


^      *al    L 


Ist  die  Funktion  f{%)  so  beschaffen,  daS  sie  im  Intervalle 
von  —  i  bis  0  dieselben  Werte  wie  im  Intervalle  von  +  /  bis  0 
bat*),  so  werden  die  Integrale  B^ »-  0,  und  die  Gleicbung  re- 
duziert sich  auf  die  Form: 


(2)  rW-T/f(«)<*«+|Vco8*f^//'(«)co8^(l«. 

0  *b1  0 

Ist  aber  /"(—  jc)  —  —  /'(jc),  so  werden  die  Integrale  A^  —  0, 
und  man  erhftlt: 

(3)  f{i)  -  1  V,in*f ^JfC«)  sin  *^  ia. 

»  =  1  0 

Diese  Darstellungen  einer  sogenannten  willkürlichen  Funktion 
beziehen  sich  inmier  auf  ein  endUchcs,  wenn  auch  beliebig  großes 
Intervall.  Es  entsteht  daher  schließlich  noch  die  Frage,  ob  man 
auch  für  eine  Funktion,  die  für  das  ganze  Intervall  x  ^  —  cx> 
bis  rt  —  +  <^  irgendwie  definiert  ist,  eine  einheitliche  analytische 
Darstellung  dieser  Art  gewinnen  kann.     In  der  Tat  Iftßt  sich  die- 


•)  {Exakter:  e«  soll  /(—«)  —  /'(«)  sein.) 

M*  [14 
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selbe  zunlichst  durch  eine  naheliegende  Schlußfolgerung  vermuten 
und  sodann  streng  beweisen*"^.     Man  setze: 
+1  +1 

/  /•(«)  cos  (€ia)da  —  (p{q),    J  f{a)  sin  {qa)da  —  t^(^), 

femer: 

T-^>     also     J--, 

so  erhält   die    Reihe  (l),   in    welcher  x  statt  0  geschrieben  wird, 
die  Form: 

»-00  ^ 

fip)  - 1^  9(0)  +  2'^  [^^'  (*^^)  ^(*^) + "^  (*''')  *(**)^- 

Lftßt  man  nun  l  unbegrenzt  wachsen,  wobei  i  nach  Null 
konvergiert,  so  steht  zu  erwarten,  daß  die  Summe  rechts  fibergeht 
in  das  bestimmte  Integral^): 

OD 

»71  A.  I  [cos  (qx)g>{q)  +  sin  {qx)^(q)]dq 


¥ 


oder,  weil  ftir  l  »  (X>: 

<p(!l)  -  J/'(«)oos(ga)(l«,  tCff)  '^  J  f(a)sm(qa)da 

—  OB  —OD 

wird,  daß  die  Gleichung  besteht: 

0»        p  +aD  +0» 

/"(«)  ■■  ^  /  ^ff    cos(ga?)  /  /*(a)cos(ga)ila  +  sin(ga5)  /  f{a)Bm{qa)d€ 


0 

das  heißt: 


f^'^-^''ß 


f{a)  cos  q(x  —  a) da. 


Diese    Gleichung,    die   Fouriersche  Integralfarmd,   ist   zu   be- 
weisen. 


*)  Ich  befolge  dabei  im  wesentlichen  die  Methode,  welche  Heir 
C.  Neumann  in  seiner  Schrift:  Über  die  nach  Kreis-,  Kugel-  und 
Zylinder -Funktionen  fortschreitenden  Entwicklungen  (Leipzig  1881), 
8.  54—70,  ausgebildet  hat. 

♦*)   {  Denn    wenn  q  =  k9,  ^g  =  (*  -f- 1)*  —  ikd  —  *  gesetzt   wird, 
hat  die  Summe  die  Form  der  Sunmie  /  in  Nr.  404. } 

14] 


Anhang  von  Hamack  über  die  Fonrienche  Reihe.  565 

16.  {▼erallgemelnenmg  des  Grenswertes  In  §  6.} 

Der  in  §  3  bewiesene  Satz,  welcher  das  Fundament  f&r  aUe  diese  Unter- 
suchungen bildet,  läßt  sich  in  allgemeinster  Weise  so  aussprechen: 
Ist  f(x)  eine  in  einem  beliebigen,  aber  endlichen  Intervalle  von 
a  bis  b  iiU>eraU  endliche  und  integrierbare  Funktion,  so  unrd: 

b  b 

Um  f  f(x)  cos  nxdx       und       lim  f  f{x)  sin  nxdx 

a  a 

für  n^^  oo  gleich  NuU,  wenn  die  Zahl  n  in  beliebiger  Weise  über 
jeden  Betrag  hinaus  wächst. 

Denn  da  früher  dieser  Satz  bewiesen  wurde,  falls  n  die  Reihe 
der  ganzen  Zahlen  durchläuft,  so  erkennt  man  leicht,  wenn  n  von 
der  Form  m  +  ß  ist^  wobei  m  eine  { positive }  ganze  Zahl,  ß  eine 
{positive}  Zahl  kleiner  als  Eins  bedeutet: 

6  6  6 

/  f(x)&nnxdx  »  f  f{x)Bmmxco8ßxdx  +  /  f(x)cosmxsmßxdx 

•  a  a 

und 

6  6  6 

/  f(x)coBnxdx»  j  f(x)cosmxoosßxdx  —  j  f(x)Biamxwjißxdx^ 

a  a  a 

und  die  rechten  Seiten  konvergieren  mit  wachsenden  Werten  von 
m  nach  Null. 

Daraus  folgt  nun   wie  früher:    Der    Grenzwert  des   Integrals  S78 

6 


}.ff^^)-JlS(^^l^ax 


für  q^  (x>  hängt  nur   ab  von   dem   Verhalten  der  FunMon  f(x) 
in  unmittelbarer  Umgebung  der  Stelle  x^*), 

*)  { Liegt  n&mlich  x^  nicht  im  Intervalle  von  a  bis  (,  so  iflt  der 
Grenzwert  nach  dem  Vornergehenden  ffleich  Null.  Liegt  dagegen  x^ 
im  Intervalle,  so  wählen  wir  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  S  und 
Kriegen  das  Integral  in  die  Summe: 

6 


+i^jm^'^äx. 


Die  Grenzwerte  des  ersten  und   dritten  Integrals  für  lim  g  ■»  oo  sind 

[15 
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Liegt  %  außerhalb  des  Intervalles  von  a  bis  5,  so  wird  dieser 
Grenzwert  gleich  Null;  liegt  dagegen  x^  innerhalb  des  Intervalles, 
so  wird  der  Grenzwert  gleich: 

il/(*i  +  o)  +  f(«i-o)], 

vorausgesetzt^  daß  eine  der  im  §  6  als  hinreichend  erkannten  Be- 
dingungen erfüllt  ist.  Fällt  endlich  x^  mit  einer  der  Grenzen  a 
oder  h  des  Integrationsintenralles  zusammen,  so  ist  unter  denselben 
Bedingungen  der  Grenzwert  des  Integrals  gleich  j/*(a  +  0)  oder 
i/-(6-0). 

16.  { Vdrallgdmelnomng   auf  endlose  Intervalle.) 

Der  vorstehende  Satz  besteht  aber  auch  unter  gewissen  Bedingungen, 
wenn  die  Grenzen  des  Integrals  unendlich  werden.  LftSt  man  zu- 
erst h  unendlich  werden,  betrachtet  also  das  Integral 

a 

{ für  beliebig  großes  to),  so  muß,  damit  der  obige  Satz  seine  Geltung 
beh&lt,  erstlich  dieses  Integral  bei  jedem  endlichen  Werte  Ton  q  einen 
bestimmten  Wert  haben,  zweitens  muß,  nachdem  u'^x^  angenommen  ist. 


«c/  x  —  x^ 


entweder  bei  festem  Werte  von  u  durch  Wahl  von  q  oder  durch 
Wahl  von  u  unabhängig  von  q  kleiner  als  eine  beliebig  kleine 
Größe  i  gemacht  werden  können,  wie  groß  auch  «^  >  ti  gewählt 
werden  mag. 

Für  diese  Forderungen  lassen  sich  hinreichende  Bedingungen 
angeben,  die  in  ein^Bkcheren  Aussagen  über  die  Funktion  f(x)  be- 
stehen. 

Erstens:  Wenn  f(x)  bei  beliebig  wachsenden  Werten  von  x 
schließlich   keine    Oszillationen   mehr   macht,    sondern   von    einem 
878  bestimmten  Werte  für  x  an  entweder  beständig  ?rachsend  oder  be- 
ständig abnehmend  einer  bestinmiten  endlichen  Grenze  für  x  =^  oo 
zustrebt,  so  ist  nach  dem  zweiten  Mittelwertsatze  (§  463):*) 


gleich  Null,  da  hier  x^  nicht  in  den  Intervallen  liest.   Es  bleibt  also  das 


zweite  Integral  übrig,  das  sich  nur  auf  die  ümgeBung  der  Stelle  a\  be- 
zieht.   Analog  ist  zu  schließen,  wenn  x^  ia  a  oder  b  liegt.} 

*)  {Jetzt  Satz  24,  Nr.  424.  Daß  nämlich  dieser  Satz  für  endliche 
und  integrierbare  Funktionen  überhaupt  gilt  (nicht  nur  für  stetige),  läßt 
sich  leicht  beweisen.    $  bedeutet  wieder  einen  positiven  echten  Bruch. } 
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u  u 

falls  die  Beträge  der  Funktion  f{x)  im  Intervalle  von  u  bis  oo 
nicht  zunehmen^  und 

M  U-k-ß{tO-u) 

Mls  die  Beträge  der  Funktion  f{x)  in  dem  Intervalle  von  u  bis  cx> 
nicht  abnehmen.  Die  beiden  Integrale  rechts  aber  werden,  wenn 
u  fixiert  ist,  durch  Wahl  von  q  beliebig  klein,  wie  groß  auch  w 
gewählt  ist.*) 

Zweitens:  Wenn  f{x)  zwar  für  o;  —  oo  unendlich  viele  Maxima 
und  Minima  hat,  aber  f(x)  '.(x  —  x^)  absolut  integrierbar  ist.  Denn 
es  ist  alsdann**): 

\    U  l  tt 

und  dieser  Ausdruck  wird  durch  Wahl  von  u  bei  jedem  Werte 
Yon  q  beliebig  klein. 

Drittens:  Wenn  f(x)  für  a;  —  cx>  endlich  bleibt  und  eine  Ab- 
leitung besitzt,  die  im  Intervalle  bis  o; »"  oo  absolut  integrierbar 
ist     Denn  es  ist***): 


*)  { Es  ist  nämlich,  wenn  q{x  —  Xi)'^g  gesetet  wird: 

ll+0(M;-tt)  o[i«+d(io-M)-*il 

«-«,  J     z 


I'- 


und  dies  Integral  hat  nach  Nr.  469  für  lim  g  •»  oo  den  Grenzwert  Null. 
Ebenso  ist  der  SchloA  für  das  zweite  Integral  zu  machen.} 

**)   {Im  Original  fehlt  links  die  Angabe  des  absoluten  Betrages.} 
*^  iln  dem  Doppelintegrale   rechts  auf  folgender  Seite  tritt  die 
Yeiänderhche  x  in  zweierlei  Bedeutung  auf.   Es  wäre  besser,  dies  Doppel- 
integral so  zu  schreiben: 


/n.,[/-sii^..]... 


Die  Formel  ergibt  sich,   indem  man  auf  dieses  Integral  die  teil- 
weise Integration  ausfährt.} 
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also: 


U  U  U  U 

oder  gleich: 

AT' 

t74  I)m   Integral  / dg  ist  { absolut  genommen }  jedenfalls  nicht 

n 

größer   als    der  Wert   l^dz  (§  466,  Nr.  2    {jetit  Nr.  469}). 

Bezeichnet  man  diesen  Wert  mit  a,  so  ist  der  {absolute}  Betrag 
des  zweiten  Integrals  kleiner  als 


aj\f{x)\dx; 


er  wird  also  ebenso  ¥rie  das  erste  Integral  der  rechten  Seite  durch 
Wahl  von  u  {absolut  genommen}  beliebig  klein,  wie  groß  auch  q 
werden  mag. 

Unter  gleichartigen  Bedingungen  für  die  untere  Orenze  —  cx> 
besteht  dann  der  Satz: 

^)Jf{x)'^^^^dx  -  i  [/<*,  +  0)  +>(^,  -  0)] 

fttr  jeden  endlichen  Wert  von  x^. 

17.    { Übergang  mm  Fourlersehen  IntegraL }    Von 

dem  behandelten  einfachen  Integrale  kann  man  nun  leicht  zu  einem 
zweifachen  Integrale  übergehen.     Es  ist: 


/• 


oo8,(*-»,)dg-^^3), 


1«,17] 
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also  ist: 

a  0  a 

Auf  der  linken  Seite  kann  man,  da  f{x)  integrierbar  ist,  die 
Folge  der  Integrationen  vertauschen,  nnd  demnaoh  wird: 

6  6 


I' 


dqjf{x)  008  3(«  -  x,)dx  ^ff(x)  5?|^^)dx, 
und  folglich  besteht  {nach  §  15}  der  Satz*): 

6 

f(x)  COS  q(x  —  Xi)dx 


Um^fdqff 

'  0  a 


f^  gle¥^  Null,  wenn  x^  außerhalb  des  IntervaUes  von  a  bis  b  liefet, 
dagegen  gleich  |  [f(x^  +  0)  +  f{x^  —  0)],  wenn  x^  innerhalb  dieses  875 
IntervaUes  liegt,    Ist  x^^  a  oder  b,  so  ist  der  Grenewert  bezüglich 
ffMch  \f{a  +  0)  oder  \f(b  -  0). 

Diese  Formel  gilt  auch,  wenn  a  und  b  unendlich  werden, 
vorausgesetzt,  daß  die  Funktion  f(x)  im  Unendlichen  die  in  §  16 
als  hinreichend  erkannten  Eigenschaften  besitzt;  es  ist  alsdann: 

il/(^i  +0)  +  /'(rCx-0)]-lim    lim  ^  fdq  ff{x)  cos  q(x-^x,)d  x. 

aas  — OD     0  a 

Hierbei  ist  die  Beihenfolge  der  Ghrenzprozesse  zu  beachten.  Es 
ist  zuerst  das  zweifache  Integral  zwischen  endlichen  Grenzen  zu  bilden, 
sodann  sind  a  und  b  unendlich  imd  schließlich  q  unendlich  zu  setzen. 
Man  kann  auch  zuerst  q  unendlich  werden  lassen,  wenn  man  a 
und  b  so  bestinmit  hat,  daß  der  Punkt  x^  eingeschlossen  wird; 
wesentlich  nach  dem  bisherigen  Beweisgange  aber  ist,  daß  zuerst 
das  Doppelintegral  mit  endlichen  Grenzen  gebildet  wird. 

18.  { aiUtlgkeltBbedinffimrei&  fttr  die  Fonrlersohe 
Integralformel.}  Schließlich  bleibt  nur  noch  die  Frage:  Unter 
welchen  Bedingungen  gilt  nun  auch  die  Gleichung: 

00  OD 

H/'(«i  +  0)  +  /"(^  -  0)]  -  ^"^^ffi")  «>»«(*  -  *i)''*' 

welche  wir  oben   {in  §  14}  als  die  Fouriersche  Integralformel  be- 
zeichnet haben?     Setzt  man: 


*)   {Im  Original  fehlt  der  Faktor  l:3r.j 


570  Anhang  von  Hamack  ober  die  Foimenche  Reihe. 

fdqffix)o».q(x-s,)dx~U,       Jf(x)'^^-f^dx  -  F, 

Ca  a 

80  ist   {nach  §  17}   bei  jedem  endlichen  Werte  von  h: 

U^  V. 
Setzt  man  femer: 


/ 


q  m  00 


^  "^'  r-lim  F    für    d«(X>. 

Damit  mm  auch  die  Gleichung  TJ'  »  Y'  bestehen  bleibe,  muß 
ü"  —  lim  J7    für    6  —  00 

sein,  d.  h.  es  muß  sein: 

y>  OD  %  ^ 

dq  i  f{x)  co8  3(a5  — «i)d«  — lim   /  dq  1  f{x)  GOBq(x  —  Xi)dx. 

0  a  0  a 

Diese  Gleichung  erfordert  einerseits,  daß  die  rechte  Seite  über- 
haupt eine  bestimmte  Grenze  hat,  was  der  Fall  ist,  sobald  sich 
eine  untere  Grenze  u  ausfindig  machen  läßt,  so  daß  f&r  jeden 
Wert  w>u: 

j  dq  I  f{x)  cosq(x  —  Xi)dx 

i absolut   genommen}   kleiner  wird  als  eine  beliebig    vorgegebene 
positive}   Größe  S;  andererseits  daß 


f  f(x)  cosq{x^x^)dx 


ein  bestimmter  Wert  ist,  dessen  Integral  nach  q  beliebig  klein  ist, 
wenn  u  hinreichend  groß  gew&hlt  wird,  unter  q  ist  dabei  eine 
endliche  bestimmte  Größe  zu  verstehen. 

Auch  hierfür  lassen  sich  wiederum  hinreichende  Bedingungen 
angeben,  durch  welche  die  zuletzt  {in  §  16}  gefundenen  drei 
eingeschränkt  werden. 

Erstens:  Wenn  f(x)  bei  beliebig  wachsenden  Werten  von  x 
schließlich  keine  Oszillationen  mehr  macht,  sondern  von  einem 
bestimmten   Werte   von   x   an   entweder   beständig  wachsend  oder 

181 
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beständig  abnehmend  f&r  o;  •-  oo  nach  NuU  konvergiert  und  dabei 
integrierbar  .ist.     Denn  alsdann  ist: 

w  i«  +  0(w  — tf) 

I  fix)  COS q^ix  —  «i)  da?  —  f{u)  j  cos q(x  —  Xi)dz 


also: 


Dieser   Wert   ist,   wie    groB    auch   w   werden   mag,    {absolut  ge- 
nommen} jedenfalls  kleiner  als*) 

und  wird  also  mit  mit  f(u)  {absolut  genommen}   kleiner  als  jede  B77 
Torgegebene  Größe.    Desgleichen  ist  auch  nach  dem  ersten  Mittel- 
wertsatze {jetzt  Satz  21,  Nr.  420}  *♦): 

/  f(x)  cos q(x  —  oJi)  da?  —  Jlf [cos q(x  —  xj]  1  f{x)  d«, 

u  u    . 

also  dem  {absoluten}  Betrage  nach  nicht  grSBer  als 

\ff{x)dx  . 

Zweitens:  Wenn  f(x)  zwar  fttr  ä  —  c»  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  hat,  aber  dabei  absolut  integrierbar  ist. 
Denn  alsdann  ist**^): 

|yV(a;)  cos q{x  -  x^)dx\  <f\  f(x) \ dx. 


*)   (Im  Original  fehlt  die  Angabe  des  absoluten  Betraffes. } 
**)  {Hierbei   bedeutet   M[cob  q(x  -^  xj]   einen   der  Werte,   die 
eo8q(x  —  x^  im  Intervalle  annimmt } 

***)   ( im  Originial  fehlt  links  die  Angabe  des  absoluten  Betrages. } 

[1» 
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Drittens:  Wenn  f(x)  eine  stetige  Funktion  ist,  die  ftlr 
a;  —  OD  nach  Null  konvergiert  und  deren  Ableitung  f'(x)  absolut 
integrierbar  ist.     Denn  es  ist: 

w  w 

J/(a;)oo8a(«-«,)<ix-[^(a;)5M^=^)]-iJ/'(it)8m«(ar-a:,)d*, 
also: 

-J  yJ  ^(*)  '"*  «(*  -Xi)dx. 

Die  beiden  ersten  Terme  rechts  werden   {absolat  genommen)    mit 
f(u)  und  f(w)  beliebig  klein,  der  dritte  ist  gleich; 

fr(x)äxf^M(^d,. 

u  0 

aUo   {absolut  genommen}   kleiner  als  das  Produkt  von 
l\f(x)\dx    mit     /—— d«, 

tt  0 

welches  durch  Wahl  von  u  beliebig  klein  wird. 
Desgleichen  ist: 

878  ff(x)coBq{x-x,)dx~  [/•(*) ^?^^^|=^]_ij/^(x) sin g(x-«,)d*. 

u  u         u 

__  Bin  Q  ioß  ^"^  JCa  ^  _— _ 

Der  absolute  Wert  von  — ^ -^  ist  bei   allen  Werten    von  q 

nicht  größer  als  Eins;  also  wird  die  rechte  Seite  dem   {absoluten} 
Betrage  nach  nicht  größer  als*) 

\f(u)\+J\ax)\du. 

U 

Ist  solch  eine  Bedingung  auch  f&r  jc  »  —  oo  erfüllt,  so  be- 
steht die  Gleichung: 

+•  +« 


ijdqffix)  cos  qix  -  x,)dx  _|>(x) 5LJ^=^> d« 


•)  {Im  Original  steht  f(u)+f\f'(x)\dx.} 
18] 
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Konvergiert  nun  q  nach  Unendlich,  so  geht  die  rechte  Seite 
in  den  Wert  j[f(x  +  0)  +/*(«  — 0)]  über,  weil  mit  den  Be- 
dingnngen  dieses  Paragraphen  zugleich  die  Bedingungen  im  §  16*) 
erfüllt  sind.     Sonach  wird  auch 


W' 


+  » 
f(x)  cos  q(x  -  x,)dx  -  \[f{x,  +  0)  +  f(x^  -  0)]. 


unter  den  als  ausreichend  erkannten  Bedingungen  für  die 
Gültigkeit  dieser  Gleichung  wollen  wir  die  beiden  nochmals  hervor- 
heben, die  f&r  die  Anwendung  am  wichtigsten  sind.  Die  Fouriersche 
Integralformel  gilt  bei  jedem  Werte  von  x: 

1.  fOr  jede  stetige  Funktion,  die  im  Intervalle  von  —  od 
bis  +  oo  an  keiner  Stelle,  auch  nicht  im  Unendlichen, 
unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat  und  im  ganzen 
unendlichen  Intervalle  integrierbar  ist  (solch  eine  Funk- 
tion verschwindet  für  o?  «  jt  ^^)i 

2.  für  jede  stetige  Funktion,  die  für  a?  — >  ±  oo  den  Wert 
Null  hat  und  deren  Ableitung  absolut  integrierbar  ist. 

19.    { Spemlalislening    der  FormeL}      Die    allgemeine 
Formel    erhält    eine   speziellere  Form,   sobald   f(x)  entweder  eine 
paare  oder  eine  unpaare  Funktion**)  ist;  denn  schreibt  man  dieselbe 
in  der  Form: 
<»     -h« 

—  I  dqjfix)  (cos  qx  cos  gos^  +  sin  qx  sin  qx^)  dx  879 

'     —  -il/(^  +  0)  +  f(a^-0)], 

so  folgt: 

Ist  f(x)  —  /•(—  Äj),  so  wird  für  rCj  >  0: 
I /dg  cos  qxjf{x)  cos  qxdx  =  \{f(x^  +  0)  +  f(x^  - 0)], 
und  ist  f(x)  —  —  /*(—  «),  so  wird  für  «^  >  0: 

00  OD 

^Jdq  Bmqxijf{x)smqxdx^\[f(x^  +  0)  +  f{xi  -  0)]. 

*)    { Im  Original  steht  §  17.  j 
**)   (D.  h.  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Funktion.} 
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Die  Zahlen  bedeuten  nicht  die  Seiten,  sondern  die  Nunmern  des  Textes, 
insbesondere  die  kursiven  Zahlen  die  Nummern  des  Harnackschen 
Anhanges,  w&hrend  A  und  B  die  Abschnitte  der  Einleitung  zu  diesem 

Anhange  beseichnen. 
In  der  Regel  gehen  unter  ein  und  demselben  Stichworte  die  allgemeineren 

Begriffe  den  spezielleren  voran. 
Abkürzungen:   Fkt.  ^  Funktion,  kompL  »  komplex,  Eoord.  »  Koordi- 
naten, Log.  =  Logarithmus,  mon. «-  monogen,  rat.  »>  rational,  Yezand.  » 

Veränderliche. 


A. 

Abbildung  derEbenesteüff  698, 
im  kleinen  694,  696,  699,  gleich- 
sinnig 696,  insb.  Abbildung  d. 
Richtungen  696,  konform  oder 
mittels  mon.  Fkt.  siehe  konforme 
Abb.,  winkeltreu  626,  687. 

Ableitung  des  bestimmten  Inte- 
grals 410,  einer  Fkt.  einer  kompl. 
Yerftnd.  621,  622,  einer  gleich- 
mäßig konvergenten  Reihe  427, 
428,  646,  höherer  Ordnung  einer 
mon.  Fkt.  643,  des  Integrau  einer 
mon.  Fkt.  688,  des  Arkussinus 
668,  der  Bogenlänge  642,  648, 
der  Gammafkt.  600,  des  Log.  d. 
Gammafkt.  602,  604,  608,  626, 
siehe    auch   Differentialquotient. 

Absolute  Integrierbarkeit  A. 

Absoluter  Betrag  d.  bestimm- 
ten Integrals  414,  bei  beliebig 
engen  Grenzen  419,  im  kompl. 
Bereiche  680. 

Additive  Eonstante  beimlnte- 
gral  400,  661,  662. 

AlgebraischeFunktionen  inte- 
griert 429—460,  von  elementaren 
Fktn.  integriert  461. 

Algebraische  Summe  von  Inte- 
^^en  413. 

Amplitude  vielwertig  668. 

Amslers  Planimeter  641. 

Analytische  Fortsetzung  einer 
Fkt.  660. 


Analytische  Funktion  als  mon. 
Fkt.  628,  ümkehrung  643. 

Anfangsecken  669. 

Anfangswert  des  Integrals  400. 

Anwendungen  des  Cauchysehen 
Satzes  640,  648—646,  648,  649, 
661. 

Arithmetisches  Mittel  der  Ordi- 
naten  419. 

Arkusfunktionen  beim  Inte- 
grieren rat.  Fktn.  482,  488. 

Arkussinus  im  kompL  Bereiche 
668. 

Arkustangens  als  Integral  688, 
als  mon.  Fkt.  626,  au8{[edrfiekt 
durch  Log.  688,  unendlich  viel- 
deuÜg  662. 

Astroide  684. 

A  symptotischerWert  der  Fakul- 
tät 617. 

B. 

Bedinffung  für  Ableitungen  im 
kompl.  Bereiche  622,  fSt  Dar- 
stelloarkeit  durch  Fouriersche 
Reihe  bzw.  Integralformel  6,  16^ 
18,  für  Integrierbarkeit  A,  fSr 
Multiplikatoren  612,  für  rat  In- 
tegrale rat.  Fktn.  481,  668,  für 
Unabhängigkeit  des  Integrals  vom 
Wege  619,  620,  für  TolTständige 
Differentiale  608—611. 

Berechnung  der  Ableitung  des 
Log.  d.  Ganunafkt  604,  626,  der 
Bemoullischen  Zahlen  622,  529, 
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der  Eulerschen  Konstanten  608, 
687,  der  Gammafkt.  608,  des  Log. 
d.  Gammafkt.  608,  628,  526,  von 
n  428,  481. 

Bereich  siehe  einfach  susammen- 
hängender  Ber.  u.  Integrationsber. 

Bernoullisohe  Zahlen  622—627, 
independent  berechnet  629. 

Bestimmteslntegral410,412,  A, 
abgeschätzt  418,  Beispiele  469, 
477_480,  492—496,  berechnet 
aus  nnbestimmtem  411,  477  bis 
480,  differenziert  410,  A,  differen- 
ziert nach  einem  Parameter  488, 
490,  491,  dividiert  durch  das 
Int^all  401,  eingeschlossen  in 
beliebig  engen  Grenzen  419,  ein- 
geschlossen zwischen  zwei  Werten 
412 — 414,  als  Funktion  der  oberen 
Grenze  410,  mit  den  Grenzen  -f  od 
oder  —  oo  464—469,  474,  Haupt- 
wert 476,  integriert  nach  einem 
Parameter  489—491,  in  Mittel- 
wertsätzen siehe  Mittelwertsätze^ 
Singular  476,  stetig  410,  A,  als 
stetige  Fkt.  der  oberen  Grenze 
und  eines  Parameters  487,  mit 
Sprungstellen  476,  bei  Substitu- 
tion neuer  Yeränd.  417,  418,  462, 
482  —  486,  bei  teilweiser  Inte- 
gration 416,  mit  unstetigem  Inte- 
granden  470—476,  mit  willkur- 
ucher  oberer  Grenze  verwandelt 
in  eines  mit  bestimmter  oberer 
Grenze  485,  einer  positiven  Fkt. 
412,  berechnet  mittels  der  Gamma- 
fkt. 612—614,  von  Fourier  U 
bis  iP,  dessen  Grenzwert  die 
Fouriersche  Reihe  ist,  ^,  5,  für 
den  Rest  der  Taylorschen  Reihe 
421,  422,  spezielle  siehe  im  In- 
haltsverzeichnisse, siehe  auch  In- 
tegrale und  Eurvenintegrale. 

Beweis  des  Fundamental- 
satzes der  Algebra  660. 

Beziehung  zwischen  den  Um- 
fangen von  Ellipsen  662. 

Bild  punkte  bei  Abbildung  der 
Ebene  693,  626. 

Bilineare  Gleichung  für  ent- 
sprechende Richtungen  bei  Ab- 
bildungen 696. 

Binom  als  mon.  Fkt.  628. 

Binomialformel  im  kompl.  Be- 
reiche 667. 

Bogenelemente  der  Parameter- 
linien 600. 


Bogenlänge  definiert  642,  648, 
als  Integral  401,  642,  648,  des 
Integrationsweges  680,  642,  siehe 
auch  Rektifikation. 

J3(p,  g)  siehe  Eulersche  Integrale. 

Bruch  aus  mon.  Fktn.  624. 

C. 

Cartesisches  Blatt  634. 

Cassinische  Kurven  664,  666. 

Gauchjscher  Fundamental- 
satz 639,  Zusatz  dazu  646,  ange- 
wandt 640,  643—646, 648, 649, 661. 

Oauchysche  Restform  422. 

Oauchy-Riemannsche  Glei- 
chungen  628. 

Gavalierisches  Prinzip  663. 

D. 

Darstellbarkeit  durch  die 
Fouriersche  Reihe  5,  6, 

Definition  der  Ableitung  im 
kompl.  Bereiche  621,  des  be- 
stimmten Integrals  410,  der  Bogen- 
länge 642,  648,  des  Doppelinte- 
grals  668,  669,  678—676,  677, 
des  dreifachen  Integrals  608,  der 
elliptischen  Integrale  440,  der 
Eulerschen  Integrale  496,  der 
Fläche  in  der  Ebene  409,  der 
Gammafkt.  496,  606,  607,  der 
gleichmäßigen  Konvergenz  426,. 
641,  der  gleichmäßigen  Stetig- 
keit 486,  deslntegrabilitätsfaktors 
612,  des  IntegrsJs  als  invers  zum 
Differentialquotienten  399 ,  dea 
Integrals  als  Grenzwertes  einer 
Summe  404,  410,  des  Integrals 
im  kompl.  Bereiche  629,  des  Inte- 
ffrationsweges  617,  der  Integrier- 
barkeit  A,  des  Kurvenintegrala 
616,  616,  der  mon.  Fktn.  628,  des 
Multiplikators  612,  des  n-fachen 
Inteflrrals  606,  der  Oberfläche  684,. 
der  Periodizi^tsmoduln  661,  652, 
der  Potenz  im  kompl.  Bereiche 
664,  der  Schwankung  406,  670,  A, 
des  Volumens  678 

^qp  oder  yi  —  Ä;«sin«g?  448,  646, 
648,  649,  siehe  auch  elliptische 
Integrale. 

Differential  608,610,  durchMulti- 
plikator vollständig  gemacht  612 
bis  614,  des  IntegralB  401,  410, 
des  Integrals  bei  Einführung  neuer 
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Yeränd.  417,  siehe  auch  toU- 
Btöndiges  Diff. 

Differentialquotient  siehe  Ab- 
leitung u.  Differentiation,  Tor- 
warts und  rückwärts  gebildet  6, 
zweiter  mittlerer  10 — 12. 

Differentiation  einer  Fkt.  im 
kompl.  Bereiche  621,  688,  insbes. 
einer  Fkt.  von  einer  Fkt.  624, 
einer  gleichm&Big  konvergenten 
JEleihe  427,  608,  646,  eines  Inte- 
grals 401,  410,  eines  Integrals 
nach  einem  Parameter  487,  490, 
491,  des  Integrals  einer  mon. 
Fkt.  683,  invers  zur  Integration 
401,  einer  mon.  Fkt.  623,  einer 
mon.  Fkt.  wiederholt  643,  des 
Arkussinus  im  kompl.  Bereiche 
668,  der  Potenz  im  kompl.  Be- 
reiche 668,  siehe  auch  Ableitung 
und  Differentialquotient. 

Differenz  von  mon.  Fktn.  624. 

Dimensionen  des  Raumes  606. 

Dirichletsche  Formel  f&r  gewisse 
Doppelintegrale  680,  fSr  ein 
n-faches  Integpral  607. 

Divergenz  siehe  Konvergenz,  der 
Stirlmgschen  Reihe  628. 

Divergenzmafi  8, 

Doppelintegral  als  Grenzwert 
einer  Summe  mit  rechteckigem 
Bereiche  678,  mit  beliebigem  Be- 
reiche 676,  in  allgemeinerer  Auf- 
fassung 677,  ausgewertet  durch 
zwei  ein&che  Integrationen  673, 
676,  transformiert  697—699,  mit 
bestimmten  Grenzen  673,  mit 
speziellem  Bereiche  680,  f&r  die 
Eomplanation  bzw.  Kubatur  siehe 
diese,  statt  eines  Kurvenintegrals 
618—620,  zur  Berechnung  eines 
einfachen  Integrals  683,  för  sta- 
tisches Moment  602. 

Doppelter  Grenzübergang  621. 

Dreiecksfläche  630. 

Dreifaches  Integral  603,  trans- 
formiert 604. 


Einfach  zusammenhängender 
Bereich  einer  mon.  Fkt.  682, 
einer  gleichmäßig  konvergenten 
Reihe  von  mon.  Fktn.  647 ,  her- 
gestellt durch  neue  Grenzlinien 
636  —  639,  für  1  :  (1  +  5«)  632, 
.638,  für  1  :  «"  636. 


Einfache  geschlossene  Linie 
661. 

Eingeschriebenes  Polyeder 
669. 

Eingeschriebene8Pol7gon404. 

Einschluß  des  Integrals 
■wischen  zwei  Werten  412,  414. 

^(A;,  9)  und  E^  siehe  elliptiache 
Integrale. 

Elementare  Funktionen  401, 
429,  integriert  429. 

Ellipse  quadriert  664,  rektifiziert 
646,  rektifiziert  mittels  der  Hyper- 
bel 661. 

Ellipsenumfänge  662. 

Ellipsoidfläche  692,  insbes.  Ro- 
tationsfläche 688. 

EUipsoidvolumen  664,  607. 

Elliptische  Integrale  440—460, 
646,  reduziert  441—444,  Eik,fp) 
und  F(k,  (p)  646—660,  692,  JE. 
und  F,  647—649,  662,  angewandt 
zur  Rektifikation  646—666,  siehe 
auch  elliptische  Normalintegrale. 

Elliptische  Normalintegrale 
erster  Gattung  446,  446,  472,  485, 
646—656,  zweiter  Gattung  445, 

446,  646—662,  dritter  Gattung 

447,  reduziert  auf  anderen  Modid 
648—660,  mit  Modul  Eins  450. 
mit  Modul  NuU  449,  mit  Modul 
1 :  Y^  663. 

Eulersche  Integrale  erster  (rat- 
tung  £(p,  q)  496,  499,  607,  re- 
duziert auf  die  Gammafkt.  497, 
zweiter  Gattung  siehe  Gkmmaf  kt. 

Eulersche  Konstante  602,  be- 
rechnet 603,  527. 

Eulersche  Kurven  660. 

Eulerscher  Multiplikator  612. 

Evolventen  und  Evolute  661, 
662. 

Existenz  beweise  für  Integrale 
403,  406—408,  410,  669,  671,  578, 
674,  676,  677,  615—617,  629. 

Exponentialfunktion  als  mon. 
Fkt.  623,  integriert  634,  ange- 
wandt zur  Definition  der  Potenz 
664. 

Exzeß,  sphärischer  590. 

F. 

Fakultät  im  Zusammenhange  mit 
d.  Gammafkt.  498,  502,  506,  509, 
616,    ihr    asymptotischer    Wert 
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517,  eingeBchlossen  zwischen  zwei 
Fktn.  618. 

F(k^q>)  und  F|  siehe  elliptische 
Integrale. 

Fläche  in  der  Ebene  als  Intejpral 
401,  408,  411,  als  Grenzwert  einer 
Polygonflache  404,  406—409,  pro- 
jiziert auf  eine  andere  Ebene  414, 
684,  ihr  Vorzeichen  409,  411, 
680,  640,  641,  ihre  statischen 
Momente  602,  überstrichen  durch 
eine  Strecke  640,  641,  siehe  auch 
Quadratur. 

Fl&che  krumm  ersetzt  durch  an- 
genäherte Fläche  668,  668,  678, 
ersetzt  durch  Polyeder  663,  669, 
671,  672,  678,  684. 

Flächengrenze  in  der  Ebene 
ersetzt  durch  benachbarte  Linie 
404,  406—409,  681. 

Flächenintegral  siehe  Doppel- 
integral. 

Flächen  streifen  für  näherungs- 
weise  Quadratur  686. 

Formel  von  Wallis  für  «  481, 
611,  617. 

Fouriersches  Integral  14 — 19. 

Fouriersche  Koeffizienten 
siehe  Koeffizienten  der  Fourier- 
sehen  Reibe. 

Fouriersche  Reihe  B,  1-7,  13, 
14 — 16,  Grenzwert  ihrer  Koeffi- 
zientend,  reduziert  auf  den  Grenz- 
wert eines  Integrals  4,  5,  nur  ab- 
hängig vom  Verhalten  der  Fkt. 
in  der  Umgebung  4,  an  den  Inter- 
vallgrenzen 6,  ümkehrung  der 
Problemstellung  7,  identisch  mit 
trigonometrischer  Reihe  13,  um- 
geformt in  das  Fouriersche  Inte- 
gral 14,  17—19. 

Functio  integralis  410. 

Fundamentalgrößen  einer 
Fläche  600,  in  Polarkoordinaten 
601. 

Fundamentalsatz  der  Alge- 
bra 660. 

Fundamentalsatz  von  Cauchy 
639,  Zusatz  646,  angewandt  640, 
648—646,  648,  649,  661,  insb.  zur 
Berechnung  reeller  Integqkle  640. 

Funktion  absolut  integrierbar  A, 
analytisch  628,  dargestellt  durch 
Fouriersches  Integrfu  14 — 19,  dar- 
gestellt durch  Fouriersche  Reihe  B, 
i,  J^,  6,  13,  dargestellt  durch 
tngonometrische    Reihe    7,    13, 


elementar  401,  429,  gerade  467, 
B,  14,  19,  gleichmäßig  stetig  486, 
611,  integrierbar  A,  einer  kompl. 
Veränd.  621,  einer  kompl.  Veränd. 
mit  Ableitung  628,  einerkompl. 
Veränd.  integriert  629,  mehr- 
deutig oder  mehrwertig  664  bis 
668,  660,  monogen  siehe  mon. 
Fktn.,  ihre  Schwankung  406,  670, 
A,  stetig  längs  einer  Kurve  616, 
mit  Sprungstellen  476,  A,  1,  2^ 
unendlich  vieldeutig  661,  662, 
willkürlich  1,  mit  zweitem  mittle- 
ren Differentialquotienten  sleich 
Null  11,  mit  integrierbarem 
zweiten  mittleren  Differentialquoi 
10,  12,  siehe  auch  die  Stich- 
worte für  spezielle  Fktn. 
Funktionaldeterminante  bei 
Abbildung  der  Ebene  698,  699, 
626,  als  Grenzwert  des  Verhält- 
nisses ebener  Flächen  698,  bei 
konformer  Abbildung  626,  in 
krummlinigen  Fläch enkoord.  600, 
in  krummlinigen  Raumkoord.606, 
in  räumlichen  Polarkoord.  604, 
bei  Transformation  von  Doppel- 
integralen 698,  bei  Transformation 
von  dreifachen  Integralen  604, 
bei  Transformation  von  n-fachen 
Integralen  606. 

Gammafunktion  definiert  für 
positive  Veränd.  496,  definiert 
im  kompl.  Bereiche  606,  darge- 
stellt als  unendliches  Produkt 
602,  606,  607,  als  Verallgemeine- 
rung der  Fakultät  498,  606,  609, 
ihr  Verlauf  für  positive  Veränd. 
608,  ihr  Verlauf  fSr  negative 
Veränd.  628,  berechnet  für  po- 
sitive Veränd.  608,  differenziert 
600,  ihre  erste  Eigenschaft 
r(x+l\^xr{x)  498,  609,  ihre 
zweite  Eigenschaft  r(x)r(l — x) 
■^nx'.fAxinx  499,  610,  ihre  dritte 
Eigenschaft  611,  Wert  von 
r(p)r(p-|-i)  499,  für  positive 
Veränderliche  in  zwei  Grenzen 
eingeschlossen  624,  ihr  Log.  als 
bestimmtes  Integral  601,  ihr  Log. 
als  Gudermannsche  Reihe  619, 
ihr  Log.  als  Stirlingsche  Reihe 
628,  626,  ihr  Log.  als  unendliche 
Reihe  602,   606,    607,  ihr  Log. 
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diffeienziert  für  positive  Veränd. 
502,  ihr  Loff.  differenziert  im 
kompl.  Bereiche  608,  für  die  Be- 
rechnung der  Eulersch  en  Integrale 
1 .  Gattung  497,  für  die  Bereclmung 
bestimmter  Integrale  612 — 614, 
für  die  Berechnung  eines  n-fachen 
Integrals  607. 

Ganze  rationale  Funktion  inte- 
griert 414,  429,  monogen  628, 
Dir  Verschwinden  660. 

Gaußische  Koordinaten  600. 

Gebrochene  rationale  Funk- 
tion integriert  480 — 433,  mono- 
gen 624. 

Geometrische  Deutung  der 
Einführung  neuer  Veränd.  in 
Doppelintegralen  697,  des  Multi- 
plikators 613. 

Gerade  bei  Transformation  durch 
reziproke  Radien  628. 

Gerade  Funktion  467,  B,  14,19. 

Gewichte  von  Näherungswerten 
686. 

Gleichmäßige  Konvergenz  ei- 
ner unendlichen  Reihe  im  Reellen 

426,  im  kompl.  Bereiche  641^  der 
differenzierten  Reihe  427, 428, 646, 
der  integrierten  Reihe  426,  428, 
642,  647,  einer  Potenzreihe  428, 
648,  einer  Reihe  nach  den  Kosinus 
und  Sinus  der  Vielfachen  der 
Veränd.  siehe  Fouriersche  Reihe 
und  trigonometrische  Reihe,  siehe 
auch  das  nächste  Stichwort. 

Gleichmäßig  konversente 
Reihe  vonmonoffenen  Funk- 
tionen 641,  difißrenziert  646, 
integriert  642,  647,  als  mon.  Fkt. 
644,  stetig  641. 

Gleichmäßige  Stetigkeit  486, 
611. 

Gleichseitige  Hyperbel  407, 
411,  689. 

Gleichsinnige  Abbildung  696, 
winkeltreu  626,  627,  siehe  auch 
konforme  Abbildung. 

Gliedweise     Differentiation 

427,  608,  646. 
Gliedweise    Integration    426, 

428,  642,  647,  der  trigonometri- 
schen Reihe  P. 

Goniometrische  Funktionen 
integriert  siehe  Integrale  spezieller 
Art,  als  mon.  Fktn.  628,  624,  in 
Partialbrüche  zerlegt  480,  621. 


Grenzen  des  Integrals  410,  bei 
Einführung  neuer  Veränd.  417, 
418, 482,  483,  486,  unendlich  gro6 
463—469,  474,  vertauscht  412, 
617,  629,  A. 

Grenzlinie  zur  Herstellung  ein- 
fach zusammenhängender  Be- 
reiche 632,  686—639,  661,  ihre 
positive  Seite  661,  662—653. 

Grenzwert(e}  der  Integrale  mit 
endlosen  Intervallen  464 — 469, 
der  Integrale  mit  unstetigen  Inte- 
granden  470—477,  482,  der  Inte- 
grale mit  unstetigen  Integranden 
u.  endlosen  Intervallen  474,  482, 
der  Integrale  mit  Sprungstellen 
d.  Integranden  476,  eines  Integrals 
als  Summe  der  Fourierschen  Reihe 
4,  5,  15^  16^  der  Koef&zienten  der 
Fourierschen  Reihe  3,  der  verall- 
gemeinerten Koeffiz.  der  Fourier- 
schen Reihe  15,  der  Koefßz.  der 
trigonometrischen  Reihe  8,  der 
PoTyederfläche  684,  des  Polyeder- 
inhaltes 668,  569,  671,  672,  578, 
des  Polygoninhaltes  404,406 — 410, 
einer  einfachen  Summe  als  be- 
stimmtes Integral  404,  410,  einer 
einfachen  Summe  als  Integral  im 
kompl.  Bereiche  629,  einer  ein- 
fachen Summe  als  Kurvenintegral 
615,  616,  einer  Doppelsamme  als 
Doppelintegral  573,  576, 67  7,  einer 
dreifachen  Summe  als  dreifaches 
Integral  608,  des  Verhältnisses  d. 
Bogens  zur  Sehne  544,  des  Ver- 
hältnisses zweier  Dreiecke  bei 
Abbildung  d.  Ebene  596,  des  Ver- 
hältnisses zweier  Flächen  bei  Abb. 
d.  Ebene  699,  des  Verhältnisses 
der  Zunahme  der  Fkt.  u.  der  Ver- 
änd. im  kompl.  Bereiche  621, 622, 
f{x  -f  0)  und  f(x  —  0)  6\ 

Gudermannsche  Reihe  519. 

Guldinsche  Regel  für  Rotations- 
flächen 689,  für  Rotationskörper 
667. 

H. 

Hauptwert  des  bestimmten  Inte- 
grals'476,  des  Log.  506,  507,  636, 
661,  des  Log.  als  mon.  Fkt.  628, 
des  Log.  zur  Darstellung  des 
Arkustangens  688. 

Hilfsfunktion  fi(a;)  in  der  Theorie 
der   Gammafkt.    616—618,   620. 
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HilfBBatz  Aber  positiTO  Zahlen 

423. 
Hyperbel  rektifiziert  646,  mittels 

Ellipsen    661,    gleichseitig   407, 

411,  639. 
Hyperbolische  EurTen  684. 
Hyperbolisches    Paraboloid 

666,  579. 

I. 

Independente  Darstellung  der 
Bemoulliscben  Zahlen  629. 

Integrabeler  Differentialans- 
druck  611. 

Integrabilitätsbedingung 
eines  Differentialausdmcks  611, 
för  eine  Fkt.  A. 

Integrabilitätsfaktor  612. 

Integrale  allgemein  399,  410, 
A,  bestimmte  siehe  bestimmtes 
Integral,  als  Fktn.  mit  gegebenen 
Differentialqnotienten  899—402, 
als  Grenzwerte  von  Summen  410, 
A,  als  stetige  Fktn.  der  oberen 
Grenze  410,  als  stetige  Fktn.  der 
oberen  Grenze  u.  eines  Parameters 
487,  von  derselben  Fkt.  400,  von 
Fküi.  mit  konstanten  Faktoren 
414,  von  Produkten  416, 416, 420, 
424,  von  Summen  413,  von  voll- 
ständigen Differentialen  610,611, 
längs  Kurven  siehe  Eurveninte- 
graJ,  von  vollständigen  Differen- 
tialen längs  Kurven  619,  620,  im 
kompl.  Bereiche  629,  630,  in  ein- 
fach zusammenhängendem  kompl. 
Bereiche  632,  in  einfach  zu- 
sammenhängendem Bereiche  als 
Fktn.  der  oberen  Grenze  633,  von 
mon.  Fktn.  631,  von  mon.  Fktn. 
als  mon.  Fktn.  633,  von  mon.  Fktn. 
unabhängig  vom  Wege  631 ,  im 
Zusammenhange  mit  Multiplika- 
toren 612—614,  differenziert  410, 
638,  multipliziert  mit  Konstanten 
414,  als  unendlich  vieldeutige 
Fktn.  661,  662,  der  absoluten 
Beträge  der  Integranden  414,  A, 
siehe  auch  Doppelintegral,  drei- 
faches Integral,  Grenzwerte,  mehr- 
faches Integral,  Integration  und 
die  nächsten  beiden  Stichworte. 

Integrale  spezieller  Art:  von 
algebraischen  Fktn.  429—460,  von 
algebraischen  Fktn.  elementarer 
Fktn.  461,  einfachste  402,  von 
elementaren  F^tn.  429,  elliptische 


siehe  elliptische  Integrale  und 
Normalintegrale,  Eulersche  siehe 
Eulersche  Integrale  u.  Gammaf  kt., 
Fouriersche  14 — 19,  von  ganzen 
rat.  Fktn.  414,  429,  von  ge- 
brochenen rat.  Fktn.  430—433, 
668,  von  goniometrischen  Fktn. 
462,  466—460,  von  Potenzen  402, 
von  Produkten  von  Kosinus 
linearer  ganzer  Fktn.  466,  von 
rat.  Fktn.  goniometrischer  Fktn. 

462,  von  rat.  Fktn.  von  \a  ^  bx 
434,  von  rat.  Fktn.  von  x  und 
ya-\-hx  436,  von  rat.  Fktn.  von 
X  und  }/cr+'bar+  ex*  436—438, 
von  rat.  Fktn.  von  x,  Ya  -^  bx 
und  ya-\-ßx  439,  von  rat.  Fktn. 
von  X  und  einer  Quadratwurzel 
einer  ganzen  Fkt.  3.  od.  4.  Grades 
siehe  elliptische  Integrale,  von 
transzendenten  Fktn.  461—462, 
von  u^v  463,  von  1  :  x  402,  von 
1  :  (1  -f  X*)  402,  von  (a  +  bxf 
418,  von  1  i  (x*  -\-  px  +  q)  418, 
von  (Px-\-  Q):  {X*  +  px  +  ^ 
433,   von   1  ;  |/i'—  ä"  402,  von 

1  :  yl  —  «*  413,  von  sin  x  und 
cos  X  402,  von  tg  x  und  ctg  x  462, 
von  1  :  sin  :c  und  1  :  cos  x  462, 
von  cos"  d;  und  sin"a;  466,469,  von 
sin"*  X  cos"  X  467 ,  468 ,  von 
1  :  {a  Bin  X  -^-  b  C08  X  -^-  c)  460, 
461,  von  x^  cos  x  463,  von  c*  402, 
von  05*6"*  416,  von  af'e^*  coBX 
und  x^e^'  sin  x  464,  von  e*'  cos  6  a? 
und  e'*'  sin  bx  416,  464,  von  Ina; 
416,  von  (In  x)*  :  x  418,  von 
(In  «)"  x^~^  418,  von  (arc  sin  «)" 

463,  siehe  auch  das  nächste  Stich- 
wort. 

Integrale  spezieller  Art  im 
komplexen  Bereiche:  von  g* 
631,  von  jff"  und  1  :  i"  636,  von 
1  :  M   686,   661,    von    1  :  (js  —  c) 

687,  661,   von    I  :  (1  -f  ff«)   632, 

688,  662,  von  1  :  (jP  —  c)*  661, 
von  e',  sin  «r,  cos  z  684,  mit  Perio- 
dizitätsmoduln  661,  662. 

Integralrechnung  399. 
Integralzeichen  401,  403,  410. 
Integrand   401,    größer    als  ein 
anderer  413,  positiv  412,  rationali- 
37* 
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giert  484—439,  462,  460,  unstetig 
470— 477,482,A,  vonderForm««' 
415,  416,  von  der  Form  u*v  468. 

Integration  399,  410,  411,  al- 
gebraischer Summen  418,  be- 
zeichnet als  Quadratur  580,  von 
gleichm&Aig  konvergenten  Reihen 
486,  428,  642,  647,  eines  Integrals 
nach  einem  Parameter  489—491, 
invers  zur  Differentiation  401,  im 
kompl.  Bereiche  629 — 688,  durch 
Rationalisieren  des  Integranden 
484—489,  462,  460,  reeller  Fktn. 
mittels  des  Imaginären  482,  464, 
640,  durch  Substitution  417,  418, 
462,  482—486,  teilweise  416,  416, 
A,  teilweise  wiederholt  468,  un- 
endlicher Reihen  426,  428,  642, 
643,  647,  um  Unstetigkeitsstellen 
herum  689,  645,  651,  662,  des 
zweiten  mittleren  Differential- 
quotienten 10, 12^  siehe  auch  Inte- 
grale und  Integrationsmethoden. 

Integrtttionsbereich  bzw. 
-intervall  410,  673—677,  698, 
608,  604,  606,  609—611,  618. 

Integrationsmethoden   för  al- 

febraische  Fktn.  429—450,  für 
estimmte  Integrale  477 — 480, 
482—484,  486,  492—502,  512  bis 
614,  607,  für  rat.  Fktn.  480,  432, 
433,  für  spezielle  Fktn.  siehe 
Integrale  spezieller  Art  und  Inte- 
grale spezieller  Art  im  kompl 
Bereiche,  für  transzendente  Fktn. 
451—462,  für  unbestimmte  Inte- 
grale 418—418. 

Integrationsweg  617,  629,  in 
einfach  zusammenhängendem  Be- 
reiche 632,  635—689,  geschlossen 
618,  631,  (>39,  aus  mehreren  Teilen 
bestehend  617,  618 

Integrierbarkeit  eines  Diffe- 
rentialausdrucks 611,  einer  Fkt. 
A,  unendlicher  Reihen  426,  428, 
642,  643,  647. 

Intervall  siehe  Inteffrationsbe- 
reich,  der  Fourierschen  Reihe  B,  2, 

I  n  V  e  r  s  e  Operation  40 1 ,  Substitution 
417,  482. 

IL. 

Eegelvolumen  563. 

Kehlkreis  687. 

Koeffizienten  der  Fourier- 
schen  Reihe  B,  ^,  7,  ihre  Grenz- 
werte d,  verallgemeinert  15. 


Koeffizienten  der  trigono- 
metrischen Reihe  S, 

Komplanation  584  —  592,  in 
ebenen  Polarkoord.  586,  in  krumm- 
linigen Koord.  600,  in  räumlichen 
Polarkoord.  601,  durch  Zerlegung 
in  Zonen  692,  des  allgemeinen 
Ellipsoids  592,  von  Kugelteüen 
590,  691,  601,  von  Rotations- 
flächen 587,  des  Rotationsellip- 
soids 688,  von  sphärischen  Drei- 
ecken 590. 

Komplexer  Bereich  und  kom- 
plexe Veränderliche  506  bis 
511,  619,  621—660. 

Konforme  Abbildung  626,  stets 
durch  mon.  Fkt.  vermittelt  627, 
mittels  Transformation  durch  rezi- 
proke Radien  628,  mittels  |/i  665. 

Konstante  von  Euler  502,  be- 
rechnet 5U8,  527. 

Konstanter  Faktor  des  Integrals 
oder  Integranden  414. 

Konstanz  einer  überall  endlichen 
und  mon.  Fkt.  649. 

Konvergenz    gleichmäßig    siehe 

fleichmäfiige  Konv.  und  gleichm. 
onv.  Reihe  von  mon.  Fktn.,  von 
Integralen  mit  endlosen  Inter- 
vallen 464—469,  482,  488,  von 
Integralen  mit  unstetigen  Inte- 
granden 4^0—477,  482,  488. 

Konvergieren  einer  Fläche  nach 
gegebener  Fläche  563,  568,  669, 
578,  einer  Linie  nach  gegebener 
Kiine  531,  532,  540—548. 

Koordinaten  krummlinig  auf 
Flächen  600,  krummlinig  im 
Räume  604,  eines  Raumes  von 
n  Dimensionen  605,  siehe  auch 
Polarkoord. 

Körperschicht  563. 

Korrektionsglied  der  Simpson- 
schen  Regel  538. 

Kosinus  als  mon.  Fkt.  623,  inte- 
griert 684. 

Kreis,  seine  Fläche  411,  orientiert 
605,  zur  Rektifikation  von  Kurven 
658—660,  rotiert  566,  bei  Trans- 
formation durch  reziproke  Radien 
628. 

Kreisring  566. 

ErummlinigeKoordinaten  auf 
Flächen  600,  im  Räume  604. 

Kubatur  durch  einfaches  Integral 
568,    668,    678,  .durch   Doppel- 
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integral  668,  669,  571,  578,  durch 
Doppelintegral  bei  geschlossener 
Fläche  581,  durch  dreifaches  Inte- 
gral 604,  in  ebenen  Polarkoord. 
682,  699,  in  räumlichen  Polar- 
koord. 604,  von  Kegeln  563,  von 
KGrperschichten  663,  von  Rota- 
tionskörpern 566,  567,  von  Zylin- 
dern 663,  des  Ellipsoids  664,  des 
hyperbolischen  Paraboloids  665, 
679,  des  Kreisringes  566,  eines 
gewissen  Kugelteiles  582. 

Kugel,  Komplanation  von  Teilen 
688,  690,  691,  601,  Kubatur  eines 
Teiles  582,  orientiert  606. 

Kurven  dargestellt  mittels  des 
Tangenten  winkeis  662,  ersetzt 
durch  angenäherte  Linien  681, 
682,  640,  641,  ersetzt  durch 
Parabelstücke  587,  ersetzt,  durch 
Polygone  404  —  409,  686  —  637, 
ersetzt  durch  Sehnenpolygone 
642,  543,  rektifiziert  siene  Rekti- 
fikation, ihre  Schwerpunkte  589, 
602,  ihre  statischen  Momente  602, 
von  Euler  660,  von  Serret  556, 
558,  559. 

Kurvenbogen  u.  Kurvenlänge 
siehe  Rektifikation  u.  Bogenlänge. 

Kurvensegment  630. 

Kurvenintegral  als  Grenzwert 
einer  Summe  615,  616,  629,  mit 
beliebigem  Integrationswege  617, 
mit  geschlossenem  Wege  618, 
unabh&ngig  vom  Wege  619,  620, 
über  ein  vollständiges  Diiferential 
619,  620,  dargesteUt  als  Flächen- 
integral 618,  im  kompl.  Bereiche 
629,  631,  683. 

Kurvennetz  in  der  Ebene  677, 
684,  auf  einer  Fläche  600. 

Kurvenschar  in  der  Ebene  613. 


Lagrangesche  Restform  422. 

Landensche  Transformation 
661. 

Lemniskate  quadriert  634,  rekti- 
fiziert 563,  verallgemeinert  566. 

Lineare  partielle  Differen- 
tialgleichung 1.  0.  für  Multi- 
plikatoren 612. 

Lineare  Substitutionen  483,  2. 

Logarithmus  als  Integral  402, 
430,  432,  433,  461,  686,  661,  als 
mon.Fkt.623,686, 651,  als  Potenz- 


reihe im  kompl.  Bereiche  007, 
unendlich  vieldeutig  661,  sein 
Hauptwert  606,  507,  623,  636, 
638,  651,  zur  Darstellung  von 
Arkussinus  658,  zur  Darstellung 
von  Arkustangens  638,  zur  Defi- 
nition der  Potenz  im  kompl.  Be- 
reiche 654. 
Logarithmus  der  Gammafunk- 
tion  501,  502,  diiferenziert  502, 
608,  ^19,  als  Gudermannsche 
B-eihe  519,  im  kompl.  Bereiche 
506  —  508,  519,  als  Stirlingsche 
Reihe  523. 


Maß  der  Divergenz  8. 

Maxima  u.  Minima  der  Gamma- 
funktion  505,  528. 

Mechanische  Quadratur  640, 
641. 

Mehrdeutigkeit  oder  Mehr- 
wertigkeit einer  Fkt.  654—658, 
660,  bei  konformer  Abbildung 
665,  von  Potenzen  664,  von  Wurzeln 
654,  656,  siehe  auch  unendlich 
vieldeutige  Fkt. 

Mehrfaches  Integral  606,  von 
Dirichlet  607. 

Methoden  siehe  Integrations- 
methoden. 

Mittel  der  Ordinaten  419,  von 
zwei  Werten  mit  Gewichten  636. 

Mittelwertsätze  für  bestimmte 
Integrale  419, 420, 424,  im  kompl. 
Bereiche  630. 

Modul  eines  elliptischen  Nor- 
malintegrals 445,  447,  trans- 
formiert 548,  gleich  Eins  450, 
gleich  Null  449. 

Moivresche  Formel  mit  belie- 
bigem reellen  Exponenten  666,  fclr 
kompl.  Winkel  610. 

Momente,  statische  602,  607. 

Monogene  Funktionen  definiert 
628,  als  analytische  Fktn.  643, 
669,  660,  analytisch  fortgesetzt 
660,  in  einfach  zusammenhängen- 
den Bereichen  682,  gebildet  durch 
Addition,  Subtraktion,  Multiplika- 
tion oder  Division  von  mon.  Fktn. 
624,  integriert  631—633,  für  kon- 
forme Abbildungen  626,  627,  von 
mon.  Fktn.  626,  verglichen  mit 
einfacheren  mon.  Fktn. 648, überall 
endlich  649,  die  längs  Wegstücken 
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yenchwinden  669,  siehe  auch  die 
Stichworte  för  spezielle  Fktn. 
Multiplikator  612—614,  geome- 
trisch gedeutet  6 Id. 

N. 

Näherungsweise  Quadratur 
636—689. 

Neue  Veränderliche  in  ein- 
fachen Integralen  417,  418,  482 
bis  486,  in  Doppelintegralen  697 
bis  699,  in  der  Ebene  gedeutet 
als  Abbildung  698,  in  dreifachen 
Integralen  604,  in  n-fachen  Inte- 
gralen 606. 

Normalformen  des  Radikan- 
den eines  elliptischen  Integrals 
448. 

Normalintegrale  siehe  ellip- 
tische Normal  integrale. 

0. 

Oberfläche  ersetzt  durch  ange- 
näherte Oberfläche  663,  668,  678, 
ersetzt  durch  Polyeder  663,  669, 
571,  672,  678,  584. 

Oberflächeninteffral  u.  -mes- 
sung  siehe  Komplanation. 

OrientierteKreise  und  Kugeln 
606. 

P. 

Parabeln  für  näherungsweise 
Quadratur  637. 

Parabolische  Kurven  634. 

Paraboloid,  hyperbolisches  666, 
579. 

Parameter  eines  Integrals  486, 
wonach  differenziert  wird,  488, 
490,  491,  wonach  integriert  wird, 
489,  490,  491. 

Parameter  des  elliptischen 
Normalintegrals  8.  Gattung 
447. 

Parameterlinien  auf  Flächen 
600. 

Parmentiersohe  Formel  für 
näherungsweise  Quadratur  686. 

Partialbruchzerlegung  beim 
Integeren  rat.  Fktn.  430— 483,  von 
goniometrischen  Fktn.  480,  621. 

Periodizitätsmodul  eines  Inte- 
grals im  kompl.  Bereiche  661, 
662,  des  Arkustangens  662,  des 
Log.  651. 

Planimeter  640,  641. 


Polarkoordinaten  in  der  Ebene 
682,  646,  682,  686,  698,  686,  im 
Räume  646,  601,  604. 

Polarplanimeter  640,  641. 

Polyederflächen  584. 

Polyedervolumina  669—678. 

Polygonflächen  404,  406—410, 
686—638. 

Polygonlänffen  642,  643. 

Polytropische  Kurven  534. 

Ponceletsche  Formel  für  nähe- 
rungsweise Quadratur  636. 

Positive  Seite  einer  Grenz- 
linie 651 — 663. 

Potenzen  integriert  siehe  Integrale 
spezieller  Axt,  im  kompl.  Bereiche 
definiert  654,  berechnet  mittels 
der  Binomialreihe  657. 

Potenzreihe  differenziert  u.  inte- 
griert 428,  zur  Darstellung  einer 
mon.  Fkt.  628,  648,  660,  längs 
eines  Wegstückes  gleich  einer 
andern  669,  für  [1:(1  — «"") 
-  1  :  a  —  |]  :  a  621. 

Produkte  von  mon.  Fktn.  624,  der 
Sinus  derVielfachen  eines  Winkels 
611. 

Projektion  einer  ebenen  Fläche 
aiif  eine  Ebene  414,  684. 

Punkt  im  Räume  von  n  Dimen- 
sionen 606. 


Quadratur  411,  530,  in  Polar- 
koord.  632,  bei  Anwendung  einer 
Hilfsveränd.  688,  mechanisch  540, 
641,  näherungsweise  685 — 589, 
eines  Dreiecks  von  drei  Kurven 
630,  eines  Segmentes  680,  der 
Astroide  684,  des  Gartesischen 
Blattes  634,  der  gleichseitigen 
Hyperbel  411,  589,  der  hyper- 
bolischen Kurven  584,  des  Kreises 
411,    der   Lemniskate   534,    der 

Sarabolischen  Kurven  684,  Ton 
erretschen  Kurven  566,  der  Sinus - 
linie  411. 

Quadratwurzel  zweiwertig  im 
kompl.  Bereiche  666,  im  Inte- 
granden  siehe  Integrale  spezieller 
Art,  von  1  —  Ä;«sin«<p  448,  54«, 
648,  549,  siehe  auch  eHiptische 
Integrale  und  elliptische  Normal- 
integrale. 

Quotienten  von  monogenen 
Funktionen  624. 
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Radikand  des  Integianden  eioes 
elliptischen  Integrals  440,  441, 
443,  448. 

Rationale  ebene  Kurven  667, 
spezieller  Art  558—660. 

Rationale  Funktionen  siehe 
^nze  und  gebrochene  rat.  Fktn., 
integriert  siehe  Integrale  spezi- 
eller Art. 

Rationale  Integrale  von  rati- 
onalen Funktionen  431. 

Rationalisieren  von  Inte- 
granden  484—439,  452,  460. 

Raum  von  n  Dimensionen  605. 

Reelle  Integrale  ausgewertet 
mittels  des  Imaginären  432,  454, 
640. 

Re^el  für  die  Differentiation 
emer  Fkt.  von  einer  Fkt.  625,  einer 
Potenz  im  kompl.  Bereiche  654. 

Reihe  siehe  unendliche  Reihe, 
gleichmäßige  Konvergenz,  gleich- 
mäßig konvergente  Reihe  und  Po- 
tenzreihe, von  Gudermann  519, 
von  Stirling  515,  523,  von  Taylor 
421,  643. 

Rektifikation  401,  542,  543,  545, 
in  der  Ebene  542,  in  Polarkoord. 
545,  im  Räume  543,  ohne  Inte- 
gration 561,  562,  von  Kurven,  die 
mittels  d.  Tangenten  winkeis  dar- 

festellt  sind,  562,  Umkehrung  des 
toblems  557,  der  Gassinischen 
Kurven  554,  555,  der  Ellipse  u. 
Hyperbel  546,  551,  552,  mittels 
elliptischer  Integrale  646 — 556, 
der  Eulerschen  Kurven  560,  mittels 
Kreisbogen  558  —560,  der  Lenmis- 
kate  653,  der  verallgemeinerten 
Lemniskate  554—556,  der  Serret- 
sohen  Kurven  558,  559. 

Rekursionsformeln  416,  433, 
445,  447,  468,  477,  522,  549,  552, 
607. 

Rest  einer  gleichmäßig  konvergen- 
ten Reihe  425,  426,  428,  641,  der 
Stirlingschen  Formel  525,  der 
Taylorschen  Reihe  als  bestimm- 
tes Integral  421,  422. 

Reziproke  Radien  628. 

Richtungen  transformiert  bei  Ab- 
bildung 595,  bei  konformer  Ab- 
bildung 626,  627. 

Rotationsellipsoid  588. 

Rotationsfläche  587,  589. 


Rotationskörper  566,1.667,  des 
Kreises  566,  der  Zykloide  566. 

8. 

Schar  von  KurveninderJlbene 
613. 

Schiefwinklige  Koordinaten 
564,  604. 

Schwankung  einer  Fkt.  von  einer 
Veränd.  406,  A,  einer  Fkt.  von 
zwei  Veränd.  570. 

Schwerpunkt  einer  ebenen  Fläche 
567,  602,  eines  Körpers,  insbes. 
des  Ellipsoidoktanten  607,  einer 
Kurve  589,  602. 

Segment  einer  Kurve  530,  des 
Ellipsoids564,  des  hyperbolischen 
Paraboloids  5Gö. 

Sehnen  polygen  535—538,  542, 
543. 

Sekans  und  Kosekans  zerlegt  in 
Partialbrüche  481. 

Serretsche  Kurven  rektifizierbar 
mittels  elliptischer  Integrale  556, 
mittels  Kreisbogen  658,  559. 

Simpsonsche  Regel  für  nähe- 
rungsweise  Quadratur  536,  537, 
ihr  Korrektionsglied  538. 

Sinn  desUmlaufens  einer  ebenen 
Fläche  530. 

Sinus  integriert  siehe  Integrale 
spezieller  Art,  als  mon.  Fkt.  628, 
684,  als  unendliches  Produkt  610. 

Sinuslinie  411. 

Sphärische  Dreiecke  590. 

Sphärischer  Exzeß  590. 

Sprungstellen  v.  Fktn.   475,  i. 

Statische  Momente  602,  607. 

Stetige  Abbildung  siehe  Ab- 
bildung der  Ebene. 

Stetige  Funktionen  mit  stetigen 
Ableitungen  im  kompl.  Bereiche 
628. 

Stetigkeit  einer  Fkt.  von  einer 
Yeränd.  406,  einer  Fkt.  von  zwei 
Veränd.  486,  einer  Fkt.  im  kompl. 
Bereiche  621— 623,  einer  Fkt.  von 
zwei  Veränd.  längs  einer  Kurve 
616,  des  bestimmten  Integrals 
410,  des  bestimmten  Integrals 
als  Fkt.  der  oberen  Grenze  und 
eines  Parameters  487,  der  Inte- 
grale von  vollst.  Differentialen 
609,  611,  der  Kurvenintegrale  im 
kompl.  Bereiche  683,  der  Ampli- 
tude 658. 


584 


Sachregister. 


Stirlingsche  Formel  oder 
Reihe  515,  528. 

Snbstitution  inlntegralenilT, 
418,  462,  482^485,  ^,  verschieden 
in  yerschiedenen  Teilen  des  Inter- 
valle! 484,  zur  Verwandlnng  will- 
kürlicher Grenzen  in  bestimmte 
485,  in  konvergenten  Integralen 
482,  488,  in  elliptischen  Integralen 
440,  441,  448,  448,  siehe  auch 
Transformation. 

Summen  znr  Definition  von  Inte- 
gralen siehe  Grenzwerte,  von  Inte- 
gralen mit  verschiedenen  Grenzen 
412,  A,  von  Integralen  mit  ver- 
schiedenen Integranden  413,  von 
Doppelintegralen  598,  von  Knrven- 
integralen  617,  629,  von  mon. 
Fktn.  624,  der  Sinus  bzw.  Kosinus 
den  Vielfachen  eines  Winkels 
478,  470,  4, 

T. 

Tafel  für  die  Werte  der  Gamma- 
fkt.     605,    für    die   Werte    der 

Reihen  l:l"-f-l:2"4  l:8"-^ 

503. 

Tangens  und  Kotangens  als 
mon.  Fktn.  624,  zerlegt  in  Partial- 
brüche  480,  521. 

Tangentenwinkel  ebener  Kur- 
ven als  unabhängige  Veränder- 
liche 562. 

TaylorscheFormel  oder  Reihe 
bewiesen  mittels  bestimmten  Inte- 
grals 421,  für  mon.  Fkt.  643. 

Teilweiseintegration  415,  416, 
A,  wiederholt  453. 

Träger  von  Wertsystemen  605. 

Transformation  von  einfachen 
Integralen  siehe  Substitution,  von 
Doppelintegralen  597,  598,  von 
Doppelintegralen  durch  Ein- 
führung ebener  Polarkoord.  598, 
von  Doppelintegraleu  durch  Ein- 
führung krummliniger  Koord.  600, 
von  Doppelintegralen  durch  Ein- 
führung räumlicher  Polarkoord. 
601,  von  dreifachen  Integralen 
604,  von  mehrfachen  Int^ralen 
606,  von  Landen  551,  des  Moduls 
eines  elliptischen  Integrals  548, 
durch  reziproke  Radien  628. 

Transzendente  Integranden 
siehe  Integrale  spezieller  Art, 
reduziert  auf  algebraische  451. 


Trapezformel  für  die  ange- 
näherte Quadratur  535,  536. 

Trigonometrische  Reihe  i,  7, 
Grenzwerte  ihrer  Koeffizienten  8, 
zweimal  integriert  P,  identisch 
mit  der  Fourierschen  Reihe  13. 

ü. 

Übereinstimmung  von  Potenz- 
reihen 659,  660. 

Umfange   dreier  Ellipsen  552. 

Umkehrung  des  Problems  der 
Differentiation  399,  401,  der 
Fourierschen  Reihe  7,  der  Rekti- 
fikation 557. 

Umlaufungssinn  bei  ebenen 
Flächen  530. 

Unabhängigkeit  des  Kurven- 
integrals vom  Wege  619,  620, 
des  mtegrals  einer  mon.  Fkt.  vom 
Wege  631—633,  647. 

Unbestimmtes  Integral  411, 
siehe  auch  Integral  usw. 

Unendliches  Produkt  für  das 
elliptische  Integral  F^  {k)  549,  für 
die  Gammafkt.  u.  ihren  Log.  siehe 
Gammafkt.  u.  Log.  der  Gamma- 
fkt., für  n  481,  511,  517,  für  den 
Sinus  510. 

Unendliche  Reihe  von  Fktn. 
425—428,  von  Fktn.  differenziert 

427,  von   Fktn.   integriert   426, 

428,  von  mon.  Fktn.  siehe  gleieh- 
m&fiige  Konvergenz  und  gleich- 
mäßig konv.  Reihe,  von  Fourier 
siehe  Fouriersche  Reihe,  für  ein 
elliptisches  Integral  446,  547,  für 
die  Gammafkt.  und  ihren  Log. 
siehe  Gammafkt.  und  Log.  der 
Gammafkt.,  für  den  Log.  im 
kompl.  Bereiche  507,  für  Arkus- 
sinus  und  Arkustangens  428,  für 
eine  goniometrischeFkt.  480,  für  « 

428,  für  1:1" 4-1:2" -f-l:8"4---- 
503,  siehe  aucn  Potenzreihe. 

Unendlich  vieldeutige  Am- 
plitude 653. 

Unendlich  vieldeutige  Funk- 
tion 651,  652,  insbes.  Arkus- 
sinus  658,  Arkustangens  652,  Log. 
651,  Potenz  654. 

Unstetigkeitsstellen  bei  kon- 
former Abbildung  626,  an  denen 
eine  mon.  Fkt.  in  bestimmter 
Ordnung  unendlich  groß  wird, 
651,  652. 
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y. 

Tariabilitätsbereich  siehelnte- 
graüoiisbereich  und  einfach  zu- 
Bammenliäiigender  Bereich. 

Terallgemeinerung  der  Lem- 
niskate  666. 

Teränderliche  beim  bestimmten 
Integral  in  zweierlei  Bedeutung 
410,  neu  eingeführt  siehe  Sub- 
stitution und  Transformation. 

Tergleichung  der  Regeln  für 
näherungsweise  Quadratur  639. 

Yergleichungsfunktion  für  eine 
mon.  Fkt.  648. 

Vergleichungsintegral  für 
die  Untersuchung  der  Konvergenz 
eines  Integrals  466,  471. 

Verhältnis  zweierMultiplika- 
toren  614. 

Verschiedene  Substitutionen 
in  verschiedenen  Teilen  des  Inte- 
grationsintervalles  484. 

Vertauschbarkeit  der  Reihen- 
folge von  Differentiation  u.  Inte- 
gration 401,  488,  490,  491,  zweier 
Integrationen  489—491,  678,  676, 
679,  698,  604. 

Vertauschung  der  Integral- 
grenzen 412,  617,  629,  A.      ^ 

VerzweigungsBtelle(n)  von  yjE? 
666,  einer  Quadratwurzel  666. 

Vollständiges  Differential  in 
zwei  Veränd.  608,  in  zwei  Veränd. 
integriert  609,  in  zwei  Veränd. 
hergestellt  mittels  Multiplikators 
612—614,  in  zwei  Veränd.  inte- 
griert längs  eines  Weges  619, 
620,  631,  in  n  Veränderlichen 
610,  611,  bei  der  Integration  mon. 
Fktn.  681. 

Volumenberechnung  siehe  Ku- 
batur. 

Tolumenvorzeichen  678. 


Vorwärts  und  rückwärts  ge- 
bildeter Differentialquo- 
tient 6. 

Vorzeichen  der  ebenen  Flächen 
409,  411,  680,  640,  641,  der 
Funktionaldeterminante  693,  696, 
698,  604,  606,  der  Volumina  678. 

W. 

Wallis  Formel  für  n  481,  611, 
517. 

Wesentliche  Periodizitäts- 
moduln  662. 

Wiederholte  teilweise  Inte- 
gration 468. 

Willkürliche  Funktion  i,  ;9. 

Willkürliche  Grenze  des  Inte- 
grals verwandelt  in  bestimmte 
485. 

Willkürliche  Konstante  beim 
Integrieren  400,  401. 

Winkel  der  Parameterlinien 
einer  Fläche  600. 

Winkeltreue  Abbildung  626, 
627. 

Wurzel  im  komplexen  Be- 
reiche 654 — 666. 

Z. 

Zusammengesetzter  Integra- 
tionsweg 617. 

Zusatz  zumCauchjschenSatze 
646. 

Zweiter  mittlerer  Differen- 
tialquotient 10,  gleich  Null  ii, 
integriert  1J9. 

Zykloide  rotiert  666. 

Zyklometrische  Funktionen 
beim  Integrieren  rat.  Fktn.  482, 
488,  integriert  siehe  Integrale 
spezieller  Art. 

Zylindervolumen  668. 


66, 

11 

5 

68, 

11 

6 

109, 

11 

9 

lU, 

11 

1 

186, 

11 

9 

186, 

11 

18 

339, 

11 

4 

840, 

11 

7 

687, 

11 

10 

Berich1%aiigeii. 

Zum  ersten  Bande. 

Seite  49,  Zeile  13  von  nnten  füge  hinzu:  vorausgesetet,  daß  F(X)^F(x^) ist. 
oben  lies:  Au  statt  uA. 
unten   „     y'(X  —  a;)  statfc  y(X  —  x). 
oben  ist  das  Komma  zu  streichen, 
unten  lies:  /L    statt  f   . 

oben       „     -f-  statt  des  dritten  — . 
J_  1 

''     n       ''     n  +  1* 
„   d«»      „     1. 
unten     „     13      „     3. 

oben  füge  hinzu:    Der  Hauptwert  des  Logarithmus 
ist  überall  stetig,  abgesehen  von  den  negativen  reeüen 
Werten  von  z. 
„  689,      „     17     „    oben  füge  hinzu:    Der  Beweis  wird  in  Nr.  660  dea 

zweiten  Bandes  gegeben  werden. 
„  621  schalte  im  Register  ein: 

Moiyresche  Formel  368,  373. 

Zum  zweiten  Bande. 

Seite  268,  Zeile  16  von  oben  lies:    B^  statt  B*, 
„      366,  Fig.  68.     Das  krummlinige  Viereck  muß  so  klein  sein,  .daft 

seme  Ausdehnungen,  horizontal  und  vertikal  gemessen,  kleiner 

als  0  sind. 
„      466,  Fig.  87   rechts   ist  die  Reihenfolge  der  Zahlen  1.  bis  7.  zu 

ändern. 

Erst  während  des  Druckes  wurde  bemerkt,  daß  in  diesem  Bande  z/^ 
dagegen  im  ersten  Bande  A  als  Zeichen  des  Differentials  benutzt 
worden  ist. 


